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Аннотация

Суммирование мультипликативных функций встречается едва ли не в половине задач
аналитической теории чисел. Центральное место в вопросе суммирования значений муль-
типликативных функций занимают вопросы об асимптотическом поведении сумм вида

𝑚(𝑋) =
∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛),

при 𝑋 → ∞, где 𝑓(𝑛) — мультипликативная функция натурального аргумента. Насто-
ящая статья посвящена исследованию суммированием мультипликативных функций по
числам, простые делители которых лежат в заданных интервалах. Получена асимптоти-
ческая формула для сумм произведения мультипликативных функций, простые делители
которых лежат в заданных интервалах.
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Abstract

Summation of multiplicative functions is found in almost half of the problems of analytical
number theory. The central place in the question of summing the values of multiplicative
functions is occupied by questions about the asymptotic behavior of sums of the form

𝑚(𝑋) =
∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛),

for 𝑋 → ∞, where 𝑓(𝑛) is a multiplicative function of a natural argument. This article is
devoted to the study of summation of multiplicative functions over numbers whose prime divisors
lie in specified intervals. An asymptotic formula is obtained for the sums of the product of
multiplicative functions whose prime divisors lie in specified intervals.

Keywords: asymptotics, sum of products of multiplicative functions, prime divisors, given
intervals, natural argument, integral equations, generalized Mangoldt function, prime numbers,
complex numbers, sieve method.
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1. Введение

В теории суммирования значений мультипликативных функций широкое применение име-
ет следующая идея: по поведению суммы ∑︁

𝑝≤𝑋
𝑓(𝑝), (1.1)

восстанавливается асимптотическое поведение суммы

𝑚(𝑋) =
∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛), (1.2)

при 𝑋 → ∞, где 𝑓(𝑛) - мультипликативная функция натурального аргумента. Оценка сум-
мы (1.1) может быть произведена на основе асимптотических законов распределения простых
чисел. Таким образом, асимптотические законы распределения простых чисел находят при-
менение в вопросе о суммировании значений мультипликативных функций.

Основной результат настоящей статьи получен методом, который состоит в систематиче-
ском применении специальных интегральных уравнений. Сведение задачи к интегральному
уравнению проводится по следующей схеме. Для произвольной мультипликативной функции
𝑓(𝑛) вводится аналог функции Мангольдта Λ𝑓 (𝑛), которая определяется равенством

𝑓(𝑛) ln𝑛 =
∑︁
𝑑/𝑛

𝑓/(𝑑) · Λ𝑓
(︁𝑛
𝑑

)︁
. (1.3)

Асимптотика ∑︁
𝑛≤𝑋

Λ𝑓 (𝑛)

обычно является следствием закона распределения простых чисел. Суммирование (1.3) по
всем 𝑛 ≤ 𝑋, приводит к соотношению, которое можно рассматривать как интегральное урав-
нение относительно суммы (1.2).
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В методе решета, в задачах о наименьшем невычете, задаче о разности последовательных
простых чисел и в других задачах теории чисел возникает необходимость оценки сумм вида∑︁

𝑛≤𝑋𝑡

𝑛∈𝑀

𝑓(𝑛),

где 𝑓(𝑛) – мультипликативная функция, удовлетворяющая некоторым условиям, а 𝑛 ∈ 𝑀
означает ограничение на простые делители 𝑛. Особенно важны оценки такого рода сумм,
когда 𝑡→∞.

Эти оценки содержатся, например, в работах [1] – [3], [4], [5], [6], [7], [8].
В некоторых из них рассматривается и случай 𝑡, растущий вместе с 𝑋.
В работе [9] решается задача об асимптотике сумм вида

𝑚𝑓 (𝑋
𝑡) =

∑︁
𝑛1···𝑛𝑘≤𝑋𝑡

𝑓1(𝑛1) · · · 𝑓𝑘(𝑛𝑘)
𝑛1 · · ·𝑛𝑘

и
𝑀𝑓 (𝑋

𝑡) =
∑︁

𝑛1···𝑛𝑘≤𝑋𝑡

𝑓1(𝑛1) · · · 𝑓𝑘(𝑛𝑘),

где 𝑛𝑖 – та часть 𝑛, все простые делители которой заключены в промежутке (𝑋𝛽𝑖−1 , 𝑋𝛽𝑖 ],

0 < 𝛽1 < 𝛽2 < · · · < 𝛽𝑘−1 < 𝛽𝑘 = 𝑡,

𝛽𝑖 – фиксированы (𝑖 = 1, 𝑘) (зависимость от 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑘 не изучалась).
В работе [10] изучена сумма вида

𝑀(𝑋,𝑌1, 𝑌2) =
∑︁
𝑛≤𝑋

𝑝/𝑛→𝑌1<𝑝≤𝑌2

1

равномерно по 𝑌1, 𝑌2. Для 𝑀(𝑋,𝑌1, 𝑌2) получена асимптотика

𝑀(𝑋,𝑌1, 𝑌2) = 𝜎(𝑡1, 𝑡2)
𝑋

ln𝑌1
+𝑂

(︂
𝑋

ln2 𝑌1

)︂
в областях

𝐼. {(𝑡1, 𝑡2)| 𝜀 ≤ 𝑡1 ≤ 1, 0 < 𝑡2 < 𝑡1} ,

𝐼𝐼. {(𝑡1, 𝑡2)| 0 < 𝑡2 < 1, 1 + 𝜀 ≤ 𝑡1} ,

𝐼𝐼𝐼. {(𝑡1, 𝑡2)| 1 + 𝜀 ≤ 𝑡2 < 𝑡1 ≤𝑀} ,

где 𝑀 > 1 + 𝜀, 0 < 𝜀 < 1 и 𝑡1 = ln𝑋
ln𝑌1

, 𝑡2 = ln𝑋
ln𝑌2

причем 𝜎(𝑡1, 𝑡2) удовлетворяет уравнению

𝑡2
𝜕

𝜕𝑡2
𝜎(𝑡1, 𝑡2) = −𝜎

(︂
𝑡1

(︂
1− 1

𝑡2

)︂
, 𝑡2 − 1

)︂
для 𝑡2 > 1, 𝑡2 ̸= 𝑡1

𝑡1−1 , 𝑡2 ̸= 2.
В обозначениях [9] в [10] изучается случай, когда 𝛽1 = 𝑡

𝑡1
, 𝛽2 = 𝑡

𝑡2
уже не предполагаются

фиксированными и даже ограниченными, но 𝑘 = 3 и 𝑓1(𝑛) = 𝜀(𝑛), 𝑓2(𝑛) = 1, 𝑓3(𝑛) = 𝜀(𝑛), где

𝜀(𝑛) =

{︂
1, если 𝑛1 = 1,
0, если 𝑛1 ̸= 1.
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Настоящая работа является обобщением работ [9] и [10].
Получена асимптотика для сумм∑︁

𝑛1···𝑛𝑘≤𝑋

𝑓1(𝑛1) · · · 𝑓𝑘(𝑛𝑘)
𝑛1 · · ·𝑛𝑘

,

где 𝑓1(𝑛1) · · · 𝑓𝑘(𝑛𝑘) – мультипликативные функции, 𝑛𝑖 – та часть 𝑛, все простые делители
которой заключены в промежутке(︂

𝑋
1

𝑡𝑖−1 , 𝑋
1
𝑡𝑖

]︂
, 𝑡𝑖 =

ln𝑋

ln𝑌𝑖
, 1 = 𝑌0 < 𝑌1 < · · · < 𝑌𝑘 = 𝑋, 𝑖 = 1, 𝑘.

2.

Предположим, что 𝑓1(𝑛1), 𝑓2(𝑛2), . . . , 𝑓𝑘(𝑛𝑘) мультипликативные функции, 𝑛 = 𝑛1 · · ·𝑛𝑘 –
однозначное разложение на множители числа 𝑛, причем

𝑝/𝑛𝜈 ⇒ 𝑋
1

𝑡𝜈−1 < 𝑝 ≤ 𝑋
1
𝑡𝜈 , 𝜈 = 1, 𝑘, 𝑓(𝑛) = 𝑓1(𝑛1) · 𝑓2(𝑛2) · . . . · 𝑓𝑘(𝑛𝑘),

1 = 𝑡𝑘 < 𝑡𝑘−1 < · · · < 𝑡1 < 𝑡0 = ∞, Λ𝑓𝜈 (𝑛) – обобщённая функция Мангольдта определяется
соотношением

𝑓𝜈(𝑛) ln𝑛 =
∑︁
𝑑/𝑛

𝑓𝜈(𝑑)Λ𝑓𝜈

(︁𝑛
𝑑

)︁
.

Если 𝑓(1) ̸= 0, то Λ𝑓 (𝑛) определяется однозначно, а если 𝑓(𝑛) мультипликативна и 𝑛 ̸= 𝑝𝑟, 𝑝
– простое число, то Λ𝑓 (𝑛) = 0. Если

𝜀(𝑛) =

{︂
1, если 𝑛 = 1,
0, если 𝑛 ̸= 1,

то Λ𝜀(𝑛) = 0.

Определение 1. Мультипликативная функция 𝑓𝜈(𝑛) принадлежит классу 𝑊 , если
существуют комплексные числа 𝜏𝜈 , 𝐵𝜈 , 𝐴𝜈 такие, что для любых 𝑋 и 𝑌∑︁

𝑝𝑟≤𝑋
𝑝≤𝑌

Λ𝑓𝜈 (𝑝
𝑟)

𝑝𝑟
= 𝜏𝜈 lnmin(𝑋,𝑌 ) +𝐵𝜈 +𝑂(𝜌(min(𝑋,𝑌 ))),

и ∏︁
𝑌 <𝑝≤𝑋

(︃
1 +

∞∑︁
𝑟=1

|𝑓𝜈(𝑝𝑟)|
𝑝𝑟

)︃
= 𝑂

(︃(︂
ln𝑋

ln𝑌

)︂𝐴𝜈
)︃
,

где 𝐴𝜈 > 0, 𝜌(𝑋)→ 0 при 𝑋 →∞.
Будем изучать сумму вида

𝑚𝑓

(︂
𝑋,𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
=

∑︁
𝑛=𝑛1···𝑛𝑘≤𝑋

𝑝/𝑛1⇒𝑋
1
𝑡0 <𝑝≤𝑋

1
𝑡1

𝑝/𝑛2⇒𝑋
1
𝑡1 <𝑝≤𝑋

1
𝑡2

−−−−−−−−−−−−−
−−−−−−−−−−−−−

𝑝/𝑛𝑘⇒𝑋
1

𝑡𝑘−1 <𝑝≤𝑋

𝑓1(𝑛1) . . . 𝑓𝑘(𝑛𝑘)

𝑛1 · · ·𝑛𝑘
.

Сначала рассмотрим случай 𝑓1(𝑛1) = 𝜀(𝑛1), то есть суммы по числам с большими простыми
делителями.
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Теорема 1. Если 𝑓𝜈(𝑛), (𝜈 = 1, 𝑘) принадлежит классу 𝑊 и 𝑓1(𝑛1) = 𝜀(𝑛1), то имеет
место интегральное уравнение

𝑡1𝑚𝑓

(︂
𝑋,𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
−
∫︁ 𝑡1

0
𝑚𝑓

(︂
𝑋

𝑢
𝑡1 , 𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
𝑑𝑢−

−
𝑘∑︁
𝜈=2

𝜏𝜈

∫︁ 𝑡1
(︁
1− 1

𝑡𝜈−1

)︁
𝑡1
(︁
1− 1

𝑡𝜈

)︁ 𝑚𝑓

(︂
𝑋

𝑢
𝑡1 , 𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
𝑑𝑢 =

= 𝑂

⎛⎜⎝𝜌
(︁
𝑋

1
𝑡1

)︁
ln𝑋

1
𝑡1

𝑡𝐴2
1 · 𝑡

𝐴3−𝐴2
2 · · · 𝑡𝐴𝑘−𝐴𝑘−1

𝑘−1

⎞⎟⎠ . (2.1)

Доказательство. С одной стороны∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛)

𝑛
ln𝑛 =

∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛)

𝑛
(ln𝑛− ln𝑋 + ln𝑋) =

= ln𝑋
∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛)

𝑛
−

∑︁
1≤𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛)

𝑛

∫︁ 𝑋

𝑛

𝑑𝑢

𝑢
= ln𝑋

∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛)

𝑛
−
∫︁ 𝑋

1

∑︁
𝑛≤𝑢

𝑓(𝑛)

𝑛
· 𝑑𝑢
𝑢

=

= ln𝑋𝑚𝑓

(︂
𝑋,𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
−
∫︁ 𝑋

1
𝑚𝑓

(︂
𝑢,𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
𝑑𝑢

𝑢
.

С другой стороны, так как 𝑓1(𝑛) = 𝜀(𝑛) и по определению Λ𝑓 (𝑛) находим:∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛) ln𝑛

𝑛
=
∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛)

𝑛

∑︁
𝑋

1
𝑡1 <𝑚≤𝑋

𝑛

Λ𝑓 (𝑚)

𝑚
=

∑︁
𝑛≤𝑋1− 1

𝑡1

𝑓(𝑛)

𝑛

∑︁
𝑋

1
𝑡1 <𝑚≤𝑋

𝑛

Λ𝑓 (𝑚)

𝑚
.

Но ∑︁
𝑋

1
𝑡1 <𝑚≤𝑋

𝑛

Λ𝑓 (𝑚)

𝑚
=

𝑘∑︁
𝜈=2

∑︁
𝑋

1
𝑡𝜈−1 <𝑝𝑟≤𝑋

𝑛

𝑋
1

𝑡𝜈−1 <𝑝<𝑋
1
𝑡1

Λ𝑓𝜈(𝑝𝑟)

𝑝𝑟
=

=

𝑘∑︁
𝜈=2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
∑︁
𝑝𝑟≤𝑋

𝑛

𝑋
1

𝑡𝜈−1 <𝑝<𝑋
1
𝑡𝜈

Λ𝑓𝜈 (𝑝
𝑟)

𝑝𝑟
−

∑︁
𝑝𝑟≤𝑋

1
𝑡𝜈−1

𝑋
1

𝑡𝜈−1 <𝑝<𝑋
1
𝑡𝜈

Λ𝑓𝜈 (𝑝
𝑟)

𝑝𝑟

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

=

𝑘∑︁
𝜈=2

{︁
𝜏𝜈 lnmin

(︂
𝑋

𝑛
,𝑋

1
𝑡𝜈

)︂
+𝐵𝑓𝜈 +𝑂

(︂
𝜌

(︂
min

(︂
𝑋

𝑛
,𝑋

1
𝑡𝜈

)︂)︂)︂
−

−𝜏𝜈 lnmin

(︂
𝑋

1
𝑡𝜈−1 , 𝑋

1
𝑡𝜈

)︂
−𝐵𝑓𝜈 +𝑂

(︂
𝜌

(︂
min

(︂
𝑋

1
𝑡𝜈−1 , 𝑋

1
𝑡𝜈

)︂)︂)︂}︁
=

=

𝑘∑︁
𝜈=2

⎧⎨⎩𝜏𝜈 ln min
(︁
𝑋
𝑛 , 𝑋

1
𝑡𝜈

)︁
𝑋

1
𝑡𝜈−1

+𝑂

(︂
𝜌

(︂
min

(︂
𝑋

𝑛
,𝑋

1
𝑡𝜈

)︂)︂
𝜌

(︂
𝑋

1
𝑡𝜈−1

)︂)︂⎫⎬⎭ =

=

𝑘∑︁
𝜈=2

𝜏𝜈 lnmin

⎛⎝𝑋1− 1
𝑡𝜈−1

𝑛
,𝑋

1
𝑡𝜈

− 1
𝑡𝜈−1

⎞⎠+𝑂

(︃
𝑘∑︁
𝜈=1

𝜌

(︂
𝑋

1
𝑡𝜈−1

)︂)︃
.
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Поэтому

∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛) ln𝑛

𝑛
=
∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛)

𝑛

∑︁
𝑋

1
𝑡1 <𝑚≤𝑋

𝑛

Λ𝑓 (𝑚)

𝑚
=
∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛)

𝑛

𝑘∑︁
𝜈=2

∑︁
𝑋

1
𝑡𝜈−1 <𝑝𝑟≤𝑋

𝑛

𝑋
1

𝑡𝜈−1 <𝑝<𝑋
1
𝑡𝜈

Λ𝑓𝜈(𝑝𝑟)

𝑝𝑟
=

=
𝑘∑︁
𝜈=2

∑︁
𝑛≤𝑋1− 1

𝑡𝜈−1

𝑓(𝑛)

𝑛

∑︁
𝑋

1
𝑡𝜈−1 <𝑝𝑟≤𝑋

𝑛

𝑋
1

𝑡𝜈−1 <𝑝<𝑋
1
𝑡𝜈

Λ𝑓𝜈(𝑝𝑟)

𝑝𝑟
=

=
𝑘∑︁
𝜈=2

𝜏𝜈
∑︁

𝑛≤𝑋1− 1
𝑡𝜈−1

𝑓(𝑛)

𝑛
lnmin

⎛⎝𝑋1− 1
𝑡𝜈−1

𝑛
,𝑋

1
𝑡𝜈

− 1
𝑡𝜈−1

⎞⎠+𝑂

⎛⎝𝜌(︁𝑋 1
𝑡1

)︁ ∑︁
𝑛≤𝑋

|𝑓(𝑛)|
𝑛

⎞⎠ =

=
𝑘∑︁
𝜈=2

𝜏𝜈
∑︁

𝑋
1− 1

𝑡𝜈 <𝑛<𝑋
1− 1

𝑡𝜈−1

𝑓(𝑛)

𝑛
· ln 𝑋

1− 1
𝑡𝜈−1

𝑛
+

+
𝑘∑︁
𝜈=2

𝜏𝜈
∑︁

𝑛≤𝑋1− 1
𝑡𝜈−1

𝑓(𝑛)

𝑛
· ln𝑋

1
𝑡𝜈

− 1
𝑡𝜈−1 +𝑂

⎛⎝∏︁
𝜌≤𝑋

(︃
1 +

∞∑︁
𝑟=1

|𝑓(𝑝𝑟)|
𝑝𝑟

)︃
𝜌
(︁
𝑋

1
𝑡1

)︁⎞⎠ =

=
𝑘∑︁
𝜈=2

𝜏𝜈

⎧⎪⎨⎪⎩
∫︁ 𝑋

1− 1
𝑡𝜈−1

𝑋
1− 1

𝑡𝜈

⎛⎜⎝∑︁
𝑛≤𝑢

𝑓(𝑛)

𝑛
−

∑︁
𝑛≤𝑋1− 1

𝑡𝜈

𝑓(𝑛)

𝑛

⎞⎟⎠ 𝑑𝑢

𝑢
+

∑︁
𝑛≤𝑋1− 1

𝑡𝜈

𝑓(𝑛)

𝑛
· ln𝑋

1
𝑡𝜈

− 1
𝑡𝜈−1

⎫⎪⎬⎪⎭+

+𝑂

⎛⎜⎜⎝𝜌(︁𝑋 1
𝑡1

)︁ 𝑘∏︁
𝜈=2

∏︁
𝑋

1
𝑡𝜈−1 <𝑝≤𝑋

1
𝑡𝜈

(︃
1 +

∞∑︁
𝑟=1

|𝑓𝜈(𝑝𝑟)|
𝑝𝑟

)︃⎞⎟⎟⎠ =

=
𝑘∑︁
𝜈=2

𝜏𝜈

∫︁ 𝑋
1− 1

𝑡𝜈−1

𝑋
1− 1

𝑡𝜈

𝑚𝑓

(︂
𝑢,𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
𝑑𝑢

𝑢
+

+𝑂
(︁
𝜌
(︁
𝑋

1
𝑡1

)︁
· 𝑡𝐴2

1 · 𝑡
𝐴3−𝐴2
2 · · · 𝑡𝐴𝑘−1−𝐴𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡𝐴𝑘−𝐴𝑘−1

𝑘−1

)︁
.

Сравнивая эти два выражения для ∑︁
𝑛≤𝑋

𝑓(𝑛)

𝑛
· ln𝑋,

получаем

𝑚𝑓

(︂
𝑋,𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
ln𝑋 −

∫︁ 𝑋

1
𝑚𝑓

(︂
𝑢,𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
𝑑𝑢

𝑢
−

−
𝑘∑︁
𝜈=2

𝜏𝜈

∫︁ 𝑋
1− 1

𝑡𝜈−1

𝑋
1− 1

𝑡𝜈

𝑚𝑓

(︂
𝑢,𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
𝑑𝑢

𝑢
=

= 𝑂
(︁
𝜌
(︁
𝑋

1
𝑡1

)︁
· 𝑡𝐴2

1 · 𝑡
𝐴3−𝐴2
2 · · · 𝑡𝐴𝑘−1−𝐴𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡𝐴𝑘−𝐴𝑘−1

𝑘−1

)︁
.
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После замены переменных и деления на ln𝑋, находим

𝑡1𝑚𝑓

(︂
𝑋,𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
−
∫︁ 𝑡1

0
𝑚𝑓

(︂
𝑋

𝑢
𝑡1 , 𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
𝑑𝑢−

−
𝑘∑︁
𝜈=2

𝜏𝜈

∫︁ 𝑡1
(︁
1− 1

𝑡𝜈−1

)︁
𝑡1
(︁
1− 1

𝑡𝜈

)︁ 𝑚𝑓

(︂
𝑋

𝑢
𝑡1 , 𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
𝑑𝑢

𝑢
=

= 𝑂

⎛⎜⎝𝜌
(︁
𝑋

1
𝑡1

)︁
ln𝑋

1
𝑡1

· 𝑡𝐴2
1 · 𝑡

𝐴3−𝐴2
2 · · · 𝑡𝐴𝑘−1−𝐴𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡𝐴𝑘−𝐴𝑘−1

𝑘−1

⎞⎟⎠ .

Тем самым теорема доказана.

3.

Будем искать 𝑚𝑓

(︂
𝑋,𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
в виде

𝑚𝑓

(︂
𝑋,𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
= 𝑍𝑘−1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1) +

𝜌
(︁
𝑋

1
𝑡1

)︁
ln𝑋

1
𝑡1

𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1), (3.1)

где функция 𝑍𝑘−1(𝑠𝑡1, . . . , 𝑠𝑡𝑘−1) определена как единственное непрерывное по 𝑠 при 0 < 𝑠 ≤ 1
решение уравнения

𝑠𝑡1𝑍𝑘−1(𝑠𝑡1, . . . , 𝑠𝑡𝑘−1)−
∫︁ 𝑠𝑡1

0
𝑍𝑘−1

(︂
𝑢,
𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢−

−
𝑘∑︁
𝜈=2

𝜏𝜈

∫︁ 𝑡1
(︁
𝑠− 1

𝑡𝜈−1

)︁
𝑡1
(︁
𝑠− 1

𝑡𝜈

)︁ 𝑍𝑘−1

(︂
𝑢,
𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢 = 0, (3.2)

при 𝑡𝑘−1 > 1, с начальными условиями

𝑧𝑘−1(𝑡1, ..., 𝑡𝑘−1) =

⎧⎨⎩
𝑧𝑘−2(𝑡1, ..., 𝑡𝑘−2), если 𝑘 ≥ 3, 𝑡𝑘−1 ≤ 1,
1, если 0 < 𝑡1 ≤ 1,
0, если 𝑡1 < 0,

(3.3)

Существование и единственность непрерывного решения уравнения (3.2) доказаны в [11].
Из (2.1), (3.1) и (3.2) получаем

𝑡1𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)−
∫︁ 𝑡1

0
𝑅𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢−

−
𝑘∑︁
𝜈=2

𝜏𝜈

∫︁ 𝑡1
(︁
1− 1

𝑡𝜈−1

)︁
𝑡1
(︁
1− 1

𝑡𝜈

)︁ 𝑅𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢 = 𝑂

(︁
𝑡𝐴2
1 · 𝑡

𝐴3−𝐴2
2 · · · 𝑡𝐴𝑘−𝐴𝑘−1

𝑘−1

)︁
(3.4)

с начальными условиями{︂
𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, ..., 𝑡𝑘−2) = 𝑅𝑘−2(𝑋, 𝑡1, ..., 𝑡𝑘−2), если 𝑘 ≥ 3, 𝑡𝑘−1 ≤ 1,

𝑅𝑘−1(𝑡1, ..., 𝑡𝑘−1, 𝑌 ) = 0, если 0 < 𝑡1 ≤ 1.
(3.5)
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Теорема 2. Если 𝐹𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1) решение уравнения

𝑡1𝐹𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)− 𝛼 ·
∫︁ 𝑡1

0
𝐹𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢 = Φ𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1) (3.6)

при 𝑡𝑘−1 ≥ 1, с начальными условиями

𝐹𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1) =

{︂
𝐹𝑘−2(𝑋, 𝑡1, ..., 𝑡𝑘−2), если 𝑘 ≥ 3, 𝑡𝑘−1 ≤ 1,
0, если 𝑡1 ≤ 1,

то

𝐹𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1) =
𝛼 · 𝑡𝛼𝑘−1

𝑡1
·
∫︁ 𝑡1

𝑡𝑘−1

1
𝐹𝑘−2

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−2

𝑡1

)︂
𝑑𝑢+

+
𝛼

𝑡1
·
∫︁ 1

1
𝑡𝑘−1

Φ𝑘−1(𝑋, 𝑠𝑡1, . . . , 𝑠𝑡𝑘−1)

𝑠𝛼+1
𝑑𝑠+

Φ𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)

𝑡1
. (3.7)

Доказательство. Подставим в (3.6) вместо 𝑡𝜈 , 𝜈 = 1, 𝑘 − 1 величину 𝑠𝑡𝜈 , разделим на
𝑠𝛼+1. Тогда при 𝑠 ≥ 1

𝑡𝑘−1
получим:

𝑡1𝐹𝑘−1(𝑋, 𝑠𝑡1, . . . , 𝑠𝑡𝑘−1)

𝑠𝛼
− 𝛼

𝑠𝛼+1

∫︁ 𝑠𝑡1

1
𝐹𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢 =

Φ𝑘−1(𝑋, 𝑠𝑡1, . . . , 𝑠𝑡𝑘−1)

𝑠𝛼+1
.

Проинтегрируя последное равенство по 𝑠 от 1
𝑡𝑘−1

до 1, меняя порядок интегрирования во
втором интеграле, находим:

𝑡1 ·
∫︁ 1

1
𝑡𝑘−1

𝐹𝑘−1(𝑋, 𝑠𝑡1, . . . , 𝑠𝑡𝑘−1)

𝑠𝛼
𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡1

1
𝐹𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢−

−
∫︁ 1

𝑡1
𝑡𝑘−1

𝐹𝑘−1

(︁
𝑋,𝑢, 𝑢𝑡2𝑡1 , . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︁
(︁
𝑢
𝑡1

)︁𝛼 𝑑𝑢−
∫︁ 𝑡1

𝑡𝑘−1

1

𝐹𝑘−2

(︁
𝑋,𝑢, 𝑢𝑡2𝑡1 , . . . ,

𝑢𝑡𝑘−2

𝑡1

)︁
(︁

1
𝑡𝑘−1

)︁𝛼 𝑑𝑢 =

=

∫︁ 1

𝑡1
𝑡𝑘−1

Φ𝑘−1(𝑋, 𝑠𝑡1, . . . , 𝑠𝑡𝑘−1)

𝑠𝛼+1
𝑑𝑠.

Отсюда ∫︁ 𝑡1

1
𝐹𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢 =

=

∫︁ 𝑡1
𝑡𝑘−1

1
𝐹𝑘−2

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−2

𝑡1

)︂
· (𝑡𝑘−1)

𝛼𝑑𝑢+

∫︁ 1

𝑡1
𝑡𝑘−1

Φ𝑘−1(𝑋, 𝑠𝑡1, . . . , 𝑠𝑡𝑘−1)

𝑠𝛼+1
𝑑𝑠.

Отсюда и из (3.6), получаем (3.7).

Теорема 3. Пусть 𝑓𝜈(𝑛), 𝜈 = 1, 𝑘 принадлежит классу 𝑊 и 𝑓1(𝑛1) = 𝜀(𝑛1). Тогда

𝑚𝑓

(︂
𝑋,𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
= 𝑍𝑘−1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1) +𝑂

⎛⎜⎝𝜌
(︁
𝑋

1
𝑡1

)︁
ln𝑋

1
𝑡1

· 𝑡𝐵1
1 · 𝑡

𝐵2
2 · · · 𝑡

𝐵𝑘−1

𝑘−1 · ln
𝛾𝑘 𝑡1

⎞⎟⎠ ,

где 𝑍𝑘−1(𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1) определено условиями (3.2) и (3.3).

𝐵1 = max(𝐴2 − 1, 𝑅𝑒𝜏2), 𝐵𝜈 = max(𝐴𝜈+1 −𝐴𝜈 , 𝑅𝑒𝜏𝜈+1 −𝐵1 − · · · −𝐵𝜈−1)
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при 𝜈 = 1, 𝑘 − 1, 𝛾𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Доказательство. Пусть 𝑟𝑘 = 1 + |𝜏2| + . . . + |𝜏𝑘−1|. Тогда из (3.4) и (3.5) при 𝑡𝑘−1 ≥ 1

находим:

𝑡1|𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)| − 𝑟𝑘
∫︁ 𝑡1

0

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢 = 𝑂

(︁
𝑡𝐴2
1 · 𝑡

𝐴3−𝐴2
2 · 𝑡𝐴𝑘−𝐴𝑘−1

𝑘−1

)︁
с начальными условиями{︂

𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, ..., 𝑡𝑘−1) = 𝑅𝑘−2(𝑋, 𝑡1, ..., 𝑡𝑘−2), если 𝑘 ≥ 3, 𝑡𝑘−1 ≤ 1,
𝑅𝑘−1(𝑡1, ..., 𝑡𝑘−1) = 0, если 0 < 𝑡1 ≤ 1.

По теореме 2

|𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, ..., 𝑡𝑘−1)| =
𝑟𝑘𝑡

𝑟𝑘
𝑘−1

𝑡1

∫︁ 𝑡1
𝑡𝑘−1

1

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑘−2

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−2

𝑡1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢+

+𝑡𝐴2−1
1 𝑡𝐴3−𝐴2

2 · · · 𝑡𝐴𝑘−𝐴𝑘−1

𝑘−1

∫︁ 1

1
𝑡𝑘−1

𝑠𝐴𝑘−𝑟𝑘−1𝑑𝑠+ 𝑡𝐴2−1
1 · 𝑡𝐴3−𝐴2

2 · · · 𝑡𝐴𝑘−𝐴𝑘−1

𝑘−1 . (3.8)

Последние два слагаемых дают

𝑡𝐴2−1
1 · 𝑡𝐴3−𝐴2

2 · · · 𝑡𝐴𝑘−𝐴𝑘−1

𝑘−1

(︁
1 +

(︁
1 + 𝑡𝑟𝑘−𝐴𝑘

𝑘−1

)︁)︁
ln𝛿𝑘 𝑡𝑘−1 ≪

≪ 𝑡𝐴2−1
1 · 𝑡𝐴3−𝐴2

2 · · · 𝑡𝐴𝑘−1−𝐴𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡max(𝑟𝑘,𝐴𝑘)−𝐴𝑘−1

𝑘−1 · ln𝛿𝑘 𝑡𝑘−1,

где

𝛿𝑘 =

{︂
1, если 𝑟𝑘 = 𝐴𝑘,
0, если 𝑟𝑘 ̸= 𝐴𝑘.

Первое слагаемое справа, пользуясь (3.5), можно переписать так

𝑟𝑘𝑡
𝑟𝑘
𝑘−1

𝑡1

∫︁ 𝑡1
𝑡𝑘−1

1

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑘−2

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−2

𝑡1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢 =

=
𝑟𝑘𝑡

𝑟𝑘
𝑘−1

𝑡1

𝑘−1∑︁
𝜇=2

∫︁ 𝑡1
𝑡𝜇

𝑡1
𝑡𝜇−1

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝑘−2

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−2

𝑡1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢 =

=
𝑟𝑘𝑡

𝑟𝑘
𝑘−1

𝑡1

𝑘−1∑︁
𝜇=2

∫︁ 𝑡1
𝑡𝜇

𝑡1
𝑡𝜇−1

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝜇−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−2

𝑡1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢.

Тогда из (3.8), получаем

|𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . 𝑡𝑘−1)| = 𝑟𝑘𝑡
𝑟𝑘
𝑘−1

𝑘−1∑︁
𝜇=2

∫︁ 1
𝑡𝜇

1
𝑡𝜇−1

|𝑅𝜇−1(𝑋,𝑢𝑡1, . . . , 𝑢𝑡𝜇−1)|𝑑𝑢+

+𝑂
(︁
𝑡𝐴2−1
1 · 𝑡𝐴3−𝐴2

2 · · · 𝑡𝐴𝑘−1−𝐴𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡max(𝑟𝑘,𝐴𝑘)−𝐴𝑘−1

𝑘−1 · ln𝛿𝑘 𝑡𝑘−1

)︁
. (3.9)

Предположим, что для всех 2 ≤ 𝜇 ≤ 𝑘 − 1 и 𝑡𝜇−1 ≥ 1 уже доказано, что

𝑅𝜇−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝜇−1)≪ 𝑡𝐵1
1 · 𝑡

𝐵2
2 · · · 𝑡

𝐵𝜇−1

𝜇−1 · ln
𝛾𝜇 𝑡1, (3.10)

где 𝐵𝜈 определены в формулировке теоремы, 𝛾𝜇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
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Для 𝜇 = 1 это очевидно. Действительно, в случае 𝜇 = 1, 𝑅0(𝑋) = 0, так как

𝑚𝑓

(︂
𝑋,𝑋

1
𝑡1 , . . . , 𝑋

1
𝑡𝑘−1

)︂
=
∑︁
𝑛1≤𝑋

𝑓1(𝑛1)

𝑛1
=
∑︁
𝑛1≤𝑋

𝜀(𝑛1)

𝑛1
= 1 = 1 + 0.

Докажем, что (3.10) верно при 𝜇 = 𝑘. Подставим в (3.9) оценку (3.10), тогда

|𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)| ≪ 𝑡𝑟𝑘𝑘−1

𝑘−1∑︁
𝜇=2

𝑡𝐵1
1 · 𝑡

𝐵2
2 · · · 𝑡

𝐵𝜇−1

𝜇−1 · ln
𝛾𝜇 𝑡1

∫︁ 1
𝑡𝜇

1
𝑡𝜇−1

𝑢𝐵1+...+𝐵𝜇−1𝑑𝑢+

+𝑡𝐴2−1
1 · 𝑡𝐴3−𝐴2

2 · · · 𝑡𝐴𝑘−1−𝐴𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡max(𝑟𝑘,𝐴𝑘)−𝐴𝑘−1

𝑘−1 · ln𝛿𝑘 𝑡1
или

|𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)| ≪

≪ 𝑡𝑟𝑘𝑘−1

𝑘−1∑︁
𝜇=2

𝑡𝐵1
1 · 𝑡

𝐵2
2 · · · 𝑡

𝐵𝜇−1

𝜇−1 ·
⃒⃒⃒
𝑡
−1−𝐵1−...−𝐵𝜇−1
𝜇 − 𝑡−1−𝐵1−...−𝐵𝜇−1

𝜇−1

⃒⃒⃒
· ln𝜒𝜇 𝑡1+

+𝑡𝐴2−1
1 · 𝑡𝐴3−𝐴2

2 · · · 𝑡𝐴𝑘−1−𝐴𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡max(𝑟𝑘,𝐴𝑘)−𝐴𝑘−1

𝑘−1 · ln𝛿𝑘 𝑡1, (3.11)

где

𝜒𝜇 =

{︂
𝛾𝜇 + 1, если 𝐵1 + . . .+𝐵𝜇−1 = −1,
𝛾𝜇, в противном случае .

Из определения 𝐵𝜈 , получаем

1 +𝐵1 + . . .+𝐵𝜇−1 ≥ 1 + (𝐴2 − 1) + (𝐴3 −𝐴2) + . . .+ (𝐴𝜇 −𝐴𝜇−1) = 𝐴𝜇 ≥ 0. (3.12)

Поэтому, учитывая что 𝑡𝜈 > 𝑡𝜈+1 для 𝜈 = 1, 𝑘 − 1, имеем:

𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝜇−1

𝜇−1 · 𝑡
−1−𝐵1−...−𝐵𝜇−1
𝜇 ≪ 𝑡𝐵1

1 · 𝑡
𝐵2
2 · · · 𝑡

𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
−𝐴𝑘−1

𝑘−1 . (3.13)

По определению 𝐵𝜈

𝑡𝐴2−1
1 · · · 𝑡𝐴𝑘−1−𝐴𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡max(𝑟𝑘,𝐴𝑘)−𝐴𝑘−1

𝑘−1 ≤ 𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
max(𝑟𝑘,𝐴𝑘)−𝐴𝑘−1

𝑘−1 . (3.14)

Из (3.11), (3.13), (3.14) при 𝑡𝑘−1 ≥ 1 находим

𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)≪ 𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
𝑐
(1)
𝑘−1

𝑘−1 · ln
𝛽𝑘 𝑡1, (3.15)

где
𝑐
(1)
𝑘−1 = max(𝑟𝑘, 𝐴𝑘)−𝐴𝑘−1, 𝛽𝑘 = max(𝜒1, . . . , 𝜒𝑘−1, 𝛿𝑘).

Теперь перепишем уравнение (3.4) в виде

𝑡1𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)− (𝜏𝑘 + 1)

∫︁ 𝑡1

0
𝑅𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢≪

≪ 𝑡𝐴2
1 · 𝑡

𝐴3−𝐴2
2 · · · 𝑡𝐴𝑘−𝐴𝑘−1

𝑘−1 +
𝑘∑︁
𝜈=2

|𝜏𝜈 |
∫︁ 𝑡1

(︁
1− 1

𝑡𝜈−1

)︁
𝑡1
(︁
1− 1

𝑡𝜈

)︁ 𝑅𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢+

+|𝜏𝑘|
∫︁ 𝑡1

𝑡1

(︂
1− 1

𝑡𝑘−1

)︂ ⃒⃒⃒⃒𝑅𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢≪
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≪ 𝑡𝐴2
1 · 𝑡

𝐴3−𝐴2
2 · · · 𝑡𝐴𝑘−𝐴𝑘−1

𝑘−1 +

∫︁ 𝑡1

𝑡1

(︂
1− 1

𝑡𝑘−1

)︂ ⃒⃒⃒⃒𝑅𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢. (3.16)

После замены переменной, последний интеграл равен

𝑡1 ·
∫︁ 1

1− 1
𝑡𝑘−1

|𝑅𝑘−1(𝑋,𝑢𝑡1, . . . , 𝑢𝑡𝑘−1)| 𝑑𝑢 =

= 𝑡1 ·
𝑘∑︁

𝜇=2

∫︁ 1
𝑡𝜇

max

(︂
1

𝑡𝜇−1
,1− 1

𝑡𝑘−1

)︂ |𝑅𝑘−1(𝑋,𝑢𝑡1, . . . , 𝑢𝑡𝑘−1)| 𝑑𝑢 (3.17)

причём интеграл в сумме равен нулю, если верхний предел меньше или равен нижнему. Если
𝜇 таково, что 1

𝑡𝜇
≤ 1− 1

𝑡𝑘−1
, то соответствующий интеграл равен нулю.

Пусть 1
𝑡𝜇
> 1− 1

𝑡𝑘−1
, 𝜇 < 𝑘, тогда, так как 𝑢𝑡𝜇 ≤ 1, . . . , 𝑢𝑡𝑘−1 ≤ 1, то по (3.5)

∫︁ 1
𝑡𝜇

max

(︂
1

𝑡𝜇−1
,1− 1

𝑡𝑘−1

)︂ |𝑅𝑘−1(𝑋,𝑢𝑡1, . . . , 𝑢𝑡𝑘−1)| 𝑑𝑢≪

≪ 𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝜇−1

𝜇−1

(︃
𝑡
−1−𝐵1−...−𝐵𝜇−1
𝜇 +max

(︂
1

𝑡𝜇−1
, 1− 1

𝑡𝑘−1

)︂1+𝐵1+...+𝐵𝜇−1
)︃
lnΔ𝜇 𝑡1, (3.18)

где

Δ𝜇 =

{︂
𝛾𝜇 + 1, если 𝐵1 + . . .+𝐵𝜇−1 = −1,
𝛾𝜇, в противном случае .

Здесь использовано предположение индукции (3.10).
Так как 1

𝑡𝑘−1
< 1

𝑡𝜇
, то используя (3.12), находим

max

(︂
1

𝑡𝜇−1
, 1− 1

𝑡𝑘−1

)︂1+𝐵1+...+𝐵𝜇−1

≤ 𝑡−1−𝐵1−...−𝐵𝜇−1
𝜇 .

Следовательно, при 𝜇 < 𝑘 из (3.18), получаем∫︁ 1
𝑡𝜇

max

(︂
1

𝑡𝜇−1
,1− 1

𝑡𝑘−1

)︂ |𝑅𝑘−1(𝑋,𝑢𝑡1, . . . , 𝑢𝑡𝜇−1)| 𝑑𝑢≪

≪ 𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝜇−1

𝜇−1 𝑡
−1−𝐵1−...−𝐵𝜇−1
𝜇 · lnΔ𝜇 𝑡1 ≪ 𝑡𝐵1

1 · · · 𝑡
𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
−𝐴𝑘−1

𝑘−1 lnΔ𝜇 𝑡1.

Отсюда и из (3.17), находим∫︁ 𝑡1

𝑡1

(︂
1− 1

𝑡𝑘−1

)︂ ⃒⃒⃒⃒𝑅𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢≪ 𝑡𝐵1+1

1 𝑡𝐵2
2 · · · 𝑡

𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
−𝐴𝑘−1

𝑘−1 lnΔ 𝑡1+

+

∫︁ 1
𝑡𝜇

max

(︂
1

𝑡𝑘−1
,1− 1

𝑡𝑘−1

)︂ |𝑅𝑘−1(𝑋,𝑢𝑡1, . . . , 𝑢𝑡𝑘−1)| 𝑑𝑢, (3.19)

где Δ = max(Δ1, . . . ,Δ𝑘−1).
Так как 𝑡𝑘 = 1, то согласно (3.15), имеем

𝑡1 ·
∫︁ 1

max

(︂
1

𝑡𝑘−1
,1− 1

𝑡𝑘−1

)︂ |𝑅𝑘−1(𝑋,𝑢𝑡1, . . . , 𝑢𝑡𝑘−1)| 𝑑𝑢≪ 𝑡𝐵1+1
1 𝑡𝐵2

2 · · · 𝑡
𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
𝑐
(1)
𝑘−1

𝑘−1 ·
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·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒1−max

(︂
1

𝑡𝑘−1
, 1− 1

𝑡𝑘−1

)︂𝐵1+...+𝐵𝑘−2+𝑐
(1)
𝑘−1+1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ · ln∇𝑘 𝑡1, (3.20)

где

∇𝑘 =

{︃
𝛽𝑘 + 1, если 𝐵1 + . . .+𝐵𝑘−2 + 𝑐

(1)
𝑘−1 = −1,

𝛽𝑘, в противном случае .

Но

1−max

(︂
1

𝑡𝑘−1
, 1− 1

𝑡𝑘−1

)︂𝐵1+...+𝐵𝑘−2+𝑐
(1)
𝑘−1+1

≪
{︂ 1

𝑡𝑘−1
, если 𝑡𝑘−1 ≥ 2,

1, если 𝑡𝑘−1 ≤ 2
≪ 1

𝑡𝑘−1
.

Отсюда и из (3.19)–(3.20), имеем:∫︁ 𝑡1

𝑡1

(︂
1− 1

𝑡𝑘−1

)︂ ⃒⃒⃒⃒𝑅𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢≪

≪
(︂
𝑡𝐵1+1
1 𝑡𝐵2

2 · · · 𝑡
𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
𝑐
(1)
𝑘−1−1

𝑘−1 + 𝑡𝐵1+1
1 𝑡𝐵2

2 · · · 𝑡
𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
−𝐴𝑘−1

𝑘−1

)︂
ln𝛼𝑘 𝑡1 ≪

≪ 𝑡𝐵1+1
1 𝑡𝐵2

2 · · · 𝑡
𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
𝐸𝑘−1

𝑘−1 ln𝛼𝑘 𝑡1,

где

𝐸𝑘−1 = max
(︁
𝐴𝑘 −𝐴𝑘−1, 𝑐

(1)
𝑘−1 − 1

)︁
, 𝛼𝑘 = max(△,∇𝑘).

Подставляя последнюю оценку в (3.16), находим, что при 𝑡𝑘−1 ≥ 1

𝑡1𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)− (𝜏𝑘 + 1)

∫︁ 𝑡1

0
𝑅𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢≪

≪ 𝑡𝐵1+1
1 𝑡𝐵2

2 · · · 𝑡
𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
𝐸𝑘−1

𝑘−1 ln𝛼𝑘 𝑡1, (3.21)

где 𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1) удовлетворяет начальным условиям (3.5),

𝐸𝑘−1 = max
(︁
𝐴𝑘 −𝐴𝑘−1, 𝑐

(1)
𝑘−1 − 1

)︁
=

= max(𝐴𝑘 −𝐴𝑘−1,max(𝐴𝑘, 𝑟𝑘)−𝐴𝑘−1 − 1) = max(𝐴𝑘 −𝐴𝑘−1, 𝑟𝑘 −𝐴𝑘−1 − 1).

Воспользуемся теоремой 2 для решения уравнения (3.21). При 𝑡𝑘−1 ≥ 1 имеем:

𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . . . . , 𝑡𝑘−1) =
(𝜏𝑘 + 1)𝑡𝜏𝑘+1

𝑘−1

𝑡1

∫︁ 𝑡1
𝑡𝑘−1

1
𝑅𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢+

+
𝜏𝑘 + 1

𝑡1
· 𝑡𝐵1+1

1 𝑡𝐵2
2 · · · 𝑡

𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
𝐸𝑘−1

𝑘−1 ln𝛼𝑘 𝑡1 ·
∫︁ 1

1
𝑡𝑘−1

𝑠1+𝐵1+...+𝐵𝑘−2+𝐸𝑘−1−𝑅𝑒𝜏𝑘−2𝑑𝑠+

+𝑡𝐵1
1 𝑡𝐵2

2 · · · 𝑡
𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
𝐸𝑘−1

𝑘−1 ln𝛼𝑘 𝑡1. (3.22)

Второе слагаемое в (3.22) оценивается так

𝜏𝑘 + 1

𝑡1
· 𝑡𝐵1+1

1 𝑡𝐵2
2 · · · 𝑡

𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
𝐸𝑘−1

𝑘−1 ln𝛼𝑘 𝑡1 ·
∫︁ 1

1
𝑡𝑘−1

𝑠1+𝐵1+...+𝐵𝑘−2+𝐸𝑘−1−𝑅𝑒𝜏𝑘−2𝑑𝑠≪
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≪ 𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
𝐸𝑘−1

𝑘−1

(︁
1 + 𝑡

𝑅𝑒𝜏𝑘−𝐵1−...−𝐵𝑘−2−𝐸𝑘−1

𝑘−1

)︁
ln𝜀𝑘 𝑡1 ≪

≪
(︁
𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝑘−2

𝑘−2 · 𝑡
𝐸𝑘−1

𝑘−1 + 𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝑘−2

𝑘−2 𝑡
𝑅𝑒𝜏𝑘−𝐵1−...−𝐵𝑘−2

𝑘−1

)︁
ln𝜀𝑘 𝑡1 ≪

≪ 𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝑘−2

𝑘−2 𝑡
𝑐
(2)
𝑘−1

𝑘−1 ln𝜀𝑘 𝑡1, (3.23)

где
𝑐
(2)
𝑘−1 = max(𝐸𝑘−1, 𝑅𝑒𝜏𝑘 −𝐵1 − . . .−𝐵𝑘−1),

𝜀𝑘 =

{︂
𝛼𝑘 + 1, если 𝐵1 + . . .+𝐵𝑘−2 + 𝐸𝑘−1 −𝑅𝑒𝜏𝑘 = 0,
𝛼𝑘, в противном случае .

Третье слагаемое в (3.22) оценивается сверху той же величиной.
Остаётся оценить первое слагаемое в правой части (3.22). Согласно (3.13) имеем:

𝑡𝑘−1

𝑡1

∫︁ 𝑡1
𝑡𝑘−1

0
𝑅𝑘−1

(︂
𝑋,𝑢,

𝑢𝑡2
𝑡1
, . . . ,

𝑢𝑡𝑘−1

𝑡1

)︂
𝑑𝑢 = 𝑡𝜏𝑘+1

𝑘−1

𝑘−1∑︁
𝜇=2

∫︁ 1
𝑡𝜇

1
𝑡𝜇−1

𝑅𝑘−1(𝑋,𝑢𝑡1, . . . , 𝑢𝑡𝜇−1)𝑑𝑢≪

≪ 𝑡𝑅𝑒𝜏𝑘+1
𝑘−1

𝑘−1∑︁
𝜇=2

∫︁ 1
𝑡𝜇

1
𝑡𝜇−1

|𝑅𝑘−1(𝑋,𝑢𝑡1, . . . , 𝑢𝑡𝜇−1)| 𝑑𝑢≪

≪ 𝑡𝑅𝑒𝜏𝑘+1
𝑘−1

𝑘−1∑︁
𝜇=2

𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝜇−1

𝜇−1

∫︁ 1
𝑡𝜇

1
𝑡𝜇−1

𝑢𝐵1+...+𝐵𝜇−1 ln𝛾𝜇 𝑡1𝑑𝑢≪

≪ 𝑡𝑅𝑒𝜏𝑘+1
𝑘−1

𝑘−1∑︁
𝜇=2

𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝜇−1

𝜇−1

(︁
𝑡
−1−𝐵1−...−𝐵𝜇−1
𝜇 + 𝑡

−1−𝐵1−...−𝐵𝜇−1

𝜇−1

)︁
ln𝛾𝜇 𝑡1𝑑𝑢≪

≪ 𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝑅𝑒𝜏𝑘−𝐵1−...−𝐵𝑘−1

𝑘−1 ln𝛽𝑘 𝑡1. (3.24)

Собирая оценки (3.23) и (3.24) и подставляя их в (3.23), получаем

𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)≪ 𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝑘−2

𝑘−2 𝑡
𝑐
(3)
𝑘−1

𝑘−1 ln𝜇𝑘 𝑡1, (3.25)

где

𝑐
(3)
𝑘−1 = max

(︁
𝐴𝑘 −𝐴𝑘−1, 𝑐

(1)
𝑘−1 − 1, 𝑅𝑒𝜏𝑘 −𝐵1 − . . .−𝐵𝑘−2

)︁
, (3.26)

𝜇𝑘 = 𝜇(𝑘,𝐴1, . . . , 𝐴𝑘−1, 𝜏1, . . . , 𝜏𝑘) – не зависит от 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1.
Если 𝜏𝑘 = −1, то из (3.16) следует (3.26), так как

𝐸𝑘−1 = max
(︁
𝐴𝑘 −𝐴𝑘−1, 𝑐

(1)
𝑘−1 − 1

)︁
=

= max
(︁
𝐴𝑘 −𝐴𝑘−1, 𝑐

(1)
𝑘−1 − 1, 𝑅𝑒𝜏𝑘 −𝐵1 − . . .−𝐵𝑘−2

)︁
= 𝑐

(3)
𝑘−1.

Если теперь подставить в (3.16) оценку (3.25) и действовать точно также как раньше, получаем

𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)≪ 𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝑘−2

𝑘−2 𝑡
𝑐
(4)
𝑘−1

𝑘−1 ln𝜈𝑘 𝑡1,

где

𝑐
(4)
𝑘−1 = max

(︁
𝐴𝑘 −𝐴𝑘−1, 𝑐

(3)
𝑘−1 − 2, 𝑅𝑒𝜏𝑘 −𝐵1 − . . .−𝐵𝑘−2

)︁
.

Если проделать такую процедуру 𝑟 раз, где 𝑟 таково, что

𝑐
(𝑟)
𝑘−1 − 1 < max (𝐴𝑘 −𝐴𝑘−1, 𝑅𝑒𝜏𝑘 −𝐵1 − . . .−𝐵𝑘−2) ,

тогда на 𝑟–том шагу, получаем

𝑅𝑘−1(𝑋, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘−1)≪ 𝑡𝐵1
1 · · · 𝑡

𝐵𝑘−1

𝑘−1 ln𝛾𝑘 𝑡1.

Таким образом теорема 3 доказано.
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4. Заключение

Настоящая работа является обобщением работ [9] и [10].
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