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1. Введение

В 1844 г. Ж. Лиувилль опубликовал теорему, согласно которой алгебраическое число не
может слишком хорошо приближаться рациональными числами и построил пример трансцен-
дентного числа, допускающего сколь угодно высокий порядок приближения рациональными
числами.

Числом Лиувилля называется такое действительное число 𝛼, что для любого натрального
𝑛 существует целое число 𝑝 и натуральное число 𝑞, НОД (𝑝, 𝑞) = 1, такие что⃒⃒⃒⃒

𝛼− 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒⃒
<

1

𝑞𝑛

Как отмечено выше, такое число является трансцендентным. Фактически работы Лиувил-
ля были началом теории трансцендентных чисел. Исследования, связанные с числами Ли-
увилля актуальны по сей день, здесь можно отметить работы P. Erdös и M. Waldschmidt [1, 2].

Цель данной работы — рассказ об объектах, названных полиадическими числами Лиувил-
ля.

2. Основной результат

Напомним основные понятия теории полиадических чисел.
На кольце Z целых чисел можно ввести топологию 𝜏 , рассматривая множество идеалов

(𝑚) в качестве полной системы окрестностей нуля аддитивной группы целых чисел. При этом
операции сложения и умножения непрерывны и кольцо целых чисел с введенной топологией
имеет структуру топологического кольца (более подробно см. [3], [4]), обозначим это кольцо
Z𝜏 .

Определение 1. Бесконечную последовательность {𝑥𝑛}𝑛, 𝑛 ∈ N целых чисел будем на-
зываеть фундаментальной, если для любого натурального числа 𝑘 существует натуральное
число 𝑛1 такое, что для всех натуральных чисел 𝑚 и 𝑛 таких, что 𝑚,𝑛 > 𝑛1 справедливо
сравнение

𝑥𝑚 ≡ 𝑥𝑛 (mod 𝑘!).

Для фундаментальных последовательностей {𝑥𝑘} и {𝑦𝑘} рассмотрим последовательности
{𝑥𝑘 + 𝑦𝑘}, {𝑥𝑘 − 𝑦𝑘} и {𝑥𝑘 · 𝑦𝑘}. Эти последовательности также являются фундаментальны-
ми, таким образом, фундаментальные последовательности элементов из кольца Z𝜏 образуют
кольцо.

Определение 2. Последовательность {𝑐𝑛}𝑛, 𝑛 ∈ N назывется нулевой последователь-
ностью, если

lim
𝑛→∞

𝑐𝑛 = 0,

где предел понимается в смысле топологии кольца Z𝜏 .

Определение 3. Фундаментальные последовательности {𝑥𝑘}𝑘 и {𝑦𝑘}𝑘, 𝑘 ∈ N назы-
ваются эквивалентными, если последовательность {𝑥𝑘 − 𝑦𝑘}𝑘 является нулевой последова-
тельностью.

Определение 4. Полиадическим числом будем называть класс эквивалентных фунда-
ментальных последовательностей из Z𝜏 .
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На множестве полиадических чисел можно ввести операции сложения и умножения, что
позволяет говорить о кольце G целых полиадических чисел. Вложение кольца Z в G осу-
ществляется сопоставлением элементу 𝑥 ∈ Z класса x фундаментальных последовательностей,
эквивалентных стационарной последовательности {𝑥}.

Поскольку Z𝜏 является метрическим пространством, то его пополнение приводит к топо-
логическому пространству G𝜏 .

Элементы a ∈ G𝜏 обладают каноническим представлением в виде ряда

a =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 · 𝑛!, где 𝑎𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}. (2.1)

Арифметические свойства полиадических чисел недостаточно изучены. Рассмотрим, на-

пример, известный ряд Эйлера
∞∑︀
𝑛=0

𝑛!. Гипотеза Курепы [5] относится к частичным суммам

ряда Эйлера и утверждает:

Гипотеза (Курепа). Для любого простого числа 𝑝 > 2 число

𝑝−1∑︁
𝑛=0

𝑛!

не делится на 𝑝.

Это означает, что

⃒⃒⃒⃒
𝑀∑︀
𝑛=1

𝑛!

⃒⃒⃒⃒
𝑝

= 1 для любого простого числа 𝑝. Гипотеза Курепы до сих пор

не доказана в полном объеме, хотя доказано, что она справедлива для бесконечного множества
простых чисел 𝑝.

Интерес к полиадическим числам вызывает также то, что любое натуральное число 𝑁
может быть представлено единственным образом в виде

𝑁 =
𝑘∑︁

𝑛=1

𝑎𝑛 · 𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛},

так называемого полиадического (или факториального) представления. Свойства этого пред-
ставления в сравнении с разложением с двойной базой или в цепь с двойной базой получили
изучение в совместной работе В.Г. Чирского и В.Ю. Матвеева [6].

Отметим, что любое целое полиадическое число, заданное рядом (2.1), не может представ-

лять во всех полях Q𝑝 одно и тоже рациональное число
𝑎

𝑏
, поскольку для любого простого

числа 𝑝 выполнено неравенство ⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 · 𝑛!

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝

⩽ 1,

а если 𝑝 | 𝑏 и 𝑝 ∤ 𝑎, то
⃒⃒⃒𝑎
𝑏

⃒⃒⃒
𝑝
> 1.

Кольцо G𝜏 является прямым произведением колец Z𝑝 по всем простым числам 𝑝, при этом
ряд (2.1) сходится в любом кольце Z𝑝. Действительно, степень, в которой простое число 𝑝
входит в каноническое разложение числа 𝑛! равна

𝑛− 𝑆𝑛
𝑝− 1

,

где 𝑆𝑛 — сумма цифр в 𝑝-ичном разложении натурального числа 𝑛. Тогда для любого простого
числа 𝑝 при 𝑛→∞

|𝑎𝑛 · 𝑛!|𝑝 → 0,
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что является достаточным условием сходимости ряда (2.1) в Z𝑝, оответствующую сумму будем
обозначать 𝑎(𝑝).

Бесконечный набор элементов 𝑎(𝑝) ∈ Z𝑝, соответствующих всем простым числам 𝑝, можно
рассматривать, как совокупность координат элемента a кольца целых полиадических чисел,
представленного в виде вектора. Поэтому для любого многочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффи-
циентами полиадическое число 𝑃 (a) имеет в кольце Z𝑝 координату 𝑃

(︀
𝑎(𝑝)
)︀
. Это позволяет

ввести понятия алгебраического, трансцендентного, бесконечно трансцендентного и глобаль-
но трансцендентного полиадического числа.

Определение 5. Полиадическое число a будем называть алгебраическим, если существу-
ет отличный от нуля многочлен 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами такой, что полиадическое
число 𝑃 (a) равно нулю, т.е. для любого простого числа 𝑝 в кольце Z𝑝 выполнено равенство
𝑃
(︀
𝑎(𝑝)
)︀
= 0.

Замечание 1. Полиадическое число, которое не является алгебраическим, называется
трансцендентным полиадическим числом. В этом случае для любого отличного от нуля мно-
гочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами существует хотя бы одно простое число 𝑝 такое,
что в кольце Z𝑝 выполнено неравенство 𝑃

(︀
𝑎(𝑝)
)︀
̸= 0.

Определение 6. Полиадическое число называется бесконечно трансцендентным, если
для любого отличного от нуля многочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами существует
бесконечное множество простых чисел 𝑝 таких, что в кольце Z𝑝 выполнено неравенство
𝑃
(︀
𝑎(𝑝)
)︀
̸= 0.

Определение 7. Полиадическое число называется глобально трансцендентным, если
для любого отличного от нуля многочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами и любого про-
стого числа 𝑝 в кольце Z𝑝 выполнено неравенство 𝑃

(︀
𝑎(𝑝)
)︀
̸= 0.

Замечание 2. Для трансцендентности полиадического числа a достаточна трансцен-
дентность хотя бы одной его координаты 𝑎(𝑝).

Замечание 3. Глобальная трансцендентность полиадического числа равносильна транс-
цендентности всех его координат.

Применение модификации метода Зигеля–Шидловского в теории трансцендентных чисел
[7, 8, 9] позволяет доказывать бесконечную алгебраическую независимость многих представ-
ляющих интерес полиадических рядов, в частности и бесконечную трансцендентность ряда
Эйлера.

Доказательство глобальной трансцендентности, даже для столь простого на вид ряда, как

ряд Эйлера
∞∑︀
𝑛=0

𝑛!, представляет собой задачу, к которой пока нет подходов.

Вопросы глобальной трансцендентности и глобальной алгебраической независимости уда-
ется решить для так называемых полиадических чисел Лиувилля.

Определение 8. Полиадическим числом Лиувилля называется полиадическое число a
такое, что для любого натурального числа 𝑛 и любого простого числа 𝑃 существует 𝐴 ∈ Z
такое, что

|a−𝐴|𝑝 < |𝐴|−𝑛

для всех простых чисел 𝑝 < 𝑃 .

В работе [10] доказывается простое утверждение о том, что полиадическое число Лиувилля
является трансцендентным элементом любого поля Q𝑝. Иными словами, полиадическое число
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Лиувилля — глобально трансцедентное число. Устанавливается теорема о свойствах прибли-
жений совокупности 𝑝-адических чисел и ее следствие — достаточное условие алгебраической
независимости совокупности 𝑝-адических чисел. Также получена теорема о глобальной алгеб-
раической независимости совокупности полиадических чисел.

Теорема 1 (см. [10]). Полиадическое число Лиувилля является трансцендентным эле-
ментом любого поля Q𝑝. Иными словами, полиадическое число Лиувилля — глобально транс-
цендентное число.

Теорема 2 (см. [10]). Пусть 𝑝 — простое число. Пусть

𝛼𝑖 ∈ Z𝑝, 𝐴𝑖 ∈ Z, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Пусть 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ненулевой многочлен с целыми коэффициентами, степени которого по
переменным 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 равны 𝑑𝑖. Тогда если

𝑃 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑚) = 0,

то либо для некоторой постоянной 𝐶2 выполняется неравенство

max
𝑖=1,...,𝑚

|𝛼𝑖 −𝐴𝑖|𝑝 > 𝐶2|𝐴1|−𝑑1 . . . |𝐴𝑚|−𝑑𝑚 ,

либо выполняется равенство 𝑃 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑚) = 0.

Следствие 1 (см. [10]). Если для любого ненулевого многочлена 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) с целы-
ми коэффициентами, степени которого по переменным 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 равны 𝑑𝑖 и любой
постоянной 𝐶2 существуют 𝐴𝑖 ∈ Z, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 такие, что

|𝛼𝑖 −𝐴𝑖|𝑝 < 𝐶2|𝐴1|−𝑑1 . . . |𝐴𝑚|−𝑑𝑚 , 𝑖 = 1, . . . ,𝑚

и
𝑃 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑚) ̸= 0,

то 𝛼1, . . . , 𝛼𝑚 — алгебраически независимые элементы Z𝑝.

Для всех 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 обозначим

𝛼𝑖 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑖,𝑛, 𝑎𝑖,𝑛 ∈ N (2.2)

𝐴𝑖,𝑁 =

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑎𝑖,𝑛

𝑟𝑖,𝑁 =
∞∑︁

𝑛=𝑁+1

𝑎𝑖,𝑛,

Теорема 3 (см. [10]). Пусть для простого числа 𝑝 при 𝑁 ⩾ 𝑁𝑝, где 𝑁𝑝 — натуральное
число, зависящее от 𝑝, выполнены неравенства

|𝑟𝑖,𝑁 |𝑝 <
(︂

max
𝑖=1,...,𝑚

𝐴𝑖,𝑁

)︂−𝛾𝑝(𝑁)

, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

где 𝛾𝑝(𝑁)→ +∞ при 𝑁 → +∞. Кроме того, пусть

lim
𝑁→+∞

ln |𝑟𝑖,𝑁 |𝑝
ln |𝑟𝑖+1,𝑁 |𝑝

= 0, 𝑖 = 1, . . .𝑚− 1.

Тогда ряды (2.2) сходятся к алгебраически независимым элементам Z𝑝.
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Следствие 2 (см. [10]). Если условия теоремы 3 выполнены для любого простого числа
𝑝 то ряды (2.2) — глобально алгебраически независимые полиадические числа.

Выберем произвольным образом натуральные числа

𝑛1,0 < 𝑛2,0 < . . . < 𝑛𝑚,0. (2.3)

Пусть для некоторого неотрицательного целого числа 𝑁 определены натуральные числа

𝑛1,𝑁 < 𝑛2,𝑁 < . . . < 𝑛𝑚,𝑁 . (2.4)

Положим

𝑀𝑁+1 = min
ln 𝑝

𝑝− 1
, (2.5)

где минимум в правой части равенства (2.5) взят по всем простым числам, удовлетворяющим
неравенству

𝑝 ⩽ 𝑛𝑚,𝑁 .

Пусть 𝛾(𝑁)→ +∞ при 𝑁 → +∞. Потребуем, чтобы число 𝑛1,𝑁+1 удовлетворяло неравен-
ству

𝑛1,𝑁+1𝑀𝑁+1 − ln𝑛1,𝑁+1 > 𝛾(𝑁) ln(2(𝑛𝑚,𝑁 !)) (2.6)

и чтобы натуральные числа 𝑛𝑖+1,𝑁+1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1 удовлетворяли условиям

𝑛𝑖,𝑁+1 < 𝜙𝑖(𝑁)𝑛𝑖+1,𝑁+1, (2.7)

где
𝜙𝑖(𝑁)→ 0, 𝑁 → +∞, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1. (2.8)

Теорема 4 (см. [10]). Пусть натуральные числа 𝑛𝑖,𝑘, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . удовле-
творяют условиям (2.3)–(2.8). Тогда для любого простого числа 𝑝 ряды

𝛼𝑖 =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑛𝑖,𝑘)! (2.9)

сходятся к алгебраически независимым элементам Z𝑝. Иными словами, полиадические числа
(2.9) глобально алгебраически независимы.

В работе о Полиадических числах Лиувилля [13] приведен пример конкретной совокупно-
сти алгебраически независимых полиадических числе Лиувилля.

В теории трансцендентных чисел различают два типа результатв: количесвенне и ка-
четственные. Качественные — это результаты о трансцендентности, линейной и алгебраиче-
ской независимости, иррациональности, трансцендентности. Количественные результаты да-
ют оценки многочленов от совокупности рассматриваемых величн.

В статье автора [14] установлены оценки многочленов от совокупностей полиадических
чисел Лиувилля:

Теорема 5 (см. [14]). Пусть

𝛼𝑖 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛,𝑖(𝜙𝑖(𝑛))!, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

где
𝑎𝑛,𝑖 ∈ N, 1 ⩽ 𝑎𝑛,𝑖 ⩽ 𝜙𝑖(𝑛), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,
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а функции 𝜙𝑖(𝑛) принимают натуральные значения и удовлетворяют условиям

𝜙𝑖+1(𝑛)

𝜙𝑖(𝑛) ln𝜙𝑖(𝑛)
→ +∞, 𝑛→ +∞, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1

𝜙1(𝑛+ 1)

𝜙𝑚(𝑚) ln𝜙𝑚(𝑛)
→ +∞, 𝑛→ +∞

𝜙1(𝑛) ln𝜙1(𝑛) (ln𝜙𝑚(𝑛))
3
2
𝑚

𝜙𝑚(𝑛)
→ +∞ 𝑛→ +∞.

Пусть 𝑝0 ∈ N, 𝜀 > 0, 𝛿 = 1 − 1

(1 + 𝜀)
3
2
𝑚+2

. Тогда существует число 𝐻0 = 𝐻0(𝑝0, 𝜀) такое,

что для любого отличного от нулевого многочлена 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ Z[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚] высоты 𝐻
и степени 𝑑 по совокупности переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 при условиях 𝐻 ⩾ 𝐻0,

ln
(𝑑+𝑚)!

𝑑!𝑚!
⩽ (1 + 𝛿) ln𝐻

для любого простого числа 𝑝 ⩽ 𝑝0 выполнено неравенство

|𝑃 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑚)|𝑝 > 𝐻−𝑑(1+𝜀)(ln ln𝐻)
3
2𝑚+1

.

В работе [15] для чисел вида

𝛼 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛𝑘!, 𝑎𝑘 ∈ Z, 0 ⩽ 𝑎𝑘 ⩽ 𝑛𝑘, 𝑛𝑘 ∈ N,

были получены явные оценки в терминах элементарных функций:

Теорема 6 (см. [15]). Пусть

𝛼 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛𝑘!, 𝑎𝑘 ∈ Z, 0 ⩽ 𝑎𝑘 ⩽ 𝑛𝑘, 𝑛𝑘 ∈ N,

(𝑛𝑘 + 1) ln(𝑛𝑘 + 1)

𝑛𝑘 + 1
→ 0 при 𝑘 → +∞.

Пусть 𝜀(𝐻) → 0 при 𝐻 → +∞. Пусть ̃︀𝑝 ∈ N. Тогда существует 𝐻0 = 𝐻0(̃︀𝑝) такая, что
для любого простого числа 𝑝 ⩽ ̃︀𝑝 и любого многочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами, не
превосходящими по абсолютной величине числа 𝐻, 𝐻 ⩾ 𝐻0, имеющего степень 𝑚, удовле-
творяющую неравенству

𝑚𝜀(𝐻) <
ln ̃︀𝑝

2(̃︀𝑝− 1)

выполнено неравенство

|𝑃 (𝛼)|𝑝 >
1

𝑚+ 1
·𝐻−1−𝜀−1(𝐻)(ln ln𝐻+ln 𝜀−1(𝐻))·𝑚.

Можно отметить интересный результат, полученный автором в работе [3] по аналогии с
работой P. Erdös [16]

Теорема 7 (см. [14]). Любое целое полиадическое число 𝛼 допускает представление в
виде

𝛼 = 𝐿1 + 𝐿2, (2.10)

где 𝐿1, 𝐿2 — полиадические лиувиллевы числа.
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Одной из важнейших задач теории трансцендентных чисел является изучение арифмети-
ческих свойств значений аналитических функций определенного класса.

Обобщеные гипергеометрические ряды имеют вид 𝐹0(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

(𝛼1)𝑛 . . . (𝛼𝑟)𝑛
(𝛽1)𝑛 . . . (𝛽𝑠)𝑛

𝑧𝑛, в случае

рациональных параметров 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 входят в класс 𝐸-функций, если 𝑟 < 𝑠, при 𝑟 = 𝑠 входят в
класс 𝐺-функций, а при 𝑟 > 𝑠 являются 𝐹 -рядами.

Определение 9. Аналитическая функция
∞∑︀
𝑛=0

𝑐𝑛
𝑧𝑛

𝑛!
называется 𝐸-функцией, если

1. 𝑐𝑛 ∈ K, где K — некоторое алгебраическое поле конечной степени над полем рациональ-
ных чисел;

2. для любого 𝜀 > 0 |𝑐𝑛| = 𝑂(𝑛𝜀𝑛), 𝑛 → ∞, где для алгебраического числа 𝛼 символ |𝛼|
обозначает наибольшую из абсолютных величин самого числа 𝛼 и всех алгебраически
сопряженных с ним чисел;

3. существует последовательность {𝑞𝑛} натуральных чисел такая, что 𝑞𝑛𝑐𝑘 ∈ Z𝐾 —
кольцу целых чисел поля K, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛; 𝑛 = 0, 1, 2, . . . и 𝑞𝑛 = 𝑂(𝑛𝜀𝑛), 𝑛→∞.

Замечание 4. Можно изменить определение 𝐸-функции, заменив при некотом 𝑐 > 1
условие |𝑐𝑛| = 𝑂(𝑛𝜀𝑛), 𝑛 → ∞ на условие |𝑐𝑛| = 𝑂(𝑐𝑛), 𝑛 → ∞ и условие 𝑞𝑛 = 𝑂(𝑛𝜀𝑛), 𝑛 → ∞
на условие 𝑞𝑛 = 𝑂(𝑐𝑛), 𝑛 → ∞, соответственно. Такие 𝐸-функции называют 𝐸-функциями
в узком смысле.

Отметим, что в 1970 г. Галочкин А.И. опубликовал работу [17], в которой рассматривал
арифметические значения 𝐸-функций в лиувиллевой точке.

Определение 10. Функция 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑐𝑛𝑧
𝑛 называется 𝐺-функцией, если коэффициен-

ты 𝑐𝑛 удовлетворяют тем же условиям, что приведены в определении 𝐸-функции в узком
смысле.

Определение 11. Степенной ряд называется 𝐹 -рядом, если он входит в некоторый
класс 𝐹 (K, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑞), где K — алгебраическое числовое поле конечной степени над полем Q
рациональных чисел, 𝜅 = [K : Q]. Класс 𝐹 (K, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑞) определятся следующим образом.
Пусть

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛!𝑧
𝑛.

Пусть

1. 𝑎𝑛 ∈ K, 𝑛 ∈ N ∪ {0};

2. |𝑎𝑛| = 𝑂(𝑒𝑐1𝑛), 𝑛→∞, где для алгебраического числа 𝑎 символ 𝑎 обозначает наибольшую
из абсолютных величин алгебраически сопряженных с 𝑎 чисел;

3. существует последовательность натуральных чисел 𝑑𝑛 = 𝑞𝑛𝑑0,𝑛, где 𝑞 ∈ N, такая, что

𝑑𝑛𝑎𝑘 ∈ ZK, 𝑛 ∈ N ∪ {0}, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛.

При этом 𝑑0,𝑛 делятся только на простые числа 𝑝, не большие 𝑐2𝑛, причем

𝑜𝑟𝑑𝑝𝑑0,𝑛 ⩽ 𝑐3

(︂
log𝑝 𝑛+

𝑛

𝑝2

)︂
.
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При выполнении вышеперечисленных условий будем говорить, что 𝑓(𝑥) входит в класс
𝐹 (K, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑞).

К этим рядам (𝐸,𝐺,𝐹 ) применим метод Зигеля-Шидловского и обобщенный метод Зигеля-
Шидловского [17, 18, 19].

В случае алгебраических параметров приходится использовать аппроксимации Эрмита-
Паде [11, 12, 20, 21, 23].

Однако, в случае трансцендентных параметров результатов о свойствах обобщенных ги-
пергеометрических рядов при 𝑟 ⩽ 𝑠 не получалось.

Иная картина имеется в случае, когда 𝑟 > 𝑠 и когда среди параметров 𝜆 лиувиллево

полиадическое число,например ряд
∞∑︀
𝑛=0

(𝜆)𝑛, где (𝜆)𝑛 обозначает символ Похгаммера.

Вопросы о бесконечной линейной независимости получили развитие в работе [20, 22]. Ко-
ротко сформулируем основные результаты.

Пусть 𝑚 — натуральное число, 𝑚 ⩾ 2. Пусть 𝜆0 — произвольное натуральное число, боль-
шее 1. Положим 𝑠0 = [exp𝜆0] + 1. Пусть 𝜆1 — произвольное натуральное число, удовлетворя-
ющее условию: для любого простого числа 𝑝 ⩽ 𝑠0 + 2𝜆20 выполняется неравенство

ord𝑝 𝜆1 ⩾ 𝑚𝑠0 ln 𝑠0

и пусть 𝑠1 = [exp𝜆1]+1. При 𝑘 ⩾ 1 пусть 𝜆𝑘+1 — произвольное натуральное число, удовлетво-
ряющее условию: для любого простого числа 𝑝 ⩽ 𝑠𝑘 + 2𝜆2𝑘 выполняется неравенство

ord𝑝 𝜆𝑘+1 ⩾ 𝑚𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘

и пусть 𝑠𝑘+1 = [exp𝜆𝑘+1] + 1. Пусть 𝜇𝑖,0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 — натуральные числа. Пусть для любых
𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 ⩾ 1, числа 𝜇𝑖,𝑘 ⩽ 𝜆𝑘.

Пусть 𝛼𝑙 =
∞∑︀
𝑙=0

𝜇𝑖,𝑙𝜆𝑙, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Если при некотором 𝑘 для всех 𝑙 ⩾ 𝑘 выполняются нера-

венства 𝜇𝑖,𝑙 = 0, то 𝛼𝑙 — натуральное число. Иначе этот ряд представляет собой полиадическое
число Лиувилля.

Пусть 𝑀 — натуральное число. Рассмотрим приведенную систему вычетов по модулю 𝑀 .
Пусть произвольным образом выбраны 𝑝 различных элементов 𝑎1, . . . 𝑎𝑝 этой приведенной
системы вычетов. Обозначим a1, . . . ,ap множества натуральных значений, принимаемых про-
грессиями 𝑎𝑖 +𝑀𝑘, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝, 𝑘 ∈ Z; P(a1, . . . ,ap) — множество простых чисел, входящих в
объединение множеств a1, . . . ,ap.

Рассмотрим ряды

𝑓0(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1)𝑛 . . . (𝛼𝑚)𝑛𝑧
𝑛,

𝑓1(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1 + 1)𝑛 . . . (𝛼𝑖 + 1)𝑛(𝛼𝑖+1)𝑛 . . . (𝛼𝑚)𝑛𝑧
𝑛, 𝑖 = 1, . . .𝑚− 1,

𝑓𝑚(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1 + 1)𝑛 . . . (𝛼𝑚 + 1)𝑛𝑧
𝑛.

Теорема 8 (см.[22]). Пусть 𝑚 ⩾ 2,𝑀,𝑝 — натуральные числа. Пусть (𝑚+1)𝑝 > 𝜙(𝑚)𝑚.
Тогда для любых целых чисел ℎ0, . . . , ℎ𝑚, не равных нулю одновременно и любого натурального
числа 𝜉 существует бесконечное множество простых чисел 𝑝 из множества P(a1, . . . ,ap)
таких, что в поле Q𝑝 выполняется неравенство

|𝐿(𝜉)|𝑝 = |ℎ0𝑓0(𝜉) + . . .+ ℎ𝑚𝑓𝑚(𝜉)|𝑝 > 0.
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Пусть натуральные числа 𝜇𝑘 удовлетворяют при любом 𝑘 неравенству 𝜇𝑘 ⩽ 𝜆𝑘. Пусть

Ξ =
∞∑︀
𝑙=0

𝜇𝑙𝜆𝑙.

Теорема 9 (см.[22]). Пусть 𝑚 ⩾ 2,𝑀 , 𝑝 — натуральные числа. Пусть (𝑚+1)𝑝>𝜙(𝑀)𝑚.
Тогда для любых целых чисел ℎ0, . . . , ℎ𝑚 не равных нулю, одновременно существует бесконеч-
ное множество простых чисел 𝑝 из множества P(a1, . . . ,ap) таких, что в поле Q𝑝 выпол-
няется неравенство

|𝐿(Ξ)|𝑝 = |ℎ0𝑓0(Ξ) + . . .+ ℎ𝑚𝑓𝑚(Ξ)|𝑝 > 0.

В неравенствах заключений теорем символы 𝑓𝑖(𝜉), 𝑓𝑖(Ξ), 𝑖 = 0, . . . ,𝑚 означают суммы этих
рядов в поле Q𝑝.

Продолжением ислледований явилась работа [23], в которой установлено, что если 𝛼1, . . . ,
𝛼𝑚 — полиадические числа Лиувилля, а число 𝜉 — натуральное или Ξ — полиадическое число
Лиувилля и если

Ψ0(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1)𝑛 . . . (𝛼𝑚)𝑛𝑧
𝑛,Ψ1(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1 + 1)𝑛 . . . (𝛼𝑚 + 1)𝑛𝑧
𝑛,

то существует бесконечное множество простых чисел 𝑝 таких, что в поле 𝑝-адических чисел
хотя бы одно из чисел Ψ0(𝜉),Ψ1(𝜉) (соответственно Ψ0(Ξ),Ψ1(Ξ)) — трансцендентное.

Следствием полученных результатов стала работа [24], в которой доказывается трансцен-
дентность в поле 2-адических чисел хотя бы одного из двух 2-адических чисел, представляю-
щих собой суммы в поле Q2 рядов типа Эйлера

𝑓0(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝜆)𝑛𝑧
𝑛, 𝑓1(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝜆+ 1)𝑛𝑧
𝑛,

где 𝜆 представляет собой некоторое полиадическое лиувиллево число, 𝑧 = 1, а (𝜆)𝑛 — символ
Похгаммера.

Положим 𝜆0 = 1, 𝑠0 = [exp𝜆0] + 1 = 3. Пусть 𝜆1 — произвольное натуральное число такое,
что для любого простого числа 𝑝, удовлетворяющего неравенству

𝑝 ⩽ 𝑠0 + 2𝜆20

выполянется неравенство
ord𝑝 𝜆1 ⩾ 2𝑠0 ln 𝑠0

и положим 𝑠1 = [exp𝜆1] + 1.
Для 𝑘 ⩾ 1 пусть 𝜆𝑘+1 — произвольное натуральное число такое, что для любого простого

числа 𝑝 удовлетворяющего неравенству

𝑝 ⩽ 𝑠𝑘 + 2𝜆2𝑘 = 5

выполняется неравенство
ord𝑝 𝜆𝑘+1 ⩾ 2𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘

и определим 𝑠𝑘+1 = [exp𝜆𝑘+1] + 1.

Ряд 𝜆 =
∞∑︀
𝑘=0

𝜆𝑘 сходится в любом поле Q𝑝.

Теорема 10 (см. [24]). Хотя бы одно из 2-адических чисел 𝑓0(1), 𝑓1(1) — трансцендентное
2-адическое число.
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