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Аннотация

В статье описана методика конкретизации определяющего соотношения Мурнагана,
включающего в себя пять материальных констант, с помощью задачи об однородном од-
ноосном растяжении (сжатии) образца, выполненного из нелинейно-упругого материала.
Предлагаемая методика основана на использовании экспериментально наблюдаемых зна-
чений осевой нагрузки и поперечных удлинений призматического образца в зависимости
от его осевого удлинения. Экспериментальные кривые аппроксимируются теоретическими
зависимостями, следующими из решения задачи растяжения-сжатия в рамках рассматри-
ваемого определяющего соотношения. Из требования минимальных отличий между экс-
периментальными и теоретическими данными с помощью метода наименьших квадратов
определяются материальные константы. В работе описано автоматизированное с помощью
языка программирования python проведение численного эксперимента, данные которого
использовались для демонстрирования выполнения предложенной конкретизации опреде-
ляющего соотношения Мурнагана. Численный эксперимент был проведен в отечественном
пакете прочностного анализа CAE Fidesys. Осуществлена проверка корректности пред-
ложенной методики с помощью сравнения экспериментальных данных и теоретических,
полученных для материальных констант, определенных в рамках представленных алго-
ритмов конкретизации определяющего соотношения Мурнагана.
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Abstract

In paper the methodology of concretization of five-constant Murnaghan’s defining relation
is described, using the problem of homogeneous uniaxial tension (compression) of a sample
made of a nonlinear elastic material. The methodology is based on the use of experimentally
observed values of axial load and transverse elongation of a prismatic sample as a function
of its axial elongation. The experimental curves are approximated by theoretical dependences
following from the solution of the tensile-compression problem within the framework of the
considered constitutive relation. Material constants are determined from the requirement of
minimal differences between experimental and theoretical data using the least squares method.
Аn automated numerical experiment using the python programming language is described.
The collected data was used to demonstrate the performance of the proposed concretization of
Murnaghan’s defining relation. The numerical experiment was carried out in the local strength
analysis package CAE Fidesys. The correctness of the proposed methodology was verified by
comparing experimental data and theoretical data obtained for material constants determined
within the framework of the presented algorithms for the concretization of the Murnaghan’s
defining relation.
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1. Введение

Нелинейно-упругие изотропные материалы занимают важное место в современном мире
в силу их широкого распространения [1, 2]. Требование корректного отражения их механи-
ческих свойств при моделировании поведения под различными нагрузками имеет ключевое
значение при определении рамок и условий эксплуатации соответствующих образцов. Реше-
ние данной задачи связано с одной из центральных проблем нелинейной теории упругости
- выбором определяющего соотношения [3-7], для изотермических процессов сводящегося к
взаимосвязи между напряжениями и деформациями [8-10] и используемого для описания по-
ведения нелинейно-упругого материала [11-14].
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Возможность применения при моделировании определяющего соотношения для конкрет-
ного материала связана с задачей определения значений входящих в него материальных кон-
стант – конкретизации материала. Проблеме разработки соответствующих методик посвящено
ряд исследований [15-17]. Данная работа расширяет существующие методики, представляя ме-
тодику конкретизации определяющего соотношения Мурнагана [18, 19] с помощью задачи об
однородном одноосном растяжении (сжатии) образца, выполненного из нелинейно-упругого
материала. Решение задачи в рамках определяющего соотношения Мурнагана приводит к
модельным зависимостям, содержащими связи между экспериментально наблюдаемыми ха-
рактеристиками процесса. Из требования соответствия модельных уравнений эксперименталь-
ным данным решается задача конкретизации определяющего соотношения с помощью метода
наименьших квадратов [20-22].

В работе также описывается автоматизированное с помощью языка программирования
python проведение численного эксперимента, данные которого используются для осуществле-
ния проверки предложенной методики. Для численного моделирования был применен CAE
пакет прочностного анализа Fidesys [23, 24], в котором используется метод конечных элемен-
тов [25].

Ожидается, что результаты данной работы будут полезны при изучении нелинейно-
упругих материалов.

2. Об определяющем соотношении

Рассмотрим принципы построения определяющих соотношений (связей между напряже-
ниями и деформациями) нелинейно-упругих изотропных материалов. Известно [26, 27], что
характеристики как напряженного, так и деформированного состояния входят в выражение
работы элементарных внешних сил 𝑑′𝐴(𝑒). Запишем основное термомеханическое соотношение
[12, 28]

𝑑𝜓 + 𝜂𝑑𝑇 -𝑑′𝐴(𝑒) ≡ 0, (2.1)

где 𝜓 — удельная свободная энергия, 𝜂 — удельная энтропия, 𝑇 — температура.
Для изотропного нелинейно-упругого материала свободная энергия считается функцией

инвариантов выбранной деформационной меры и температуры. Пусть в качестве такой меры
выступает тензор деформаций Коши-Грина 𝜀

∼
[27]

𝜀
∼
=

1

2

(︃
∘
∇⃗ 𝑢⃗+ 𝑢⃗

∘
∇⃗ +

∘
∇⃗ 𝑢⃗ · 𝑢⃗

∘
∇⃗

)︃
, (2.2)

где
∘
∇⃗ = 𝑒⃗ 𝑖

𝜕

𝜕 x𝑖
— оператор Гамильтона, 𝑢⃗ — вектор перемещений.

Тогда, если обозначить алгебраические инварианты тензора деформаций Коши-Грина как
𝐽𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, свободная энергия 𝜓 примет вид

𝜓 = 𝜓 (𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝑇 ) . (2.3)

Тензор 𝜀
∼
сопряжен с энергетическим тензором напряжений 𝑇

∼
[11, 12], следовательно, ра-

боту внешних сил можно представить формулой

𝑑′𝐴(𝑒) = 𝑇
∼
· · 𝑑 𝑡𝜀

∼
. (2.4)
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Подставив (3), (4) в (1) и произведя ряд преобразований [7], получим взаимосвязь

𝑇
∼
=

(︂
𝜕 𝜓

𝜕 𝐽1
+ 𝐽1

𝜕 𝜓

𝜕 𝐽2
+ 𝐽2

𝜕 𝜓

𝜕 𝐽3

)︂
𝐸
∼
−
(︂
𝜕 𝜓

𝜕 𝐽2
+ 𝐽1

𝜕 𝜓

𝜕 𝐽3

)︂
𝜀
∼
+
𝜕 𝜓

𝜕 𝐽3
𝜀
∼

2,

𝜂 = −𝜕 𝜓
𝜕 𝑇

.

(2.5)

где 𝐸
∼
— единичный тензор.

Ограничимся изучением изотермических процессов 𝑇 ≡ 𝑇0 и опустим в дальнейшем зави-
симость свободной энергии от температуры и второе уравнение (5).

Рассмотрим конкретные представления свободной энергии (3), наиболее простым выраже-
нием которой можно считать форму, предлагаемую в работе Гузя [18]

𝜓 = 𝑐1𝐽
2
1 + 𝑐2𝐽2. (2.6)

Также в [18] приведена свободная энергия в форме Мурнагана

𝜓 = 𝑐1𝐽
2
1 + 𝑐2𝐽2 + 𝑐3𝐽

3
1 + 𝑐4𝐽1𝐽2 + 𝑐5𝐽3. (2.7)

Из выражения (5) и свободной энергии Гузя (6) получим аналогичную закону Гука форму

𝑇
∼
= (2𝑐1 + 𝑐2) 𝐽1𝐸

∼
− 𝑐2𝜀

∼
= 𝜆𝐽1𝐸

∼
+ 2𝜇𝜀

∼
. (2.8)

Определяющее соотношение, полученное из (5) для свободной энергии Мурнагана (7), яв-
ляется расширением (8)

𝑇
∼
=
[︀
(2𝑐1 + 𝑐2) 𝐽1 + (3𝑐3 + 𝑐4) 𝐽

2
1 + 𝑐5𝐽2

]︀
𝐸
∼
−

− [𝑐2 + (𝑐4 + 𝑐5) 𝐽1] 𝜀
∼
+ 𝑐5 𝜀

∼

2.
(2.9)

Далее рассмотрим методику конкретизации определяющего соотношения (9).

3. Конкретизация определяющего соотношения

При малых деформациях можно принять, что энергетический тензор напряжений равен
тензору истинных напряжений, тогда (9) асимптотически вырождается в закон Гука

𝑆
∼
= (2𝑐1 + 𝑐2) 𝐽1𝐸

∼
− 𝑐2𝜀

∼
= 𝜆𝐽1𝐸

∼
+ 2𝜇𝜀

∼
.

Отсюда следует, что константы 𝑐1, 𝑐2 могут быть определены следующей связью с пара-
метрами Ламе ⎧⎨⎩𝑐1 = 𝜇+

𝜆

2
,

𝑐2 = −2𝜇.
(3.1)

Для нахождения остальных констант, входящих в (9), рассмотрим задачу однородного од-
ноосного растяжения прямоугольного параллелепипеда в направлении оси 𝑂𝑥1. Схематически
процесс показан на рис. 1.

Задачу удобно решать в декартовой прямоугольной системе координат. Гипотеза однород-
ности напряженно-деформированного состояния рассматриваемого тела предполагает незави-
симость соответствующих мер от материальных координат. Также следуют равенство 𝜆2 = 𝜆3



306 В. В. Козлов, А. В. Филатова

Рис. 1: Схема процесса одноосного однородного растяжения

из изотропии и отсутствие изменений углов между материальными волокнами. Тогда компо-
ненты аффинора деформации в матричной форме примут вид

Φ𝑖𝑗 =

⎛⎝𝜆1 0 0
0 𝜆2 0
0 0 𝜆3

⎞⎠ =

⎛⎝𝜆1 0 0
0 𝜆3 0
0 0 𝜆3

⎞⎠ . (3.2)

Из (11) легко определить полярное разложение аффинора

Φ
∼
= 𝑈

∼
·𝑅

∼
= 𝐸

∼
,

где 𝑈
∼
— левая мера искажения, 𝑅

∼
— тензор поворота.

Компоненты меры Коши-Грина 𝐺
∼
= 𝑈

∼

2 имеют вид

𝐺𝑖𝑗 =

⎛⎝𝜆21 0 0
0 𝜆22 0
0 0 𝜆23

⎞⎠ =

⎛⎝𝜆21 0 0
0 𝜆23 0
0 0 𝜆23

⎞⎠ . (3.3)

Из (12) найдем тензор Коши-Грина, который, помимо определения (2), можно найти из

выражения 𝜀
∼
=

1

2

(︁
𝐺
∼
− 𝐸

∼

)︁

𝜀𝑖𝑗 =
1

2

⎛⎝𝜆21 − 1 0 0
0 𝜆23 − 1 0
0 0 𝜆23 − 1

⎞⎠ =

(︂
𝜀11 0 00 𝜀33 0
0 0 𝜀33

)︂
, (3.4)

где 𝜆 𝑖 =
√
2𝜀 𝑖𝑖 + 1.

Для тензора Коши-Грина (13) представим энергетический тензор напряжений (9)

𝑇
∼
= 𝑇𝑖𝑖𝑒⃗𝑖𝑒⃗𝑖, (3.5)

где

𝑇11 = (2𝑐1 + 𝑐2) (𝜀11 + 2𝜀33) + (3𝑐3 + 𝑐4) (𝜀11 + 2𝜀33)
2 + 𝑐5

(︀
2𝜀11𝜀33 + 𝜀233

)︀
−

− [𝑐2 + (𝑐4 + 𝑐5) (𝜀11 + 2𝜀33)] 𝜀11 + 𝑐5𝜀
2
11,

𝑇22 = 𝑇33 = (2𝑐1 + 𝑐2) (𝜀11 + 2𝜀33) + (3𝑐3 + 𝑐4) (𝜀11 + 2𝜀33)
2 + 𝑐5

(︀
2𝜀11𝜀33 + 𝜀233

)︀
−

− [𝑐2 + (𝑐4 + 𝑐5) (𝜀11 + 2𝜀33)] 𝜀33 + 𝑐5𝜀
2
33.

Используем связь энергетического тензора напряжений и тензора истинных напряжений
Коши 𝑆

∼
[26]

𝑆
∼
=

√︂
𝑔

𝐺
Φ
∼

𝑇 · 𝑇
∼
· Φ

∼
, (3.6)
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где 𝐺 = det (𝐺𝑖𝑗) = 𝜆21𝜆
2
2𝜆

2
3 = 𝜆21𝜆

4
3.

В рассматриваемой постановке тензор 𝑆
∼
определится с учётом (14) формулой

𝑆
∼
=
𝜆2𝑖𝑇𝑖𝑖
𝜆1𝜆23

𝑒⃗𝑖𝑒⃗𝑖.

Запишем не обращающиеся тождественно в ноль компоненты тензора 𝑆
∼

𝑠11 =
2𝜆1
𝜆23

[︂(︁
6𝑐3 + 2𝑐4 +

𝑐5
2

)︁
+ [(6𝑐3 + 𝑐4) 𝜀11 + 2𝑐1 + 𝑐2] 𝜀33 + 𝜀11

(︂
3𝜀11𝑐3

2
+ 𝑐1

)︂]︂
. (3.7)

𝑠22 = 𝑠33 = 𝜀11
(3𝑐3 + 𝑐4) 𝜀11 + (12𝑐3 + 3𝑐4 + 𝑐5) 𝜀33 + 2𝑐1 + 𝑐2

𝜆1
+

+
𝜀33 [(12𝑐3 + 2𝑐4) 𝜀33 + 4𝑐1 + 𝑐2]

𝜆1
.

(3.8)

Для рассматриваемого процесса справедливо

𝑠22 = 0, 𝑠33 = 0,

что с учётом (17) приводит к требованию

𝜀11 [(3𝑐3 + 𝑐4) 𝜀11 + (12𝑐3 + 3𝑐4 + 𝑐5) 𝜀33 + 2𝑐1 + 𝑐2] + 𝜀33 [(12𝑐3 + 2𝑐4) 𝜀33 + 4𝑐1 + 𝑐2] = 0. (3.9)

Если принять Σ0 в качестве площади поперечного сечения тела в начальном состоянии, а Σ
– соответствующей площади в деформированном, то при использовании (16) можно записать
условное напряжение 𝑃 как отношение растягивающей силы к Σ0

𝑃 =
𝑠11Σ

Σ0
=
𝑠11𝜆

2
3Σ0

Σ0
= 𝑠11𝜆

2
3 =

= 2𝜆1

[︂(︁
6𝑐3 + 2𝑐4 +

𝑐5
2

)︁
𝜀233 + [(6𝑐3 + 𝑐4) 𝜀11 + 2𝑐1 + 𝑐2] 𝜀33 + 𝜀11

(︂
3𝜀11𝑐3

2
+ 𝑐1

)︂]︂
.

(3.10)

Пусть в эксперименте получена зависимость удлинений материальных волокон 𝜆𝑒3 (𝜆
𝑒
1).

Тогда по формуле (13) могут быть найдены экспериментальные компоненты тензора Коши-
Грина 𝜀𝑒𝑖𝑖, а константы 𝑐𝑖 в соответствии с (18) должны удовлетворять равенству

𝜀𝑒11 [(3𝑐3 + 𝑐4) 𝜀
𝑒
11 + (12𝑐3 + 3𝑐4 + 𝑐5) 𝜀

𝑒
33 + 2𝑐1 + 𝑐2] + 𝜀𝑒33 [(12𝑐3 + 2𝑐4) 𝜀

𝑒
33 + 4𝑐1 + 𝑐2] = 0 (3.11)

для всех точек 𝑗 = 1, .., 𝑛 зависимости 𝜆𝑒3 (𝜆
𝑒
1) с координатами

(︁
(𝜆𝑒1)𝑗 ; (𝜆

𝑒
3)𝑗

)︁
.

Примем во внимание, что 𝑐1, 𝑐2 определены (10) и необходимо найти только константы
𝑐3, 𝑐4, 𝑐5.

В соответствии с методом и равенством (20) сформулируем функцию

𝑓 (𝑐3, 𝑐4, 𝑐5) =
𝑛∑︁
𝑗=1

(︁
(𝜀11)𝑗

[︁
(3𝑐3 + 𝑐4) (𝜀11)𝑗 + (12𝑐3 + 3𝑐4 + 𝑐5) (𝜀33)𝑗 + 2𝑐1 + 𝑐2

]︁
+

+(𝜀33)𝑗

[︁
(12𝑐3 + 2𝑐4) (𝜀33)𝑗 + 4𝑐1 + 𝑐2

]︁)︁2
.

(3.12)
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Неизвестные константы определим, найдя оптимальные минимальные значения функции

(21) при условии
𝜕𝑓

𝜕𝑐𝑖
= 0.

𝜕𝑓

𝜕𝑐3
= 2

𝑛∑︁
𝑗=1

{︁[︁
3 (𝜀𝑒11)

2
𝑗 + 12(𝜀𝑒11)𝑗(𝜀

𝑒
33)𝑗 + 12 (𝜀𝑒33)

2
𝑗

]︁
·
(︁
(3𝑐3 + 𝑐4) (𝜀11)

2
𝑗 +

+
[︁
(12𝑐3 + 3𝑐4 + 𝑐5) (𝜀33)𝑗 + 2𝑐1 + 𝑐2

]︁
(𝜀11)𝑗 + (𝜀33)𝑗

[︁
(12𝑐3 + 2𝑐4) (𝜀33)𝑗 + 4𝑐1 + 𝑐2

]︁)︁}︁
,

𝜕𝑓

𝜕𝑐4
= 2

𝑛∑︁
𝑗=1

{︁[︁
(𝜀𝑒11)

2
𝑗 + 3(𝜀𝑒11)𝑗(𝜀

𝑒
33)𝑗 + 2 (𝜀𝑒33)

2
𝑗

]︁
·
(︁
(3𝑐3 + 𝑐4) (𝜀11)

2
𝑗 +

+
[︁
(12𝑐3 + 3𝑐4 + 𝑐5) (𝜀33)𝑗 + 2𝑐1 + 𝑐2

]︁
(𝜀11)𝑗 + (𝜀33)𝑗

[︁
(12𝑐3 + 2𝑐4) (𝜀33)𝑗 + 4𝑐1 + 𝑐2

]︁)︁}︁
,

𝜕𝑓

𝜕𝑐5
= 2

𝑛∑︁
𝑗=1

{︁
(𝜀𝑒11)𝑗(𝜀

𝑒
33)𝑗 ·

(︁
(3𝑐3 + 𝑐4) (𝜀11)

2
𝑗 +

+
[︁
(12𝑐3 + 3𝑐4 + 𝑐5) (𝜀33)𝑗 + 2𝑐1 + 𝑐2

]︁
(𝜀11)𝑗 + (𝜀33)𝑗

[︁
(12𝑐3 + 2𝑐4) (𝜀33)𝑗 + 4𝑐1 + 𝑐2

]︁)︁}︁
.

(3.13)

Решив полученную систему линейных алгебраический уравнений (СЛАУ) (22) относитель-
но неизвестных 𝑐𝑖, конкретизируем определяющее соотношение (9). СЛАУ (22) можно расши-
рить, добавив в функцию (21) в соответствии с методом наименьших квадратов условие (19).

4. Численное моделирование

Проверка работоспособности предложенной методики требует наличия эксперименталь-
ных данных, представленных в виде зависимости 𝜆𝑒3 (𝜆

𝑒
1). Пусть в качестве таких выступают

данные численного эксперимента, осуществленного с помощью моделирования процесса одно-
родного одноосного растяжения в системе прочностных расчётов CAE Fidesys и выборки из
результатов расчета кривой 𝜆𝑒3 (𝜆

𝑒
1).

Очевидно, что реализация и вид определяющих соотношений, используемых в CAE Fidesys
для нелинейно-упругих расчетов, может отличаться от исследуемого в работе определяюще-
го соотношения Мурнагана. Учитывая данный факт и не требуя полного совпадения всех
характеристик напряженно-деформируемого состояния между теоретическим и численным
расчётах, в численном эксперименте выберем определяющее соотношение, задаваемое клас-
сическими модулями упругости и асимптотически вырождающееся в закон Гука при малых
деформациях. Данный выбор обусловлен также вхождением модулей упругости в качестве
известных констант в определяющее соотношение Мурнагана и тем, что данное соотношение
также вырождается в закон Гука при малых деформациях.

Для оценки корректности предложенного метода была написана программа на языке про-
граммирования python, с помощью которой проведен численный эксперимент. В автоматизи-
рованном запуске на первом этапе происходило численное моделирование рассматриваемой
задачи, формировались входные экспериментальные данные для предлагаемой методики кон-
кретизации, затем осуществлялось решение СЛАУ (22) и вывод значений итоговых матери-
альных констант.

Численный эксперимент проводился в отечественном пакете прочностного анализа CAE
Fidesys. Было рассмотрено удлинение куба со стороной 0.1 вдоль оси Ox на 0.07 (рис. 2). Ма-
териал – резина, характеризуемая параметром Ламе 𝜆 = 9.866e7, модулем сдвига 𝜇 =2.013e6.
Граничные условия: 𝑢𝑦|𝐴𝐵𝐸𝐹 = 0, 𝑢𝑥|𝐸𝐹𝐺𝐻 = 0, 𝑢𝑧|𝐴𝐸𝐻𝐷 = 0, 𝑢𝑥|𝐴𝐵𝐶𝐷 = 0.07. Параметры
модели приведены в безразмерных величинах. Сетка: 8 гексаэдров второго порядка (81 узел).
Настройки расчета: статика, упругость, геометрическая нелинейность, 50 шагов нагружения.
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Соответствующий набор команд в CAE Fidesys представлен ниже:

reset

brick 𝑥 0.1

volume 1 𝑠𝑖𝑧𝑒0.05

mesh 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 1

create 𝑚𝑎𝑡𝑒𝑟𝑖𝑎𝑙 1

modify 𝑚𝑎𝑡𝑒𝑟𝑖𝑎𝑙 1 𝑠𝑒𝑡 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑒𝑟𝑡𝑦 ′𝐿𝐴𝑀𝐸_𝑀𝑂𝐷𝑈𝐿𝑈𝑆′ 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 9.866𝑒7

modify 𝑚𝑎𝑡𝑒𝑟𝑖𝑎𝑙 1 𝑠𝑒𝑡 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑒𝑟𝑡𝑦 ′𝑆𝐻𝐸𝐴𝑅_𝑀𝑂𝐷𝑈𝐿𝑈𝑆′ 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 2.013𝑒6

block 1 𝑎𝑑𝑑 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 1

block 1 𝑚𝑎𝑡𝑒𝑟𝑖𝑎𝑙 1 𝑐𝑠 1 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑜𝑙𝑖𝑑 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟 2

create 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑜𝑛 𝑠𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒 2 𝑑𝑜𝑓 3 𝑓𝑖𝑥

create 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑜𝑛 𝑠𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒 3 𝑑𝑜𝑓 2 𝑓𝑖𝑥

create 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑜𝑛 𝑠𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒 4 𝑑𝑜𝑓 1 𝑓𝑖𝑥

create 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑜𝑛 𝑠𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒 6 𝑑𝑜𝑓 1 𝑓𝑖𝑥 0.07

analysis 𝑡𝑦𝑝𝑒 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑐 𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑖𝑡𝑦 𝑓𝑖𝑛𝑑𝑒𝑓𝑠 𝑑𝑖𝑚3

nonlinearopts 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑡𝑒𝑟𝑠 100 𝑚𝑖𝑛𝑙𝑜𝑎𝑑𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠 50 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡𝑙𝑜𝑎𝑑𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠 50 𝑚𝑎𝑥𝑙𝑜𝑎𝑑𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠 1000

tolerance 0.00001 𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡𝑖𝑡𝑒𝑟 5

Рис. 2: Геометрическая модель численного эксперимента

С помощью Fidesys Python Api выполнялись последовательно запуск задачи на расчет
с помощью представленного набора команд и считывание полученных результатов для ком-
понент тензора деформаций 𝜀11, 𝜀33 для каждого шага нагружения. Из полученных данных
вычислялись соответственно экспериментальные значения 𝜆1 , 𝜆3. Затем с применением биб-
лиотеки sympy решалась СЛАУ (22), в результате чего были получены неизвестные константы
𝑐𝑖, 𝑖 = 3, 4, 5. Вывод результатов разработанной программы:
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Start at 2024-11-18 20:21:24.626373

Running task in CAE Fidesys...

Extracting calculation results...

Equation 1: Eq(10.2179373260*x + 4.87991703918*y - 2.78290480165*z + 768622280.754413, 0)

Equation 2: Eq(4.87991703918*x + 2.33611280175*y - 1.34652941099*z + 372125246.047291, 0)

Equation 3: Eq(-2.78290480165*x - 1.34652941099*y + 0.814024093363*z - 225555009.691007, 0)

Determinant: 6.30046065737133e-5

c3: -12588850.6353443, c4: 41027550.6382964, c5: 301915191.958035

Finish at 2024-11-18 20:21:39.705914. Elapsed time: 0:00:15.079541 s.

Рассмотрим, как сочетаются исходные экспериментальные данные с теоретическими для
рассчитанного набора констант. Для этого необходимо получить для всех точек 𝑗 = 1, .., 50

зависимости 𝜆𝑒3 (𝜆
𝑒
1) с координатами

(︁
(𝜆𝑒1)𝑗 ; (𝜆

𝑒
3)𝑗

)︁
. Используя экспериментальные значения

𝜆1, решается уравнение (17) относительно 𝑠22, в результате чего определяются теоретические
значения для 𝜆3.

В таб. 1 приведены полученные результаты для выборки точек 𝑗 = 1, 18, 36, 50, а также
вычислены соответственно относительные погрешности, которые не превышают 0.01%.

Таблица 1: Зависимости 𝜆3 (𝜆1)

Экспериментальные
значения для 𝜆1

Экспериментальные
значения для 𝜆3

Теоретические
значения для 𝜆3

Относительная
погрешность, %

1 0.993210696873648 0.99321114490846 4.511e-5
1.25 0.895722855364317 0.89572469498660 2.054e-4
1.5 0.818744046975864 0.81874448715122 5.376e-5
1.7 0.771044603726549 0.77103530040715 1.207e-3

Таким образом, получили зависимости 𝜆𝑒3(𝜆
𝑒
1) и 𝜆

𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟𝑦
3 (𝜆𝑒1), представленные на рис.3.
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Рис. 3: Графическое представление полученных зависимостей 𝜆𝑒3(𝜆
𝑒
1) и 𝜆

𝑡ℎ𝑒𝑜𝑟𝑦
3 (𝜆𝑒1)

Из рис. 3 и таб. 1 видно, что полученные зависимости численного эксперимента и теоре-
тических вычислений хорошо сочетаются. Следовательно, методика корректна.

5. Заключение

В работе предложена методика конкретизации определяющего соотношения нелинейной
теории упругости, основанного на представлении свободной энергии функцией Мурнагана.
Методика построена на минимизации отклонения теоретической кривой, определяемой зави-
симостью поперечных удлинений от осевых в опыте на одноосное однородное растяжение,
от экспериментальной. Осуществлена проверка предложенной методики на данных численно-
го эксперимента, полученных в результате применения системы прочностных расчетов CAE
Fidesys. Предложенная методика может быть расширена с помощью минимизации отклонения
экспериментальных и теоретических зависимостей условного напряжения от осевого удлине-
ния.
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