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Аннотация

Пусть 𝑂𝑋𝑌 — прямоугольная система координат с целочисленной решеткой, 𝐴𝐵 — от-
резок с целыми (целочисленными) концами 𝐴 = (𝑞; 0)𝑂𝑋𝑌 = 𝐴(𝑞) и 𝐵 = (0; 𝑝)𝑂𝑋𝑌 = 𝐵(𝑝),
такими, что 𝑝 и 𝑞 взаимно просты, а разложение 𝑝

𝑞 в цепную дробь имеет вид [0; 𝑎1, 1, 𝑎3,

. . . , 𝑎2𝑁 ′+1], где 𝑎
−
1 , 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑁 ′+1, 𝑁

′, 𝑝, 𝑞,∈ N : (= {1, 2, . . .}).
Рассмотрим множество S𝐴𝐵 таких единичных квадратов (клеток) этой решетки, что

внутренность каждого из них имеет непустое пересечение с 𝐴𝐵. Границу этого множества
представим в виде объединения ломаных S

−
𝐴𝐵 и S

+
𝐴𝐵 таких, что их крайними вершинами

служат точки 𝐴 и 𝐵. Здесь индекс минус (плюс) указывает на то, что S
−
𝐴𝐵 (S+𝐴𝐵) лежит

по левую (правую) сторону от отрезка 𝐴𝐵 при движение от 𝐴 к 𝐵.
Ломаную S

−
𝐴𝐵 (S+𝐴𝐵) назовем левой (правой) (целочисленной) ступенчатой аппрокси-

мацией отрезка 𝐴𝐵 или цепной дроби [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑁 ]. Для краткости такие ломаные
будем называть маршами, а их горизонтальные звенья — ступенями, вертикальные —
высотами, что вызвано ассоциацией с лестничным маршем.

В работе получены следующие результаты:

1. Формулы целочисленной аппроксимации цепной дроби, как конечных, так и беско-
нечных.

2. Алгоритмическое построение маршей S
±
𝐴𝐵 , определяемое рассматриваемой цепной

дробью, дает их аналитическое задание через марши векторов-слагаемых из второго
равенства:

𝐴𝐵 = 𝑒2𝑁 ′−1(𝐴) + 𝑎2𝑁 ′−2𝑒2𝑁 ′(𝑞 − 𝑞2𝑁 ′−4; 𝑝2𝑁 ′−4)𝑂𝑋𝑌 = 𝑒2𝑁 ′−1(𝐴)+∑︀𝑎2𝑁′−2−1

𝑘2𝑁′+1=0 𝑒2𝑁 ′(𝑞 − 𝑞2𝑁 ′−4 + 𝑘2𝑁 ′+1𝑞2𝑁 ′−3; 𝑝2𝑁 ′−4 + 𝑘2𝑚+1𝑝2𝑁 ′−3)𝑂𝑋𝑌 ,

где векторы 𝑒2𝑁 ′−1 = (−𝑞2𝑁 ′−4; 𝑝2𝑁 ′−4)𝑂𝑋𝑌 и 𝑒2𝑁 ′ = (−𝑞2𝑁 ′−3; 𝑝2𝑁 ′−3)𝑂𝑋𝑌 , коорди-
наты которых определяются подходящими дробями 𝑝𝑛−3/𝑞𝑛−3 порядка 𝑛 = 2𝑁 ′ −
− 1, 2𝑁 ′, исходной цепной дроби, а в скобках указаны точки приложения векторов.

3. Расположение ступеней ширины 𝑎1 в S
−
𝐴𝐵 , устанавливается с помощью семейства

параллельных переносов отрезка с концами (𝑞 − 𝑎1; 0)𝑂𝑋𝑌 и (𝑞 − 1; 0)𝑂𝑋𝑌 . Каждый
член семейства находим через аппроксимационные формулы для [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑁 ].

4. Формула, дающая количество ступеней ширины 𝑎1 в S
−
𝐴𝐵 , представляет собой трех-

диагональный определитель (2𝑁 ′− 5)-го порядка: главная диагональ состоит из эле-
ментов 𝑎4, 1, 𝑎5, . . . , 𝑎2𝑁 ′−6, верхняя диагональ — из единиц, нижняя из минус единиц,
а остальные нули.

Ключевые слова: ступенчатая ломаная цепная дробь, ступенчатая ломаная отрезка,
ступенчатая аппроксимация цепной дроби, ступенчатая аппроксимация отрезка, форму-
лы целочисленной аппроксимации цепной дроби, алгоритмическое построение ступенчатой
ломаной цепной дроби, геометрические характеристики ступенчатой ломаной, алгоритми-
ческое построение маршей, расположение ступеней в марше, количество ступеней в марше,
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Abstract

Let 𝑂𝑋𝑌 be a rectangular coordinate system with an integer lattice, 𝐴𝐵 is a segment with
integer ends 𝐴 = (𝑞; 0)𝑂𝑋𝑌 = 𝐴(𝑞) and 𝐵 = (0; 𝑝)𝑂𝑋𝑌 = 𝐵(𝑝) such that the decomposition
of 𝑝

𝑞 into a continued fraction has the form [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑁 ′+1], where 𝑎
−
1 , 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑁 ′+1,

𝑁 ′, 𝑝, 𝑞,𝑁 ′ ∈ N : (= {1, 2, . . .}), moreover, 𝑝 and 𝑞 are mutually simple.
Consider the set S𝐴𝐵 of such unit squares (cells) of this lattice, that the interior of each of

them has a nonempty intersection with 𝐴𝐵. The boundary of this set is represented as a union
of polylines S−𝐴𝐵 and S

+
𝐴𝐵 such that their extreme vertices are the points 𝐴 and 𝐵. Here, the

minus index (plus) indicates that S−𝐴𝐵 (S+𝐴𝐵) lies on the left (right) side of the segment 𝐴𝐵
when moving from 𝐴 to 𝐵.

Polyline S−𝐴𝐵 (S+𝐴𝐵)let’s call left (right) (integer) stepwise approximation of the segment 𝐴𝐵
or continued fraction [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑁 ]. For brevity, we will call such polylines marches, and
their horizontal links—steps, vertical ones—heights, which is caused by association with a flight
of stairs. The following results were obtained in the work:

1. Formulas for integer approximation of the stucco fraction, both finite and infinite.

2. Algorithmic construction of marches S±𝐴𝐵 , determined by the considered chain fraction.
gives their analytical task through the marches of vectors-terms of the second equality:

𝐴𝐵 = 𝑒2𝑁 ′−1(𝐴) + 𝑎2𝑁 ′−2𝑒2𝑁 ′(𝑞 − 𝑞2𝑁 ′−4; 𝑝2𝑁 ′−4)𝑂𝑋𝑌 = 𝑒2𝑁 ′−1(𝐴)+∑︀𝑎2𝑁′−2−1

𝑘2𝑁′+1=0 𝑒2𝑁 ′(𝑞 − 𝑞2𝑁 ′−4 + 𝑘2𝑁 ′+1𝑞2𝑁 ′−3; 𝑝2𝑁 ′−4 + 𝑘2𝑚+1𝑝2𝑁 ′−3)𝑂𝑋𝑌 ,

where the vectors 𝑒2𝑁 ′−1 = (−𝑞2𝑁 ′−4; 𝑝2𝑁 ′−4)𝑂𝑋𝑌 and 𝑒2𝑁 ′ = (−𝑞2𝑁 ′−3; 𝑝2𝑁 ′−3)𝑂𝑋𝑌 ,
whose coordinates are determined by suitable fractions 𝑝𝑛−3/𝑞𝑛−3 of the order 𝑛 = 2𝑁 ′−
− 1.2𝑁 ′, the original continued fraction, and the points of application of the vectors are
indicated in parentheses.

3. The location of the steps of width 𝑎1 in S
−
𝐴𝐵 , is set using a family of parallel transfers of a

segment with ends (𝑞 − 𝑎1; 0)𝑂𝑋𝑌 and (𝑞 − 1; 0)𝑂𝑋𝑌 . We find each member of the family
through approximation formulas for [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑁 ].
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4. The formula giving the number of steps of width 𝑎1 in S−𝐴𝐵 is a tridiagonal determinant
(2𝑁 ′ − 5)-th order: the main diagonal consists of elements 𝑎4, 1, 𝑎5, . . . , 𝑎2𝑁 ′−6,the upper
diagonal is — of ones, the lower one is minus ones, and the rest are zeros.

Keywords: stepwise broken chain fraction, stepwise broken segment, stepwise approximation
of a chain fraction, stepwise approximation of a segment, formulas for integer approximation
of a molded fraction, algorithmic construction of a stepwise broken chain fraction, geometric
characteristics of a stepwise polyline, algorithmic construction of marches, the location of steps
in a march, the number of steps in a march, geometry of chain fractions, integer lattice and chain
fraction, S.V.Konyagin’s problem on chess coloring, a straight line with an irrational angular
coefficient and chess coloring, geometric interpretation of the continued fraction.
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1. Ступенчатая ломаная (марш) S
−
𝐴𝐵, определяемая цепной дро-

бью [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑁 ′+1] =
𝑝
𝑞

Пусть𝑂𝑋𝑌 — прямоугольной системе координат с целочисленной решеткой, 𝐴𝐵 — отрезок
с целыми (целочисленными) концами 𝐴 = (𝑞; 0)𝑂𝑋𝑌 = 𝐴(𝑞) и 𝐵 = (0; 𝑝)𝑂𝑋𝑌 = 𝐵(𝑝) такими,
что 𝑝 и 𝑞 взаимно просты, а разложение 𝑝

𝑞 в цепную дробь имеет вид [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑁 ′+1],

где 𝑎−1 , 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑁 ′+1, 𝑁 ′, 𝑝, 𝑞,𝑁 ′ ∈ N : (= {1, 2, . . .}),.

1. Целочисленная решетка и цепная дробь [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑁 ′+1] =
𝑝
𝑞

Пусть𝑂𝑋𝑌 — прямоугольной системе координат с целочисленной решеткой, 𝐴𝐵 — отрезок
с целыми (целочисленными) концами 𝐴 = (𝑞; 0)𝑂𝑋𝑌 = 𝐴(𝑞) и 𝐵 = (0; 𝑝)𝑂𝑋𝑌 = 𝐵(𝑝) такими,
что 𝑝 и 𝑞 взаимно просты, а разложение 𝑝

𝑞 в цепную дробь имеет вид [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑁 ′+1], где
𝑁 = 2𝑁 ′+1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑁 , 𝑝, 𝑞,𝑁 ′ ∈ N : (= {1, 2, . . .}) индекс 𝑂𝑋𝑌 говорит о том,что координаты
указаны в 𝑂𝑋𝑌 .

Рассмотрим множество S𝐴𝐵 таких единичных квадратов (клеток) этой решетки, что внут-
ренность каждого из них имеет непустое пересечение с 𝐴𝐵. Границу этого множества пред-
ставим в виде объединения ломаных S−𝐴𝐵 и S+𝐴𝐵 таких, что их крайними вершинами служат
точки 𝐴 и 𝐵. Здесь индекс минус (плюс) указывает на то, что S−𝐴𝐵 (S+𝐴𝐵) лежит по левую
(правую) сторону от отрезка 𝐴𝐵 при движение от 𝐴 к 𝐵.

Ломаную S−𝐴𝐵 (S+𝐴𝐵) назовем левой (правой) (целочисленной) ступенчатой аппроксимаци-
ей отрезка 𝐴𝐵 или цепной дроби [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑁 : (= 𝑝

𝑞 ). Для краткости такие ломаные
будем называть маршами, а их горизонтальные звенья — ступенями, вертикальные — высо-
тами, что вызвано ассоциацией с лестничным маршем. Термин “целочисленный” используется
по двум причинам: S−𝐴𝐵 и S+𝐴𝐵 имеют только целые вершины и внутри S𝐴𝐵 нет целых точек.

2. Формулы целочисленной аппроксимации лепной дроби

Такие формулы вводятся с помощью подходящих дробей 𝑝𝑛
𝑞𝑛

= [𝑎0; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛] порядка 𝑛
цепной дроби [𝑎0; 𝑎1 . . .] , которая может быть как конечна, так и бесконечна, 𝑎0 ∈ N0 = N∪{0},
𝑎𝑛 ∈ N. Подходящая дробь 𝑝𝑛

𝑞𝑛
вычисляется посредством рекуррентной формулы:

𝑝𝑛 = 𝑎𝑛𝑝𝑛−1 + 𝑝𝑛−2, 𝑞𝑛 = 𝑎𝑛𝑞𝑛−1 + 𝑞𝑛−2, 𝑛 ∈ N0;
𝑝−2 = 0, 𝑞−2 = 1, 𝑝−1 = 1, 𝑞−1 = 0;

(︀
|𝑝𝑛𝑞𝑛−1 − 𝑝𝑛−1𝑞𝑛| ≡ (−1)𝑛−1

)︀ (1.1)
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см. [1] – [6]. Рассмотрим последовательность векторов 𝑒𝑛+3 = (𝑞𝑛; 𝑝𝑛), 𝑛 ∈ N0. Отсюда на
основании (1.1) получаем следующие рекуррентное соотношение:

𝑒𝑛+3 = 𝑒𝑛+1 + 𝑎𝑛𝑒𝑛+2 = 𝑞𝑛𝑒1 + 𝑝𝑛𝑒2, 𝑛 ∈ N0

𝑒1 = (𝑞−2; 𝑝−2)𝑂𝑋𝑌 = (1; 0)𝑂𝑋𝑌 , 𝑒2 = (𝑞−1; 𝑝−1)𝑂𝑋𝑌 = (0; 1)𝑂𝑋𝑌 ,
(1.2)

которые связаны с геометрией цепных дробей, см. [7, С.125] – [17].
Так как в основе наших исследований лежит прямая 𝑙𝐴𝐵 :: 𝑦 = −𝑝

𝑞 · 𝑥+ 𝑝, то для удобства
введем новую систему координат 𝐴𝑒1𝑒2 с началом в точке 𝐴 = 𝐴(𝑞) = (𝑞; 0)𝑂𝑋𝑌 , базисом
𝑒1 = (−1; 0)𝑂𝑋𝑌 , 𝑒2 = (0; 1)𝑂𝑋𝑌 , осью абсцисс 𝐴𝑒1 и ординат 𝐴𝑒2. В дальнейшем координаты
объектов в 𝐴𝑒1𝑒2 указываются без индекса 𝐴𝑒1𝑒2. Если в (1.2) опустить индекс 𝑂𝑋𝑌 , то равен-
ства (1.2) дают геометрическую интерпретацию подходящих дробей 𝑝𝑛

𝑞𝑛
, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 = 0, 𝑁 ,

цепной дроби [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑁 ], 𝑁 = 2𝑁 ′ + 1, в системе координат 𝐴𝑒1𝑒2, ибо прямая 𝑙𝐴𝐵 : в
ней задаётся уравнением 𝑒2 =

𝑝
𝑞 · 𝑒1.

Любой вектор, определяемый (1.2), с нечетным (четным) индексом лежит по левую (пра-
вую) стороны от 𝑙𝐴𝐵, конечно, такой вектор должен быть приложен к точке 𝐴. Приложим
векторы 𝑒𝑛+1 и 𝑒𝑛+2 к точке 𝐴 и, складывая их по правилу параллелограмма, получим алго-
ритм вытягивания носов:

𝑒𝑛+3(𝐴) = 𝑒𝑛+1(𝐴) + 𝑎𝑛𝑒𝑛+2(𝐴), 𝑛 ∈ N0. (1.3)

(Положим для удобства записи: (𝑙1+𝑓(𝑞1, . . . , 𝑞𝑘); 𝑙2+𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑘)) = (𝑙1+𝑓(𝑞1, . . . , 𝑞𝑘); 𝑙2+𝑝→
→ 𝑞) = (𝑙1 + 𝑞 → 𝑝; 𝑙2 + 𝑓(𝑝1, . . . , 𝑝𝑘)).)

Теперь осуществим сложение векторов 𝑒𝑛+1 и 𝑒𝑛+2 по правилу треугольника, тогда
𝑛 = 2𝑚− 2 и 𝑛 = 2𝑚− 1 соответственно получаем

𝑒2𝑚+1(𝐴) = 𝑒2𝑚−1(𝐴) + 𝑎2𝑚−3𝑒2𝑚(𝑞2𝑚−4; 𝑝2𝑚−4) =

𝑒2𝑚−1(𝐴) +
∑︀𝑎2𝑚−2−1

𝑘2𝑚+1=0 𝑒2𝑚(𝑞2𝑚−4 + 𝑘2𝑚+1𝑞2𝑚−3, ; 𝑝→ 𝑞),

𝑒2𝑚+2(𝐴) = 𝑎2𝑚−1𝑒2𝑚+1(𝐴) + 𝑒2𝑚(𝑎2𝑚−1𝑞2𝑚−2; 𝑝→ 𝑞) =∑︀𝑎2𝑚−1−1
𝑘2𝑚+2=0 𝑒2𝑚+1(𝑘2𝑚+2𝑞2𝑚−2; 𝑘2𝑚+2𝑝2𝑚−2) + 𝑒2𝑚(𝑎2𝑚−1𝑞2𝑚−2; 𝑝→ 𝑞).

(1.4)

Треугольники, получаемые при сложении согласно формуле Пика ([18] – [20]) и тождеству
в скобках из (1.1), во-первых, не содержат внутри себя целых точек, во-вторых, лежат по
левую сторону от полученной суммы, причем первый треугольник принадлежит внутренности
Δ∘𝑂𝐴𝐵, за исключением точки 𝐴, 𝐴𝐵 пересекает второй треугольник по его внутренности.
С помощью полученных равенств мы можем заменять каждый вектор-слагаемое суммами,
определяемые крайними правыми частями из (1.4) при соответствующей замене индексов и
точек приложения векторов-слагаемых, при этом вновь появляющиеся многоугольники будут
содержать целые точки только на своей границе согласно тождеству в (1.1) и формуле Пика.
Формулы (1.4) запишем в общем виде:

𝑒2𝑚+1(𝑙1; 𝑙2) = 𝑒2𝑚−1(𝑙1; 𝑙2) + 𝑎2𝑚−2𝑒2𝑚(𝑙1 + 𝑞2𝑚−4; 𝑙2 + 𝑝2𝑚−4),=

𝑒2𝑚−1(𝑙1; 𝑙2) +
∑︀𝑎2𝑚−2−1

𝑘2𝑚+1=0 𝑒2𝑚(𝑙1 + 𝑞2𝑚−4 + 𝑘2𝑚+1𝑞2𝑚−3; 𝑙2 + 𝑝→ 𝑞),
(1.5)

𝑒2𝑚′+2(𝑙
′
1; 𝑙

′
2) = 𝑎2𝑚′−1𝑒2𝑚′+1(𝑙

′
1; 𝑙

′
2) + 𝑒2𝑚′(𝑙′1 + 𝑎2𝑚′−1𝑞2𝑚′−2;

𝑙′2 + 𝑝→ 𝑞) =
∑︀𝑎2𝑚′−1−1

𝑘2𝑚′+2=0 𝑒2𝑚′+1(𝑙
′
1 + 𝑘2𝑚′+2𝑞2𝑚′−2; 𝑙

′
2 + 𝑘′𝑝2𝑚′−2)+

𝑒2𝑚′(𝑙′1 + 𝑎2𝑚′−1𝑞2𝑚′−2; 𝑙
′
2 + 𝑝→ 𝑞).

(1.6)

где 𝑚,𝑚′ : (∈ N), точки приложения (𝑙1; 𝑙2) и (𝑙′1; 𝑙
′
2) векторов задаются теми частными слу-

чаями, к которым применяться эти формулы. Формулы (1.5) и (1.6) назовем формулами це-
лочисленной аппроксимации цепной дроби [𝑎0; 𝑎1, . . .], в связи с чем см. [17].
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3. Алгоритмическое построение ступенчатой ломаной S
−
𝐴𝐵, определяемое

цепной дробью [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑁 ′+1] =
𝑝
𝑞

Это построение основано на индуктивном методе.
База индукции. Положим в (1.5) и (1.6) 𝑚=3, (𝑙1; 𝑙2)=(0; 0), 𝑚′=2, (𝑙′1; 𝑙

′
2)=(𝑞2+𝑘7𝑞3; 𝑝→

→ 𝑞) = (𝑎3 + 1 + 𝑘7𝑞3; 1 + 𝑘7𝑝3), тогда

𝑒7(0; 0) = 𝑒5(0; 0) +
∑︀𝑎4−1

𝑘7=0 𝑒6((𝑞2 + 𝑘7𝑞3; 𝑝→ 𝑞)) = 𝑒5(0; 0) +
∑︀𝑎4−1

𝑘7=0(︁∑︀𝑎3−1
𝑘6=0 𝑒5(𝑘7𝑞3 + (𝑘6 + 1)𝑞2; 𝑝→ 𝑞) + 𝑒4(𝑘7𝑞3 + (𝑎3 + 1)𝑞2; 𝑝→ 𝑞)

)︁
.

(1.7)

Так как здесь ординаты векторов-слагаемых 𝑒4 = (𝑎4; 1) и 𝑒5 = (𝑎4 + 1; 1) равны единице, ибо
𝑎2 = 1 (а их абсциссы находятся с помощью (1.1)) и, взятые в естественном порядке из правой
части последнего равенства, то они дают единственную ступенчатую ломаную, см. рис. 1. Эта
ломаная есть левая ступенчатая аппроксимация (марш) вектора 𝑒7(0; 0), которую запишем
в виде упорядоченного набора.

M−7;0(𝐴) = ⟨M
−
5;0(𝐴); M

−
6;0(𝐴𝑝2), . . . , M

−
6;𝑎4−1(𝐴𝑝4−𝑝3)|𝑝4=𝑎4𝑝3+𝑝2⟩, (1.8)

и будем говорить, что она порождена вектором 𝑒7(0; 0). Здесь компоненты этого набора также
есть марши соответственно векторов 𝑒5(𝐴), 𝑒6(𝐴𝑝2+𝑘7𝑝3), где 𝐴𝑝2+𝑘7𝑝3 = (𝑞 → 𝑝; 𝑝2 + 𝑘7𝑝3),
𝑘7 = 0, 𝑎4 − 1.

Рис. 1: Построение левой ступенчатой аппроксимации M−7;0(𝐴) для вектора 𝑒7(𝐴) = (𝑞4; 𝑝4)𝐴.
Здесь подходящая дробь 𝑝4

𝑝4
= 7

12 = [0; 1, 1, 2, 2].

Марш M−5;0(𝐴) получается из (1.5) и (1.6) также при 𝑚 = 2 и 𝑚′ = 2. Так как 𝑎2 = 1, то
𝑒5(𝐴) = 𝑒3(𝐴) + 𝑒4(𝐴𝑝0), что нам дает

M−5;0(𝐴) = ⟨M
−
3;0(𝐴); M

−
4;0(𝐴𝑝0)⟩, M−4;0(𝐴𝑝0) = 𝑒3 + M4;0(𝐴). (1.9)
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где M−3;0(𝐴) — левая ступенчатая аппроксимация вектора 𝑒3(𝐴) в виде горизонтального от-
резка длины 𝑎1, совпадающий с 𝑒3(𝐴), а M−4;0(𝐴𝑝0) — такая же ломаная, состоящая из лвух
звеньев — горизонтального и вертикального, трех вершин — 𝐴𝑝0 , (𝑞0 + 1 : 𝑝0) = (𝑎1 + 1 : 0)
и (𝑞2 : 𝑝2) = (𝑎1 + 1 : 1). Из проделанных построений следует, что марши M−3;0(𝐴), M

−
5;0(𝐴) и

M4;0(𝐴𝑝0) принадлежат S
−
𝐴𝐵, а марш M−4;0(𝐴) не принадлежат S

−
𝐴𝐵, ибо его порождающий вектор

𝑒4(𝐴) лежит по правую сторону от прямой 𝑙𝐴𝐵, а вектор-слагаемые входящие в (1.7) лежат
по левую сторону от 𝑙𝐴𝐵, см. рис. 1.

Марш M−6;0(𝐴𝑝2) из (1.8) запишем также с учетом того, что 𝑎3𝑝2+𝑝2 = 𝑎3𝑝2+𝑝1+𝑝0 = 𝑝0+𝑝3,
в виде упорядоченного набора:

M−6;0(𝐴𝑝2) = ⟨M
−
5;0(𝐴𝑝2), . . . , M

−
5;𝑎3−1(𝐴𝑎3𝑝2); M

−
4;𝑎3

(𝐴𝑎3𝑝2+𝑝2)⟩, (1.10)

где для 𝑘6 = 1, 𝑎3 компоненты

M−5;𝑘6−1(𝐴𝑘6𝑝2) = (𝑘6 − 1)𝑒5 + M−5;0(𝐴), M
−
4;𝑎3

(𝐴(𝑎3+1)𝑝2) = (𝑎3 + 1)𝑒5 + M−4;0(𝐴) =

(𝑎3 + 1)𝑒5 − 𝑒3 + M−4;0(𝐴𝑝0) = 𝑎3𝑒5 + 𝑎2𝑒4 + M−4;0(𝐴𝑝0)|𝑎2=1 = 𝑒6 + M−4;0(𝐴𝑝0).
(1.11)

Далее, при каждом фиксированном 𝑘7 = 1, 𝑎4 марш

M−6;𝑘7−1(𝐴𝑝2+(𝑘7−1)𝑝3) = (𝑘7 − 1)𝑒6 + M−6;0(𝐴𝑝2), (1.12)

что является завершающим аккордом в построении марша M−7;0 из (1.8), вследствие чего полу-
чаем базу индукции в виде формулы (1.8).

Аналогичная терминология и обозначения применяются ниже без пояснений.
Формулы (1.7) — (1.11) дают метод индуктивного перехода с поморью формул (1.5) и (1.6)

при (𝑙1; 𝑙2) = (0; 0), 𝑚′ = 𝑚−1, (𝑙′1; 𝑙
′
2) = (𝑞2𝑚−4+𝑘2𝑚+1𝑞2𝑚−3; 𝑝→ 𝑞), 𝑚 =

−−−→
4, 𝑁 ′, тогда с учетом

того, что 𝑝2𝑚−4+(𝑎2𝑚−2−1)𝑝2𝑚−3 = 𝑝2𝑚−2−𝑝2𝑚−3 получаем алгоритмическое задание ломаной
S−𝐴𝐵 в виде рекуррентных формул (1.13) и (1.14):

M−2𝑚+1;0(𝐴) = ⟨M
−
2𝑚−1;0(𝐴); M

−
2𝑚;0(𝐴𝑝2𝑚−4), ., M

−
2𝑚;𝑎2𝑚−2−1(𝐴𝑝2𝑚−2−𝑝2𝑚−3)⟩ (1.13)

где компоненты M−2𝑚;𝑘2𝑚+1−1(·) для 𝑘2𝑚+1 = 1, 𝑎2𝑚−2 определяются через

M−2𝑚;𝑘2𝑚+1−1(𝐴𝑝2𝑚−4+(𝑘2𝑚+1−1)𝑝2𝑚−3
) = ⟨M−2𝑚−1;0(

𝐴𝑝2𝑚−4+(𝑘2𝑚+1−1)𝑝2𝑚−3
), . . . , M−2𝑚−1;𝑎2𝑚−3−1(𝐴𝑎2𝑚−3𝑝2𝑚−4+(𝑘2𝑚+1−1)𝑝2𝑚−3

); M−2𝑚−2;𝑎2𝑚−3
(𝐴(𝑎2𝑚−3+1)𝑝2𝑚−4+(𝑘2𝑚+1−1)𝑝2𝑚−3

)⟩,
(1.14)

для 𝑚 = 3, 𝑁 ′ с начальными условиями (1.8), причем 𝑁 ′ такое, что 𝑁 = 2𝑁 ′ + 1.
Технически алгоритм (1.13) реализуется следующим образом. Начальные условия (1.8)

дают марш M−7;0(𝐴) из (1.13) при𝑚 = 3. Компоненты из (1.13) и (1.14) находятся подобно (1.11)
и (1.12) через параллельный сдвиг:

M−2𝑚−1;𝑘2𝑚−1(𝐴𝑘2𝑚𝑝2𝑚−4) = 𝑘2𝑚𝑒2𝑚−1 + M−2𝑚−1;0(𝐴), 𝑘2𝑚 = 1, 𝑎2𝑚−3;

𝑘2𝑚 = 𝑎2𝑚−3 + 1; M−2𝑚−2;𝑎2𝑚−3
(𝐴(𝑎2𝑚−3+1)𝑝2𝑚−4

) = (𝑎2𝑚−3 + 1)𝑒2𝑚−1

+M−2𝑚−2;0(𝐴) = 𝑎2𝑚−3𝑒2𝑚−1 + 𝑎2𝑚−4𝑒2𝑚−2 + M−2𝑚−2;0(𝐴𝑝2𝑚−6),

(1.15)

и для 𝑘2𝑚+1 = 1, 𝑎2𝑚−2

M−2𝑚;𝑘2𝑚+1−1(𝐴𝑝2𝑚−4+(𝑘2𝑚+1−1)𝑝2𝑚−3
) = (𝑘2𝑚+1 − 1)𝑒2𝑚 + M−2𝑚;0(𝐴𝑝2𝑚−4) (1.16)

На выходе этот алгоритм дает ступенчатую ломаную S−𝐴𝐵, так как каждый последующий
марш в (1.13) получается из предыдущего параллельным сдвигом, начиная с марша (1.8) с
учетом (1.9) – (1.11). Вследствие чего имеет место
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Теорема 1. Пусть 𝐴𝑒1𝑒2 — система координат с базисом 𝑒1 = (−1; 0)𝑂𝑋𝑌 , 𝑒2 =
= (0; 1)𝑂𝑋𝑌 и началом 𝐴 = (𝑞; 0)𝑂𝑋𝑌 , где координаты взяты в прямоугольной систе-
ме координат 𝑂𝑋𝑌 . Тогда алгоритм, определяемый рекуррентными формулами (1.13) —
(1.16) с начальными условиями (1.8), на выходе при 𝑚 = 𝑁 ′ дает аналитическое задание
в 𝐴𝑒1𝑒2 левой ступенчатой аппроксимация S

−
𝐴𝐵 отрезка 𝐴𝐵, порожденного цепной дробью

[0; 𝑎1, 1, 𝑎3, 𝑎4, . . . , 𝑎𝑁 ] (=
𝑝
𝑞 , 𝐵 = (0; 𝑝)𝑂𝑋𝑌 ).

Аналитическое задание правой целочисленной ступенчатой аппроксимация S+𝐴𝐵 отрезка
𝐴𝐵, определяемого цепной дроби [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, 𝑎4, . . . , 𝑎𝑁 ] имеет тот же вид, что и S−𝐴𝐵 в 𝐴𝑒1𝑒2
только в системе координат 𝐵𝑒′1𝑒

′
2 с базисом 𝑒′1 = (1; 0)𝑂𝑋𝑌 , 𝑒′2 = (0;−1)𝑂𝑋𝑌 и началом

𝐵 = (0; 𝑝)𝑂𝑋𝑌 в силу центральной симметрии прямоугольника 𝑂𝐴𝐵𝐶, где 𝐶 = (𝑞; 𝑝)𝑂𝑋𝑌 .
Чтобы получить аналитическое представление S−𝐴𝐵 и S+𝐴𝐵 в системе координат 𝑂𝑋𝑌 нужно
соответственно перейти от 𝐴𝑒1𝑒2 и 𝐵𝑒′1𝑒

′
2 к 𝑂𝑋𝑌 .

2. Некоторые геометрические характеристики марша S
−
𝐴𝐵

1. Расположение ступеней ширины 𝑎1 в S
−
𝐴𝐵

Здесь основная задача следующая: найти аналитическое задание ступени h−𝑖 (𝐴𝑖;𝐴𝑖+1) ши-
рины 𝑎1, порожденной вектором 𝑒4(𝐴𝑖) = (𝑞1; 𝑝1)𝐴𝑖

= (𝑎1; 1)𝐴𝑖
, для каждого порядкового

номера 𝑖, полученного при счете ступеней ширины 𝑎1 при движение по маршу S−𝐴𝐵 вверх. В
обозначении ступени h−𝑖 (𝐴𝑖;𝐴𝑖+1) точки 𝐴𝑖 и 𝐴𝑖+1 есть концы вектора 𝑒4(𝐴𝑖), а индексы у этих
точек, как и у самой ступени — их ординаты. Для краткости записи чаще будем применять
обозначение h−𝑖 (·; ·) вместо того, которое ввели.

Положим 𝑚 = 3 в (1.13), тогда получаем марш M−7;0(𝐴), см. (1.8). Первая его компонента
M−5;0(𝐴) (см. (1.9)) порождена вектором 𝑒5(𝐴) и поэтому она есть нулевая ступень h−0 (𝐴;𝐴𝑝2)
ширины 𝑎1+1, а остальные 𝑎4 компоненты задаются (1.10) и (1.11). Из (1.9) — (1.11) следует,
что каждый марш M−6;𝑘7−1(𝐴𝑝2+(𝑘7−1)𝑝3) при фиксированном 𝑘7 = 1, 𝑎4 содержит одну ступень
ширины 𝑎1:

h−(𝑎3+1)𝑝2+(𝑘7−1)𝑝3
(·; ·) = (𝑘7 − 1)𝑒6 + 𝑎3𝑒5 + 𝑎2𝑒4 + M−4;0(𝐴𝑝0) =(1.2)𝐴𝑒1𝑒2

𝑘7𝑒6 + (𝑎2 − 1)𝑒4|𝑎2=1 + M−4;0(𝐴𝑝0) = 𝑘7𝑒6 + M−4;0(𝐴𝑝0) = h−𝑝0+𝑘7𝑝3(·; ·),
𝐻−

7;0(𝐴) = ∪
𝑎4
𝑘7=1{𝑘7𝑒6 + M−4;0(𝐴𝑝0)} = ∪

𝑎4
𝑘7=1{h

−
𝑝0+𝑘7𝑝3

(·; ·)},
(2.1)

где обозначение (1.2)𝐴𝑒1𝑒2 говорит, что равенства (1.2) рассматриваются в 𝐴𝑒1𝑒2. Здесь
M−4;0(𝐴𝑝0) в силу (1.9) не является ступенью, а составляет только часть нулевой ступени,
𝐻−

7;0(𝐴𝑝2) — множество, полученное объединением всех ступеней ширины 𝑎1 в количестве 𝑎4
штук из M−7;0(𝐴). Отметим, что параметр 𝑘7 указывает их порядок расположения среди ступе-
ней ширины 𝑎1 при движении по маршу M−7;0(𝐴) вверх. Вследствие введения такого порядка
h−𝑝0+𝑝3(·; ·) есть первая ступень, принадлежащая второй компоненте M

−
6;0(𝐴𝑝2) из M

−
7;0(𝐴). Каж-

дая ступень h−𝑝0+𝑘7𝑝3(·; ·) из (2.1) является горизонтальным звеном ломаной S
−
𝐴𝐵 соответственно

начало и конец, которого в 𝑂𝑋𝑌 таковы:

A𝑝0+𝑘7𝑝3 = (𝑞 − (𝑞0 + 𝑘7𝑞3); 𝑝0 + 𝑘7𝑝3)𝑂𝑋𝑌 ,
Ae𝑝2+𝑘7𝑝3 = (𝑞 − (𝑞2 + 𝑘7𝑞3); 𝑝0 + 𝑘7𝑝3)𝑂𝑋𝑌 .

Итак, маршу M−7;0(𝐴) принадлежит ровно 𝑎4 ступеней h−𝑝0+𝑘7𝑝3(·; ·) ширины 𝑎1, которые по-

лучаются параллельным переносом горизонтального отрезка M−4;0(𝐴𝑝0) с концевыми точками
𝐴𝑝0 = (1; 0) и 𝐴e

𝑝2 = (𝑎1 + 1; 0). Этот перенос задается левой частью из последнего равенства
в (2.1), когда 𝑘7 пробегает множество {1, 𝑎4}.
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Остальные искомые ступени определяются с помощью алгоритма в виде параллельных
переносов (1.15) и (1.16). Работу этого алгоритма отразим на графе с рис. 2.

Рис. 2: Граф, дающий значение индексов ступеней ширины 𝑎1 марша M−2𝑚+1;0(𝐴), 𝑚 = 3, 𝑁 ′.
На графе e = 𝑒, 𝑘𝑠 = 1, 𝑎𝑠−3, 𝑠 = 2𝑚+ 1.

Описание графа на рис. 2. Вершины 𝐻−
𝑘;0(·), 𝑘 = 7, 2𝑚+ 1, есть множества, образованное

ступенями ширины 𝑎1 и принадлежащие маршу M
−
𝑘;0(·), а направленные ребра снабжены весом

в виде одного вектора или семейства векторов, определяемых параметром 𝑘𝑠, 𝑠 = 2𝑚+1, если
вес не указан, то считается, что это ребро имеет нулевым вектором.

Множество 𝐻−
𝑘;0(·), 𝑘 = 8, 2𝑚+ 1, есть объединение множеств 𝐻−

𝑘−2;0(·) и 𝐻
−
𝑘−1;0(·) после

того, как к любому элементу каждого из этих прибавляются соответствующие векторы, в слу-
чае когда вес есть семейство векторов, то прибавляется каждый вектор этого семейства. (При
𝑘 − 2 = 6,нужно заменить множество 𝐻−

6;0(·) на M−4;0(𝐴𝑝0).) Такой процесс объединения обес-
печивается алгоритмом, определяемым (1.15) и (1.16). Первый шаг работы этого алгоритма
дает (2.1).

Так как в вершину 𝐻−
7;0(·) входит только одно ребро,а из каждой вершины 𝐻−

𝑘;0(·) исходит
два ребра при 𝑘 = 7, 2𝑚+ 1 и входит также два при 𝑘 = 8, 2𝑚+ 1, то общее количество
путей с началом M−4;0(𝐴𝑝0) и концом 𝐻−

2𝑚+1;0(·) равно числу Фибоначчи 𝐹2𝑚−5 при условии,
что 𝐹0 = 𝐹1 = 1.

Пусть 𝑊2𝑚+1 = {𝑤2𝑚+1;1, . . . , 𝑤2𝑚+1;𝐹2𝑚−5} — множество путей из M4;0(𝐴𝑝0) в 𝐻2𝑚+1;0(𝐴),
а 𝑉̇ (𝑤2𝑚+1;𝑖) = {𝑣̇𝑙(𝑤2𝑚+1;𝑖)}2𝑚+1;𝑗𝑖

𝑙=1 , 𝑖 = 1, 𝐹2𝑚−5, — последовательность весов, члены которой
есть либо семейства векторов, либо в виде одного вектора (включая и нулевые), из 𝑤2𝑚+1;𝑖,
взятые в порядке, который задает движение вдоль пути 𝑤2𝑚+1;𝑖 от M4;0(𝐴𝑝0) к 𝐻2𝑚+1;0(𝐴). При
любом фиксированном 𝑖 из {1, 𝐹2𝑚−5} выбираем произвольным образом вектор в каждом эле-
менте из 𝑉̇ (𝑤2𝑚+1;𝑖), который является семейством, далее суммируем выбранные векторы и
с оставшимися векторами, которые являются весами для пути 𝑤2𝑚+1;𝑖). Ординату получен-
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ного вектора складываем с 𝑝0 получаем индекс ступени ширины 𝑎1, принадлежащей S−𝐴𝐵 и
порожденной путем 𝑤2𝑚+1;𝑖) для конкретно выбранных его весов. Перебирая содержимое всех
семейств векторов из 𝑉 (𝑤2𝑚+1;𝑖) таким образом при произвольно фиксированном 𝑖, получа-
ем множество искомых ступеней, который дает путь 𝑤2𝑚+1;𝑖. Поступаем так с каждым 𝑖 из
{1, 𝐹2𝑚−5} мы найдем индексы всех искомых ступеней ширины 𝑎1, принадлежащие маршу
M2𝑚+1;0(𝐴), 𝑚 = 3, 𝑁 ′, причем M−2𝑁 ′+1;0(𝐴) = S−𝐴𝐵. Индекс ступени дает её аналитическое за-

дание. Множество всех ступеней ширины 𝑎1 из M−2𝑚+1;0(𝐴) обозначим 𝐻−
2𝑚+1;0(𝐴), которое

является вершиной графа, как отмечалось выше.

2. Количество ступеней ширины 𝑎1 в S
−
𝐴𝐵

В силу построений в пункте 1 количество ступеней ширины 𝑎1 в S−𝐴𝐵 равно мощности
|𝐻−

2𝑁 ′+1;0(𝐴)| множества 𝐻−
2𝑁 ′+1;0(𝐴). Последнее получается с помощью алгоритма, работу

которого описывает граф на рис. 2, его вершинами служат множества M−4;0(𝐴𝑝0), 𝐻
−
7;0(𝐴),

𝐻−
8;0(𝐴𝑝4), 𝐻

−
9;0(𝐴), 𝐻

−
10;0(𝐴𝑝6), . . . , 𝐻

−
2𝑚;0(𝐴𝑝2𝑚−4), 𝐻2𝑚+1;0(𝐴), где 𝐴𝑝𝑗 = (𝑞𝑗 ; 𝑝𝑗) = (𝑞 − 𝑞𝑗 ;

𝑝𝑗)𝑂𝑋𝑌 , причем 𝑝𝑗/𝑞𝑗 есть подходящая дробь порядка 𝑗 цепной дроби [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑁 ]. Упо-
рядочим вершины этого графа с помощью первых индексов, тогда M−4;0(𝐴𝑝0) — начальная вер-

шина, а 𝐻−
2𝑘+5;0(·), 𝑘 = 1,𝑚− 2, будет 𝑘-ой вершиной. M−4;0(𝐴𝑝0) есть множество в виде одного

отрезка с концами (𝑎−1 + 1; 0) = (𝑞 − (𝑎−1 + 1); 0)𝑂𝑋𝑌 и (1; 0) = (𝑞 − 1; 0)𝑂𝑋𝑌 , который не яв-
ляется ступенью. Нечетная вершина 𝐻𝑗;0(𝐴), 𝑗 = 7, 9, . . . , 2𝑚 + 1, — это множество ступеней
ширины 𝑎−1 , принадлежащих маршу M−𝑗;0(𝐴) вектора-отрезка 𝑒𝑗(𝐴), приложенного к 𝐴 и кон-

цом 𝐴𝑝𝑗−3 . Для четного 𝑗+1 = 8, 10, . . . , 2𝑚, кроме 𝑗 = 2𝑚+1, множество 𝐻−
𝑗+1;0(𝐴𝑝𝑗−3) также

состоит из всех ступеней такого же сорта, но взятых из марша M−𝑗+1;0𝐴𝑝(𝑗−3
) вектора-отрезка

𝑒𝑗+1(𝐴𝑝𝑗−3) с началом 𝐴𝑝𝑗−3 и концом 𝐴𝑝𝑗−3+𝑝𝑗−2 . Каждая 𝑘-ая вершина есть результат работы
алгоритма на 𝑘-ом шаге. Чтобы получить последующую вершину, нужно каждый элемент из
предыдущей вершины параллельно сместить на вес входящего в неё ребра при произвольно
фиксированном значении параметра 𝑘𝑠 на рис. 2.

Согласно рассуждениям конца пункта 1 имеет место следующая рекуррентная последова-
тельность равенств:

|𝐻−
7;0(𝐴)| = 𝑎4, |𝐻−

8;0(𝐴𝑝4)| = 1 + 𝑎4, |𝐻−
9;0(𝐴)| = |𝐻

−
7;0(𝐴)|+ 𝑎5|𝐻−

8;0(𝐴𝑝4)|,
|𝐻−

10;0(𝐴𝑝6)| = |𝐻
−
8;0(𝐴𝑝4)|+ 𝑎6|𝐻−

9;0(𝐴)|, . . . , |𝐻
−
2𝑚;0(𝐴𝑝2𝑚−4)| = |𝐻−

2𝑚−2;0(𝐴𝑝2𝑚−6)|
+𝑎2𝑚−4|𝐻−

2𝑚−1;0(𝐴)|, |𝐻
−
2𝑚+1;0(𝐴)| = |𝐻

−
2𝑚−1;0(𝐴)|+ 𝑎2𝑚−3|𝐻−

2𝑚;0(𝐴𝑝2𝑚−4)|.
(2.2)

Левые части 𝐻−
𝑘;0(·) для 𝑘 = 7.2𝑚+ 1 этих равенств представляют собой многочлены

𝐾𝑘(𝑎4, 𝑎5, . . . , 𝑎𝑘−4) от переменных 𝑎4, 𝑎5,. . . ,𝑎𝑘−4, что нам дает возможность записать (2.2) в
виде рекуррентного соотношения для 𝑘 = 9.2𝑚+ 1, а именно:

𝐾𝑘(𝑎4, 𝑎5, . . . , 𝑎𝑘−4) = 𝑎𝑘−4𝐾𝑘−1(𝑎4, 𝑎5, . . . , 𝑎𝑘−5) +𝐾𝑘−2(𝑎4, 𝑎5, . . . , 𝑎𝑘−6) (2.3)

с начальными условиями: 𝐾7 = |𝐻−
7;0(𝐴)| = 𝑎4 и 𝐾8 = |𝐻−

8;0(𝐴𝑝4)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑎4 1
−1 1

⃒⃒⃒⃒
, где последнее

выражение есть определитель 2-го порядка. Отметим, что это рекуррентное соотношение дает
континуанту индекса 𝑘 с начальными условиями 𝐾−1 = 0, 𝐾0 = 1, см. [24].
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Отсюда получаем, что количество ступеней ширины 𝑎1 из S−𝐴𝐵 задается определителем
(2𝑁 ′ − 5)-го прядка:⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑎4 1 0 0 . . . . . . 0 0
−1 1 1 0 . . . . . . 0 0
0 −1 𝑎5 1 . . . . . . 0 0

0 0 −1 𝑎6
. . . . . . 0 0

...
...

...
. . . . . .

...
...

...
0 0 0 0 . . . . . . 𝑎2𝑁 ′−4 1
0 0 0 0 . . . . . . −1 𝑎2𝑁 ′−3

′ ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
= |𝐻−

2𝑁 ′+1;0(𝐴). (2.4)

3. Заключение

Исследование данной статьи связаны с задачей С.В. Конягина о шахматной раскраске,
см. [25]. Формулировка задачи Конягина: пусть клетки первой четверти 𝐼𝑂𝑋𝑌 системы
координат 𝑂𝑋𝑌 раскрашены в шахматном порядке, а прямая 𝑙𝛼(𝑡) : 𝑦 = −𝛼𝑥 + 𝑡, 𝑡 > 0,
отсекает от 𝐼𝑂𝑋𝑌 треугольник Δ(𝑡). Разность между числами белых и черных клеток,
входящих в Δ(𝑡) не ограничена ни снизу, ни сверху при 𝑡 → ∞ для любого положительного
иррационального числа 𝛼.

Эта задача решена для 𝛼=𝑒±1=[2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, . . .]±1, [𝑎−0 ; 𝑎
−
1 , 𝑎

−
2 , . . .]

±1, [𝑎+0 ; 𝑎
+
1 , 𝑎

+
2 , . . .]

±1,
[𝑎+0 ; 𝑎

−
1 , 𝑎

+
2 , . . .]

±1, где 𝑎+𝑛 — четно, а 𝑎−𝑛 — нечетно, см. [14] – [17]. Все рассматриваемые цеп-
ные дроби имеют периодичность по четности, что порождает аналогичную периодичность
для их подходящих дроби 𝛼𝑛 = 𝑝𝛼,𝑛/𝑞𝛼,𝑛. Это свойство дает возможность найти разность
𝜖𝑛(𝛼) между числами белых и черных клеток треугольника Δ(𝑝𝛼,𝑛), отсекаемого прямой
𝑙(𝑝𝛼,𝑛) : 𝑦 = −𝛼𝑛𝑥 + 𝑝𝛼,𝑛 от 𝐼𝑂𝑋𝑌 . Затем с помощью последовательности {𝜖𝑛(𝛼)}∞𝑛=1 при
фиксированном 𝛼 строим две последовательности, одна из которых не ограничена снизу, а
другая — сверху , которые дают требуемый результат, в связи с чем см. конец пункта 1.

Попытки распространить такой метод на цепные дроби, имеющие период по четности их
элементов больше двух, захлебнулись в громоздкости выкладок.

Полученные результаты предполагается использовать для нахождения разности аналогич-
ных 𝜖𝑛(𝛼). Это надежда связана со следующим. Пусть клетки первого квадранта раскрашены
в шахматном порядка так, что угловая клетка белая. Если нам известны координаты верши-
ны некоторой клетки, то по этим координатам мы можем установить её цвет. Это следует из
того, что диагональ любой белой клетки, определяемая вершинами с координатами одинако-
вой четности, составляет угол 45∘ с положительным направлением оси 𝑂𝑋, другая диагональ,
имеющая вершины с координатами разной четности — 135∘, а для любой черной клетки всё
наоборот. Если K(𝑥;𝑦)𝑂𝑋𝑌

есть клетка такая, что её ближайшая вершина к 𝑂 имеет координаты
(𝑥; 𝑦)𝑂𝑋𝑌 , то индикатором этой клетки будет служить степень (−1)𝑥+𝑦. Если 𝐾(𝑥;𝑦)𝑂𝑋𝑌

—
белая, то 𝑥 + 𝑦 четно и (−1)𝑥+𝑦 = 1, если 𝑥 + 𝑦 нечетно и (−1)𝑥+𝑦 = −1, то клетка 𝐾(𝑥;𝑦)𝑂𝑋𝑌

черная. Поэтому будем писать K(𝑥;𝑦)𝑂𝑋𝑌
= (−1)𝑥+𝑦 а координаты (𝑥; 𝑦)𝑂𝑋𝑌 назовём координа-

тами клетки 𝐾(𝑥;𝑦)𝑂𝑋𝑌
в 𝑂𝑋𝑌 .

В пункте 3 показано, что ширина каждой ступеней из S−𝐴𝐵 равна 𝑎1 или 𝑎1+1, где 𝑎1 элемент
первого порядка цепной дроби [0; 𝑎1, 1, 𝑎3, . . . , 𝑎2𝑁 ′+1]. Поэтому при 𝑎1 = 𝑎−1 ширина 𝑎−1 + 1
четна, а, следовательно, разность между числами белых и черных клеток прямоугольника,
принадлежащего треугольнику 𝑂𝐴𝐵, у которого одна из сторон есть ступень ширины 𝑎−1 +1,
равна нулю.

Пусть (𝑥1; 𝑦1)𝑂𝑋𝑌 ,. . . , (𝑥𝐼 ; 𝑦𝐼)𝑂𝑋𝑌 — координаты левых вершин 𝐴𝑠1 , . . . , 𝐴𝑠𝐼 , ступеней
наименьшей ширины 𝑎−1 из S−𝐴𝐵, где 𝐼 = |𝐻−

2𝑁 ′+1;0(𝐴)|, см. (2.4). Эти координаты устанавлива-
ются посредством алгоритма, построенного в пункте 1, — работу его описывает граф на рис.
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2. Поэтому разность 𝜇(Ŝ𝐴𝐵) между числами белых и черных клеток из 𝑂𝐴𝐵 определяется
формулой:

𝜇(Ŝ𝐴𝐵) =
∑︀𝐼

𝑖=1(−1)𝑥𝑖𝛿⊖,𝑦±𝑖 , (3.1)

где Ŝ𝐴𝐵 — клетчатая область, состоящая из клеток, принадлежащих 𝑂𝐴𝐵, (−1)𝑥𝑖 — инди-
катор клетки K(𝑥𝑖;0)𝑂𝑋𝑌

, 𝛿⊖,𝑦±𝑖
— символ Кронекера, а верхний индекс ± в обозначении 𝑦±𝑖

указывает на четность ординаты 𝑦𝑖 — плюс говорит, что она четна, минус — нечетна, что
также отражается в виде записи: 𝑦+𝑖 = ⊕ и 𝑦−𝑖 = ⊖. Если мы сможем устанавливать число 𝐼 ′

ступеней ширины 𝑎1 с нечетными ординатами 𝑦−𝑖 , 𝑖 = 𝑖𝑖′1 , 𝑖𝑖′2 , . . . , 𝑖𝐼′ , а также количества чет-

ных и нечетных абсцисс точек из множества {(𝑥𝑖𝑖′1 ; 𝑦
−
𝑖𝑖′1
)𝑂𝑋𝑌 , . . . , (𝑥𝐼′ ; 𝑦

−
𝐼′)𝑂𝑋𝑌 }, то (3.1) нам

нужный результат. Напомним, что 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 вычисляется через формулы (1.1) после замены 𝑞
на 𝑥 и 𝑝 на 𝑦. Какие индексы у (𝑞𝑛; 𝑝𝑛) из (1.1) дают нам нужный результат в этом и состоит
основная трудность, в связи с чем см. [13].
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