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Аннотация

Обобщённые формальные группы Хонды являются следующей ступенью в цепочке
обобщений мультипликативная формальная группа – формальные группы Любина – Тей-
та — относительные формальные группы Любина – Тейта — формальные группы Хонды.
Этой работой мы продолжаем исследование свойств этого класса формальных групп, фо-
кусируясь на их гомоморфизмах. В частности показывается, что гомоморфизм обобщён-
ных формальных групп Хонды представляется в виде композиции цепочки выделенных
изогений и изоморфизма. С учётом предыдущих результатов это означает, что для обоб-
щённой формальной группы Хонды конечной высоты существует только конечное чис-
ло изогенных попарно неизоморфных формальных групп. Полученные результаты дают
представление о том, как могут быть устроены гомоморфизмы формальных групп над
произвольным 𝑝-адическим кольцом целых.
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Abstract

Generalized Honda formal groups are the next step in a chain of generalizations the
multiplicative formal group – Lubin-Tate formal groups — relative Lubin-Tate formal groups
— Honda formal groups. This paper continues the study of properties of this class of formal
groups focusing on their homomorphisms. In particular, we show that every homomorphism of
generalized Honda formal groups can be expressed as a composition of a chain of distinguished
isogenies and an isomorphism. It implies that for any generalized Honda formal group of finite
height an isogeny class contains only a finite number of isomorphism classes. The results obtained
give an idea of the structure of homomorphisms of formal groups over an arbitrary 𝑝-adic ring
of integers.
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Дорогому учителю

1. Введение

(Одномерная) формальная группа над кольцом 𝐴 — это формальный степенной ряд
𝐹 ∈ 𝐴[[𝑥, 𝑦]] такой, что

1. 𝐹 (𝑥, 0) = 𝑥

2. 𝐹 (𝐹 (𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝐹 (𝑥, 𝐹 (𝑦, 𝑧))

3. 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑦, 𝑥)

Гомоморфизмом из 𝐹 в 𝐺 называется 𝑓 ∈ 𝐴[[𝑥]]0, удовлетворяющий условию 𝑓(𝐹 (𝑥, 𝑦)) =
= 𝐺(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)). Любой 𝑓 ∈ Hom(𝐹,𝐺), 𝑓 ≡ 𝑎𝑥mod deg 2 однозначно определяется своим ли-
нейным коэффициентом 𝑎, что записывается как 𝑓 = [𝑎]𝐹,𝐺.

Пусть 𝑘1 — конечное расширение Q𝑝 с кольцом целых чисел 𝒪1, униформизирующей 𝜋 и
полем вычетов мощности 𝑞. Формальные группы Любина-Тейта [6] над 𝒪1, известные по сво-
ему применению в локальной теории полей классов, характеризуются наличием выделенной
изогении 𝑓 ∈ End(𝐹 ) такой, что 𝑓 ≡ 𝜋𝑥mod deg 2 и 𝑓 ≡ 𝑥𝑞mod𝜋.

Если 𝑘0 — неразветвлённое расширение 𝑘1 с кольцом целых чисел 𝒪0 и автоморфизмом
Фробениуса Δ, то можно определить относительные формальные группы Любина-Тейта [5]
над 𝒪0, которые уже будут обладать выделенной изогении 𝑓 ∈ Hom(𝐹, 𝐹Δ).

Формальные группы Хонды [1] над 𝒪0 определяются соотношениями на коэффициен-
ты своих логарифмов, но могут быть также охарактеризованы наличием выделенной изо-
гении 𝑓 ∈ Hom(𝐹, 𝐹1) такой, что 𝑓 ≡ 𝜋′𝑥mod deg 2 и 𝑓 ≡ 𝑥𝑞

ℎ
mod𝜋 (см. [4]) для некоторых

ℎ > 0, 𝜋′ ∈ 𝒪0 с 𝜋/𝜋′ ∈ 𝒪*
0.

Дальнейшее продвижение на этом пути даёт обобщённые формальные группы Хонды [2]
над кольцом целых 𝒪 вполне разветвленного расширения 𝑘0 степени 𝑒, 𝑒 < 𝑝. Как и формаль-
ные группы Хонды, они определяются соотношениями на коэффициенты своих логарифмов,
но также могут быть охарактеризованы наличием выделенной изогении 𝑓 ∈ Hom(𝐹, 𝐹1) такой,
что 𝑓 ≡ 𝜋1𝑥mod deg 2 и 𝑓 ≡ 𝑥𝑞ℎ mod𝜋 для некоторых ℎ > 0, 𝜋1 ∈ 𝒪 с 𝜋/𝜋1 ∈ 𝒪. При этом, если
формальные группы Хонды описывают все формальные группы над кольцом целых локаль-
ного поля, неразветвленного над Q𝑝, то обобщённые формальные группы Хонды дают нам
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описание всех формальных групп над кольцом целых локального поля, слабо разветвленного
над Q𝑝.

Основываясь на классификации обобщённых одномерных формальных групп Хонды, дан-
ном в [2], мы исследуем их гомоморфизмы, пытаясь обобщить известные результаты, каса-
ющиеся гомоморфизмов одномерных формальных групп Хонды. Преимущество этой класси-
фикации по сравнению с другими классификациями формальных групп над кольцами целых
локальных полей (например, [7]) заключается в том, что она также даёт полное описание их
гомоморфизмов.

Из арифметики типов Хонды ([1, теорема 3]) легко следует, для любой пары гомоморфиз-
мов, входящих в/исходящих из одной формальной группы таких, что линейный коэффициент
одного делится на линейный коэффициент другого, существует (и единственный) гомомор-
физм, замыкающий данную диаграмму. На языке категорий, для функтора L, который все
одномерные формальные группы над данным кольцом отображает в некий свободный мо-
дуль ранга 1, а каждый гомоморфизм — в умножение на его линейный коэффициент, каждый
морфизм формальных групп Хонды является декартовым/кодекартовым. В частном случае,
когда две из трёх формальных групп совпадают, из этого свойства следует, что существова-
ние изогении из 𝐹 в 𝐺 влечёт существование изогении из 𝐺 в 𝐹 , а когда совпадают все три
формальные группы, это свойство эквивалентно целозамкнутости кольца эндоморфизмов в
своем поле частных (ср. [8]). Кроме того, несложно показать, что любая изогения формальных
группы Хонды пропускается через выделенную, а значит, любой гомоморфизм может быть
представлен, как композиция последовательности выделенных изогений и изоморфизма.

Аналогичные утверждения доказывается в данной работе для обобщённых формальных
группы Хонды (теорема 2 и следствие из нее, теорема 3, теорема 5 и следствие из неё). Це-
лозамкнутость кольца эндоморфизмов обобщённых формальных групп Хонды в своем поле
частных была доказана ранее в работе [2]. Применением теоремы 5 является получение необ-
ходимого и достаточного условия, когда элемент кольца 𝒪 может быть линейным коэффици-
ентом гомоморфизма данной обобщённой формальной группы Хонды (теорема 6). Заметим,
что эта ситуация контрастирует с ситуацией формальных групп Хонды, когда любой элемент
кольца целых является линейным коэффициентом некоторого гомоморфизма, исходящего из
данной формальной группы, и значит функтор L задаёт фибрацию.

2. Обобщённые формальные группы Хонды

Пусть 𝑘/𝑘1 — конечное расширение локальных полей нулевой характеристики с индек-
сом ветвления 𝑒 и подполем инерции 𝑘0, т.е. 𝑘0/𝑘1 — неразветвлённое расширение степени
𝑒. Обозначим через Δ его автоморфизм Фробениуса. Пусть поле вычетов 𝑘1 = 𝑘0 имеет ха-
рактеристику 𝑝 ̸= 2 и мощность 𝑞. Обозначим через 𝒪,𝒪0,𝒪1 кольца целых полей 𝑘, 𝑘0, 𝑘1
соответственно. Выберем у полей 𝑘, 𝑘1 униформизующие Π, 𝜋. Предположим, что Π𝑒 = 𝛿𝜋 для
некоторого 𝛿 ∈ 𝒪*

0. Пусть 𝜈 — нормализованное нормирование 𝑘, т.е. 𝜈(Π) = 1.
Определим “координатные отображения” из 𝑘 в 𝑘0. Любой элемент 𝛼 ∈ 𝑘 можно однозначно

представить в виде 𝛼 = 𝑎0 + 𝑎1Π + · · · + 𝑎𝑒−1Π
𝑒−1, где 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑒−1 ∈ 𝑘0. Тогда положим

|𝛼|0 = 𝑎0, |𝛼|1 = 𝑎1, . . . , |𝛼|𝑒−1 = 𝑎𝑒−1. Эти отображения могут быть естественным образом
продолжены до отображений из 𝑘[[𝑥]] в 𝑘0[[𝑥]], а именно, для любого 𝜆 ∈ 𝑘[[𝑥]] однозначно
определены |𝜆|0, |𝜆|1, . . . , |𝜆|𝑒−1 ∈ 𝑘0[[𝑥]] такие, что

𝜆 = |𝜆|0 + |𝜆|1Π+ · · ·+ |𝜆|𝑒−1Π
𝑒−1.

Рассмотрим некоммутативное кольцо 𝐸0 = 𝒪0[[▲]] с правилом умножения ▲𝑎 = 𝑎Δ▲, 𝑎 ∈ 𝒪0

и определим его левое действие на множестве 𝑘0[[𝑥]] формулой ▲𝜙 = 𝜙Δ(𝑥𝑞), 𝜙 ∈ 𝑘0[[𝑥]].
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Нам также понадобится некоммутативное кольцо 𝐸 = 𝒪[[▲]] с тем же правилом умножения
▲𝛼 = 𝛼Δ▲, 𝛼 ∈ 𝒪. Чтобы определить его, продолжим Δ на 𝑘 по формуле

(𝑎0 + 𝑎1Π+ · · ·+ 𝑎𝑒−1Π
𝑒−1)Δ = 𝑎Δ0 + 𝑎Δ1 Π+ · · ·+ 𝑎Δ𝑒−1Π

𝑒−1, 𝑎0, . . . 𝑎𝑒−1 ∈ 𝑘0.

При этом очевидно (𝛼+ 𝛽)Δ = 𝛼Δ + 𝛽Δ, но (𝛼𝛽)Δ ̸= 𝛼Δ𝛽Δ.
Заметим, что 𝐸 не ассоциативно, если 𝛿 ̸∈ 𝒪1, однако 𝐴(𝐵𝐷) = (𝐴𝐵)𝐷 для любых

𝐴,𝐵 ∈ 𝐸,𝐷 ∈ 𝐸0. Это позволяет рассматривать левые главные идеалы 𝐸, порождённые
элементом 𝐸0.

Формальный степенной ряд 𝜆∈𝑘[[𝑥]] имеет тип (𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑒−1), где 𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑒−1∈
∈ 𝐸0▲, если 𝜆(𝑥) ≡ 𝑥mod deg 2 и 𝜋|𝜆|𝑖 ≡ 𝐴𝑖|𝜆|0mod𝜋, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑒− 1.

Напомним, что формальная группа 𝐹 над 𝒪0 называется формальной группой Хонды,
если её логарифм ℓ ∈ 𝑘0[[𝑥]] имеет тип Хонды 𝑢 для 𝑢 ∈ 𝐸0, 𝑢 ≡ 𝜋mod▲, то есть 𝑢ℓ ≡ 0mod𝜋.

Формальная группа 𝐹 над 𝒪 называется обобщённой формальной группой Хонды, если
её логарифм имеет тип (𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑒−1) для некоторых 𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑒−1 ∈ 𝐸0▲. При этом
любой 𝜆 ∈ 𝑘[[𝑥]]0, имеющий некоторый тип (𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑒−1), является логарифмом обобщён-
ной формальной группы Хонды над 𝒪 ([3, Теорема 1]), а если 𝑘1 = Q𝑝 и 𝑒 < 𝑝, то любая
формальная группа над 𝒪 является обобщённой формальной группой Хонды ([3, Теорема 3]).

Заметим, что из сравнения 𝜋|𝜆|0 ≡ 𝐴0|𝜆|0mod𝜋 следует, что |𝜆|0 имеет тип 𝜋−𝐴0, а значит
является логарифмом формальной группы Хонды над 𝒪0.

Будем говорить, что тип (𝐴0, . . . , 𝐴𝑒−1) имеет высоту ℎ, если для любого 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑒 − 1
коэффициенты 𝐴𝑧 при степенях ▲, меньших ℎ, делятся на 𝜋, и ℎ — наибольшее число, обла-
дающее этим свойством. Ясно, что высота типа не меньше 1.

Условие существования гомоморфизма между двумя обобщёнными формальными группа-
ми Хонды описывается в терминах их типов следующим образом.

Теорема 1 ([3, Теорема 2]). Пусть 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑘[[𝑥]]0 — логарифмы формальных групп 𝐹 и
𝐺 над 𝒪, имеющие типы (𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑒−1) и (𝐵0, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑒−1) соответственно. Предполо-
жим, что 𝑒 < 𝑞ℎ, где ℎ — высота (𝐵0, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑒−1).

Пусть 𝛼 ∈ 𝒪. Тогда [𝛼]𝐹,𝐺 ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺) тогда и только тогда, когда существуют
𝑈0, 𝑈1, . . . , 𝑈𝑒−1 ∈ 𝐸0 такие, что

(𝜋 −𝐵0)(|𝛼|0 + 𝛿|𝛼|1𝐴𝑒−1 + · · ·+ 𝛿|𝛼|𝑒−1𝐴1) = 𝑈0(𝜋 −𝐴0)

|𝛼|0𝐴1 + |𝛼|1𝐴0 + 𝜋𝛿(|𝛼|2𝐴𝑒−1 + · · ·+ |𝛼|𝑒−1𝐴2)

−𝐵1(|𝛼|0 + 𝛿|𝛼|1𝐴𝑒−1 + · · ·+ 𝛿|𝛼|𝑒−1𝐴1) = 𝑈1(𝜋 −𝐴0)

...

|𝛼|0𝐴𝑒−1 + · · ·+ |𝛼|𝑒−1𝐴0

−𝐵𝑒−1(|𝛼|0 + 𝛿|𝛼|1𝐴𝑒−1 + · · ·+ 𝛿|𝛼|𝑒−1𝐴1) = 𝑈𝑒−1(𝜋 −𝐴0)

Система из условия теоремы может быть переписана более компактным способом. Обозна-
чим 𝐴 = 𝐴0 +Π𝐴1 + · · ·+Π𝑒−1𝐴𝑒−1, 𝐵 = 𝐵0 +Π𝐵1 + · · ·+Π𝑒−1𝐵𝑒−1 ∈ 𝐸▲ и

𝐷𝐴
𝛼 = |𝛼|0 + 𝛿|𝛼|1𝐴𝑒−1 + · · ·+ 𝛿|𝛼|𝑒−1𝐴1 ∈ 𝐸0.

Тогда система из условия теоремы 1 эквивалентна сравнению

𝛼𝐴 ≡ 𝐵𝐷𝐴
𝛼 mod𝐸(𝜋 −𝐴0).

Действительно, это следует из формул

|𝛼𝐴−𝐵𝐷𝐴
𝛼 |0 =|𝛼|0𝐴0 + 𝜋𝛿(|𝛼|1𝐴𝑒−1 + · · ·+ |𝛼|𝑒−1𝐴1)

−𝐵0(|𝛼|0 + 𝛿|𝛼|1𝐴𝑒−1 + · · ·+ 𝛿|𝛼|𝑒−1𝐴1)

=(𝜋 −𝐵0)(|𝛼|0 + 𝛿|𝛼|1𝐴𝑒−1 + · · ·+ 𝛿|𝛼|𝑒−1𝐴1)− |𝛼|0(𝜋 −𝐴0).
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и

|𝛼𝐴−𝐵𝐷𝐴
𝛼 |𝑧 = |𝛼|0𝐴𝑧 + · · ·+ |𝛼|𝑧𝐴0 + 𝜋𝛿(|𝛼|𝑧+1𝐴𝑒−1 + · · ·+ |𝛼|𝑒−1𝐴𝑧+1)

−𝐵𝑧(|𝛼|0 + 𝛿|𝛼|1𝐴𝑒−1 + · · ·+ 𝛿|𝛼|𝑒−1𝐴1)

для 1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑒− 1.

Лемма 1. Пусть 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑘[[𝑥]]0 — логарифмы формальных групп 𝐹 и 𝐺 над 𝒪,
имеющие типы (𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑒−1) и (𝐵0, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑒−1) соответственно. Если 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒪 и
[𝛼]𝐹,𝐺 ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺), то 𝐷

𝐵
𝛽 𝐷

𝐴
𝛼 ≡ 𝐷𝐴

𝛽𝛼mod𝐸0(𝜋 −𝐴0).

Доказательство. С учётом того, что 𝐵𝑧𝐷𝐴
𝛼 ≡ |𝛼𝐴|𝑧mod𝐸0(𝜋 −𝐴0) для всех 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑒− 1,

имеем

𝐷𝐵
𝛽 𝐷

𝐴
𝛼 =|𝛽|0𝐷𝐴

𝛼 + 𝛿|𝛽|1𝐵𝑒−1𝐷
𝐴
𝛼 + · · ·+ 𝛿|𝛽|𝑒−1𝐵1𝐷

𝐴
𝛼

≡|𝛽|0(|𝛼|0 + 𝛿|𝛼|1𝐴𝑒−1 + · · ·+ 𝛿|𝛼|𝑒−1𝐴1)

+ 𝛿|𝛽|1(|𝛼|0𝐴𝑒−1 + · · ·+ |𝛼|𝑒−1𝐴0) + · · ·

+ 𝛿|𝛽|𝑒−1

(︁
|𝛼|0𝐴1 + |𝛼|1𝐴0 + 𝛿𝜋(|𝛼|2𝐴𝑒−1 + · · ·+ |𝛼|𝑒−1𝐴2)

)︁
≡|𝛽|0(|𝛼|0 + 𝛿|𝛼|1𝐴𝑒−1 + · · ·+ 𝛿|𝛼|𝑒−1𝐴1)

+ 𝛿|𝛽|1(|𝛼|0𝐴𝑒−1 + · · ·+ |𝛼|𝑒−1𝜋) + · · ·

+ 𝛿|𝛽|𝑒−1

(︁
|𝛼|0𝐴1 + |𝛼|1𝜋 + 𝛿𝜋(|𝛼|2𝐴𝑒−1 + · · ·+ |𝛼|𝑒−1𝐴2)

)︁
=|𝛼|0|𝛽|0 + 𝛿𝜋(|𝛼|1|𝛽|𝑒−1 + · · ·+ |𝛼|𝑒−1|𝛽|1)

+ 𝛿
(︁
|𝛼|0|𝛽|1 + |𝛼|1|𝛽|0 + 𝛿𝜋(|𝛼|2|𝛽|𝑒−1 + · · ·+ |𝛼|𝑒−1|𝛽|2)

)︁
𝐴𝑒−1 + · · ·

+ 𝛿(|𝛼|0|𝛽|𝑒−1 + · · ·+ |𝛼|𝑒−1|𝛽|0)𝐴1

=|𝛼𝛽|0 + 𝛿|𝛼𝛽|1𝐴𝑒−1 + · · ·+ 𝛿|𝛼𝛽|𝑒−1𝐴1 = 𝐷𝐴
𝛽𝛼mod𝐸0(𝜋 −𝐴0)

2

Лемма 2. Пусть 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑘[[𝑥]]0 — логарифмы формальных групп 𝐹 и 𝐺 над 𝒪,
имеющие типы (𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑒−1) и (𝐵0, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑒−1) соответственно. Предположим, что
𝐴0 ̸≡ 0mod𝜋. Если 𝛼 ∈ 𝒪 и [𝛼]𝐹,𝐺 ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺) и 𝛼 ̸= 0, то 𝐷𝐴

𝛼 ̸≡ 0mod𝐸0(𝜋 −𝐴0).

Доказательство. Предположим𝐷𝐴
𝛼 ≡ 0mod𝐸0(𝜋−𝐴0). Тогда 𝛼𝐴 ≡ 𝐵𝐷𝐴

𝛼 ≡ 0mod𝐸(𝜋−𝐴0)
и, обозначив 𝛼𝑧 = |𝛼|𝑧, 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑒− 1, получим⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝛼0𝜋 + 𝜋𝛿(𝛼𝑒−1𝐴1 + · · ·+ 𝛼1𝐴𝑒−1) ≡ 0mod𝐸0(𝜋 −𝐴0)

𝛼1𝜋 + 𝛼0𝐴1 + 𝜋𝛿(𝛼𝑒−1𝐴2 + · · ·+ 𝛼2𝐴𝑒−1) ≡ 0mod𝐸0(𝜋 −𝐴0)
...

𝛼𝑒−1𝜋 + 𝛼𝑒−2𝐴1 + · · ·+ 𝛼0𝐴𝑒−1 ≡ 0mod𝐸0(𝜋 −𝐴0)

Заметим, что первое сравнение системы может быть заменено на

𝛼0 + 𝛿(𝛼𝑒−1𝐴1 + · · ·+ 𝛼1𝐴𝑒−1) ≡ 0mod𝐸0(𝜋 −𝐴0).

Обозначим

𝑑 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝛼0 𝛿𝛼𝑒−1 𝛿𝛼𝑒−2 · · · 𝛿𝛼1

𝜋𝛼1 𝛼0 𝜋𝛿𝛼𝑒−1 · · · 𝜋𝛿𝛼2

. . . . . . . . . . . . . . .
𝜋𝛼𝑒−1 𝛼𝑒−2 𝛼𝑒−3 · · · 𝛼0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .



Гомоморфизмы обобщённых формальных групп Хонды 103

Последовательно умножая сравнения из предыдущей системы на соответствующие элементы
𝒪0 и складывая их, получим 𝑑 ≡ 0mod𝐸0(𝜋 − 𝐴0), откуда очевидно следует, что 𝑑 = 0. Если
𝛼 ̸= 0, то можно поделить его на максимальную степень 𝜋 и без потери общности предпо-
ложить, что одно из 𝛼0, . . . , 𝛼𝑒−1 не делится на 𝜋. Несложно видеть, что из 𝑑 = 0 вытекает
𝛼0 = 𝜋𝛼′

0, 𝛼
′
0 ∈ 𝒪0. Тогда ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒ 𝛼
′
0 𝛿𝛼𝑒−1 𝛿𝛼𝑒−2 · · · 𝛿𝛼1

𝛼1 𝜋𝛼′
0 𝜋𝛿𝛼𝑒−1 · · · 𝜋𝛿𝛼2

. . . . . . . . . . . . . . .
𝛼𝑒−1 𝛼𝑒−2 𝛼𝑒−3 . . . 𝜋𝛼′

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0.

Теперь 𝛼1 = 𝜋𝛼′
1, 𝛼

′
1 ∈ 𝒪0. Рассуждая таким образом дальше, мы приходим к противоречию.

2

Лемма 3. Пусть 𝑢, 𝑣,𝑋,𝑊 ∈ 𝐸0, причём 𝑢, 𝑣 — типы Хонды, то есть 𝑢 ≡ 𝑣 ≡ 𝜋mod▲,
а 𝑊 ̸≡ 0mod𝐸0𝑣. Если 𝑢𝑊 ≡ 𝑋𝑊 ≡ 0mod𝐸0𝑣, то 𝑋 ≡ 0mod𝐸0𝑢.

Доказательство. Прежде всего представим𝑊 в виде𝑊 = 𝑎▲𝑚𝑤+𝑠𝑣, где 𝑎 ∈ 𝒪*
0, 𝑠, 𝑤 ∈ 𝐸0

и 𝑤 ≡ 1mod▲. Для этого будем последовательно заменять одночлены𝑊 наименьшей степени
вида 𝜋𝑏▲𝑗 , 𝑏 ∈ 𝒪0, на 𝑏▲𝑗(𝜋−𝑣), пока младший коэффициент не станет обратимым. Поскольку
𝑊 ̸≡ 0mod 𝑣, то процесс замены завершится за конечное число шагов.

Теперь заметим, что 𝑋𝑎▲𝑚𝑤 ≡ 𝑋𝑊 ≡ 0mod𝐸0𝑣 и 𝑢𝑎▲𝑚𝑤 ≡ 𝑢𝑊 ≡ 0mod𝐸0𝑣, откуда
𝑋𝑎𝑤Δ𝑚 ≡ 0mod𝐸0𝑣

Δ𝑚
и 𝑢𝑎𝑤Δ𝑚 ≡ 0mod𝐸0𝑣

Δ𝑚
. Пусть ℓ ∈ 𝑘0[[𝑥]], ℓ ≡ 𝑥mod deg 2 имеет

тип Хонды 𝑣Δ
𝑚
, тогда 𝑋𝑎(𝑤Δ𝑚

ℓ) = (𝑋𝑎𝑤Δ𝑚
)ℓ ≡ 0mod𝜋. Аналогично 𝑢𝑎(𝑤Δ𝑚

ℓ) ≡ 0mod𝜋.
Последнее сравнение означает, что 𝑤Δ𝑚

ℓ имеет тип Хонды 𝑎−1𝑢𝑎. Тогда из первого сравнения с
учетом предложения 2.6, [1] следует, что 𝑋𝑎 = 𝑠𝑎−1𝑢𝑎 для некоторого 𝑠 ∈ 𝐸0, откуда получаем
требуемое 𝑋 ≡ 0mod𝐸0𝑢. 2

Теорема 2. Пусть 𝐹,𝐺 и 𝐺′ — обобщённые формальные группы Хонды над 𝒪 конеч-
ной высоты. Пусть 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒪, 𝛼 ̸= 0 и [𝛼]𝐹,𝐺 ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺), [𝛼𝛽]𝐹,𝐺′ ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺

′). Тогда
[𝛽]𝐺,𝐺′ ∈ Hom𝒪(𝐺,𝐺

′).

Доказательство. Пусть (𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑒−1), (𝐵0, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑒−1) и (𝐶0, 𝐶1, . . . , 𝐶𝑒−1) — типы
логарифмов формальных групп 𝐹,𝐺 и 𝐺′ соответственно. Обозначим 𝐴 = 𝐴0 +Π𝐴1 + · · ·+
+ Π𝑒−1𝐴𝑒−1, 𝐵 = 𝐵0 + Π𝐵1 + · · · + Π𝑒−1𝐵𝑒−1 и 𝐶 = 𝐶0 + Π𝐶1 + · · · + Π𝑒−1𝐶𝑒−1, откуда
𝛼𝐴 ≡ 𝐵𝐷𝐴

𝛼 mod𝐸(𝜋 −𝐴0) и 𝛼𝛽𝐴 ≡ 𝐶𝐷𝐴
𝛼𝛽mod𝐸(𝜋 −𝐴0). Тогда

𝛽𝐵𝐷𝐴
𝛼 ≡ 𝛽𝛼𝐴 ≡ 𝐶𝐷𝐴

𝛼𝛽mod𝐸(𝜋 −𝐴0),

поэтому для 𝑋 = 𝛽𝐵 − 𝐶𝐷𝐵
𝛽 ∈ 𝐸 с учётом леммы 1 имеем

𝑋𝐷𝐴
𝛼 = 𝛽𝐵𝐷𝐴

𝛼 − 𝐶𝐷𝐵
𝛽 𝐷

𝐴
𝛼 ≡ 𝐶𝐷𝐴

𝛽𝛼 − 𝐶𝐷𝐵
𝛽 𝐷

𝐴
𝛼 ≡ 0mod𝐸(𝜋 −𝐴0).

Если 𝑋 = 𝑋0 + Π𝑋1 + · · · + Π𝑒−1𝑋𝑒−1, 𝑋0, . . . , 𝑋𝑒−1 ∈ 𝐸0, то 𝑋𝑧𝐷
𝐴
𝛼 ≡ 0mod𝐸0(𝜋 − 𝐴0)

для всех 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑒 − 1. Заметим, что 𝐴0 ̸≡ 0mod𝜋 по предложению 5.2, [3], поэтому
𝐷𝐴
𝛼 ̸≡ 0mod𝐸0(𝜋 − 𝐴0) по лемме 2. Теперь (𝜋 − 𝐵0)𝐷

𝐴
𝛼 ≡ 0mod𝐸0(𝜋 − 𝐴0) и по лемме 3

получаем 𝑋𝑧 ≡ 0mod𝐸0(𝜋 − 𝐵0), 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑒 − 1, т.е. 𝑋 ≡ 0mod𝐸0(𝜋 − 𝐵0). Следовательно
𝛽𝐵 ≡ 𝐶𝐷𝐵

𝛽 mod𝐸0(𝜋 −𝐵0) и [𝛽]𝐺,𝐺′ ∈ Hom𝒪(𝐺,𝐺
′). 2

Следствие 1. Пусть 𝐹,𝐺 — обобщённые формальные группы Хонды конечной высоты
над 𝒪 и [𝛼]𝐹,𝐺 ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺). Если 𝜈(𝛼) ≤ 𝑠𝑒 для некоторого 𝑠 > 0, то существует гомомор-
физм [𝜋𝑠/𝛼]𝐺,𝐹 ∈ Hom𝒪(𝐺,𝐹 ).
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Доказательство. Применим теорему 2 к гомоморфизмам [𝛼]𝐹,𝐺 ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺) и [𝜋𝑠]𝐹 ∈
∈ End𝒪(𝐹 ). 2

Теорема 3. Пусть 𝐹,𝐺 и 𝐺′ — обобщённые формальные группы Хонды над 𝒪 конеч-
ной высоты. Пусть 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒪, 𝛼 ̸= 0 и [𝛼𝛽]𝐹,𝐺 ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺), [𝛼]𝐺′,𝐺 ∈ Hom𝒪(𝐺

′, 𝐺). Тогда
[𝛽]𝐹,𝐺′ ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺

′).

Доказательство. Пусть 𝜈(𝛼𝛽) ≤ 𝑠𝑒 для некоторого 𝑠 > 0. По следствию из теоремы 2
существуют [𝜋𝑠/𝛼]𝐺,𝐺′ ∈ Hom𝒪(𝐺,𝐺

′), [𝜋𝑠/(𝛼𝛽)]𝐺,𝐹 ∈ Hom𝒪(𝐺,𝐹 ). Тогда (𝜋𝑠/𝛼) = 𝜋𝑠/(𝛼𝛽) · 𝛽
и [𝛽]𝐹,𝐺′ ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺

′) по теореме 2. 2

3. Выделенные изогении

Обобщённые формальные группы Хонды над 𝒪 обладают “каноническими” типами.

Лемма 4. Любая обобщённая формальная группы Хонды над 𝒪 конечной высоты имеет
тип (𝐵0▲ℎ0 , 𝐵1▲ℎ1 , . . . , 𝐵𝑒−1▲ℎ𝑒−1) такой, что 𝐵0 ∈ 𝐸*

0 и для всех 1 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑒−1 либо 𝐵𝑧 ∈ 𝐸*
0 ,

либо 𝐵𝑧 = 0. При этом высота типа равняется ℎ = min(ℎ0, . . . , ℎ𝑒−1).

Доказательство. Лемма 5.1 и предложение 5.2, [3]. 2

Подобно формальным группам Хонды ([4, Теорема 1]), обобщённые формальные группы
Хонды также обладают выделенными изогениями.

Теорема 4 ([3, Теорема 5]). Пусть 𝐹 — обобщённая формальная группа Хонды конечной
высоты над 𝒪 с логарифмом типа (𝐵0▲ℎ0 , 𝐵1▲ℎ1 , . . . , 𝐵𝑒−1▲ℎ𝑒−1), описанного в лемме 4. То-
гда существует формальная группа 𝐹1 над 𝒪 такая, что 𝑓 = [𝛿−1𝜀−1

𝑡 Π𝑒−𝑡]𝐹,𝐹1 ∈ Hom𝒪(𝐹, 𝐹1)

и 𝑓 ≡ 𝑥𝑞
ℎ𝑡 modΠ𝑒−𝑡, где 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑒 − 1 — наименьший индекс, для которого ℎ𝑡 = ℎ, и

𝐵𝑡 ≡ 𝜀𝑡mod▲.

Построим с помощью этой теоремы цепочку формальных групп

𝐹 = 𝐹0
𝑓1−→ · · ·

𝑓𝑗−→ 𝐹𝑗
𝑓𝑗+1−−−→ 𝐹𝑗+1

𝑓𝑗+2−−−→ · · ·

так, что 𝑓𝑗 ≡ 𝜋𝑗𝑥mod deg 2 и 𝑓𝑗 ≡ 𝑥𝑞
ℎ*𝑗

mod𝜋𝑗 , 𝑗 ⩾ 1 для некоторого натурального ℎ*𝑗 и

𝜋𝑗 ∈ 𝒪, 1 ⩽ 𝜈(𝜋𝑗) ⩽ 𝑒. Определим 𝑓 (𝑛) = 𝑓𝑛 ∘ · · · ∘ 𝑓1, 𝑛 ⩾ 1.
Для набора (ℎ0, . . . , ℎ𝑒−1) рекурсивно определим последовательность индексов: 𝑡0 = 𝑒 и

𝑡𝑗+1 — наименьший индекс, для которого достигается минимум ℎ0, . . . , ℎ𝑡𝑗−1 , т. е. 0 ⩽ 𝑡𝑗+1 ⩽
⩽ 𝑡𝑗 − 1 и ℎ𝑖 > ℎ𝑡𝑗+1 при 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡𝑗+1− 1; ℎ𝑖 ⩾ ℎ𝑡𝑗+1 при 𝑡𝑗+1+1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡𝑗 − 1. Для единообразия
предположим, что ℎ𝑒 = 0. Поскольку 𝑡𝑗 строго убывают, существует индекс 𝑟 такой, что 𝑡𝑟 = 0.

Лемма 5 ([2, Лемма 2]). Пусть 𝐹 — обобщённая формальная группа Хонды конечной
высоты над 𝒪 с логарифмом типа (𝐵0▲ℎ0 , 𝐵1▲ℎ1 , . . . , 𝐵𝑒−1▲ℎ𝑒−1), описанного в лемме 4. При
1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑟,𝑚 ⩾ 0 имеем ℎ*𝑟𝑚+𝑗 = ℎ𝑡𝑗 − ℎ𝑡𝑗−1 и 𝜈(𝜋𝑟𝑚+𝑗) = 𝑡𝑗−1 − 𝑡𝑗.

Кроме того, из теоремы 3, [2] следует, что формальная группа 𝐹𝑟 имеет тип(︁
𝜀−1
0 𝐵0▲

ℎ0𝜀0, 𝜀
−1
0 𝐵1▲

ℎ1𝜀0, · · · , 𝜀−1
0 𝐵𝑒−1▲

ℎ𝑒−1𝜀0

)︁
,

где 𝐵0 ≡ 𝜀0mod▲, 𝜀0 ∈ 𝒪*
0, откуда следует, что существует изоморфизм 𝜙 = [𝜀−1

0 ]𝐹,𝐹𝑟 между
𝐹 и 𝐹𝑟 и более обще, изоморфными являются любые две формальные группы 𝐹𝑠 и 𝐹𝑠′ , если
𝑠′ ≡ 𝑠mod 𝑟. С другой стороны, из леммы 2, [2] можно заключить, что 𝜋1 · · ·𝜋𝑟 = 𝜀−1

0 𝜋, откуда
𝑓 (𝑟) = 𝜙 ∘ [𝜋]𝐹 .
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Теорема 5. Пусть 𝐹,𝐺 — обобщённые формальные группы Хонды конечной высоты над
𝒪 и 𝑔 ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺). Если 𝑔 не является изоморфизмом, то 𝑔 пропускается через выделенную
изогению 𝑓 , т.е. существует 𝜙 ∈ Hom𝒪(𝐹1, 𝐺) такой, что 𝑔 = 𝜙 ∘ 𝑓 .

Доказательство. Обозначим через (𝐵0▲ℎ0 , 𝐵1▲ℎ1 , . . . , 𝐵𝑒−1▲ℎ𝑒−1) тип логарифма 𝐹 из лем-
мы 4. Пусть ℎ𝑡 ≤ ℎ𝑧 для 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑒− 1 и ℎ𝑡 < ℎ𝑧 для 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑡.

Если 𝑔 = [𝛾]𝐹,𝐺, то из его необратимости следует 𝛾 ̸∈ 𝒪*, откуда |𝛾|0 ≡ 0mod𝜋. Докажем,
что |𝛾|𝑧 ≡ 0mod𝜋 для всех 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑒 − 𝑡 − 1 индукцией по 𝑧. База очевидна. Предположим,
что 1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑒 − 𝑡 − 1 и |𝛾|1 ≡ · · · ≡ |𝛾|𝑧−1 ≡ 0mod𝜋. Обозначим через (𝐶0, 𝐶1, . . . , 𝐶𝑒−1) тип
логарифма 𝐺, тогда из теоремы 1 в частности следует, что

|𝛾|0𝐵𝑧+𝑡▲ℎ𝑧+𝑡 + · · ·+ |𝛾|𝑧−1𝐵𝑡+1▲
ℎ𝑡+1

+|𝛾|𝑧𝐵𝑡▲ℎ𝑡 + |𝛾|𝑧+1𝐵𝑡−1▲
ℎ𝑡−1 + · · ·+ |𝛾|𝑧+𝑡𝐵0▲

ℎ0

+𝜋𝛿(|𝛾|𝑧+𝑡+1𝐵𝑒−1▲
ℎ𝑒−1 + · · ·+ |𝛾|𝑒−1𝐵𝑧+𝑡+1▲

ℎ𝑧+𝑡+1)

−𝐶𝑧+𝑡(|𝛾|0 + 𝛿|𝛾|1𝐵𝑒−1▲
ℎ𝑒−1 + · · ·+ 𝛿|𝛾|𝑒−1𝐵1▲

ℎ1)

= 𝑈𝑧+𝑡(𝜋 −𝐵0▲
ℎ0)

для некоторого 𝑈𝑧+𝑡 ∈ 𝐸0. С учётом индукционного предположения и того, что ℎ0, . . . , ℎ𝑡−1 >
> ℎ𝑡, а ℎ1, . . . , ℎ𝑒−1 ≥ ℎ𝑡, это равенство можно переписать как

𝜋𝑋▲+ |𝛾|𝑧𝜀𝑡▲ℎ𝑡 + 𝑌 ▲ℎ𝑡+1 = 𝑈𝑧+𝑡(𝜋 −𝐵0▲
ℎ0)

для некоторых 𝑋,𝑌 ∈ 𝐸0. Наконец

|𝛾|𝑧𝜀𝑡▲ℎ𝑡 + 𝑌 ′▲ℎ𝑡+1 = 𝑈 ′(𝜋 −𝐵0▲
ℎ0),

где 𝑌 ′ = 𝑌 + 𝑋𝐵Δ
0 ▲ℎ0−ℎ𝑡 , 𝑈 ′ = 𝑈𝑧+𝑡 − 𝑋▲. Отсюда следует, что 𝑈 ′ ≡ 𝑎▲ℎ𝑡 mod▲ℎ𝑡+1 для

некоторого 𝑎 ∈ 𝒪0, и |𝛾|𝑧 = 𝜀−1
𝑡 𝑎𝜋 ≡ 0mod𝜋.

Таким образом, 𝛾 = (𝛿−1𝜀−1
𝑡 Π𝑒−𝑡)𝛽 для некоторого 𝛽 ∈ 𝒪. Теперь из теоремы 2 следует,

что [𝛽]𝐹1,𝐺 ∈ Hom𝒪(𝐹1, 𝐺). Наконец

[𝛽]𝐹1,𝐺 ∘ 𝑓 = [𝛽]𝐹1,𝐺 ∘ [𝛿−1𝜀−1
𝑡 Π𝑒−𝑡]𝐹,𝐹1 = [𝛾]𝐹,𝐺 = 𝑔.

2

Следствие 2. Пусть 𝐹,𝐺 — обобщённые формальные группы Хонды конечной высоты
над 𝒪 и 𝑔 ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺), 𝑔 ̸= 0. Тогда 𝑔 = 𝜓 ∘ 𝑓 (𝑛) для некоторых 𝑛 ⩾ 0 и изоморфизма
𝜓 ∈ Hom𝒪(𝐹𝑛, 𝐺).

Следствие 3. Пусть 𝐹,𝐺 — обобщённые формальные группы Хонды конечной высо-
ты над 𝒪, между которыми существует изогения. Тогда 𝐺 изоморфна 𝐹𝑗 для некоторого
0 ≤ 𝑗 < 𝑟.

Теорема 6. Пусть 𝐹 — обобщённая формальная группа Хонды конечной высоты над 𝒪
и 𝛼 ∈ 𝒪. Существует обобщённая формальная группа Хонды 𝐺 над 𝒪 и 𝑔 ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺),
𝑔 = [𝛼]𝐹,𝐺 тогда и только тогда, когда 𝛼 ∈ 𝒪* или 𝜈(𝛼) = 𝑠𝑒− 𝑡𝑗 , 𝑠 ⩾ 1, 0 ≤ 𝑗 < 𝑟.

Доказательство. Очевидно, что если 𝛼 ∈ 𝒪*, то существует обобщённая формальная груп-
па Хонды 𝐺 над 𝒪 такая, что [𝛼]𝐹,𝐺 ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺).

Предположим, что 𝜈(𝛼) = 𝑠𝑒− 𝑡𝑗 , 𝑠 ⩾ 1, 0 ≤ 𝑗 < 𝑟. Положим 𝑛 = 𝑟(𝑠−1)+ 𝑗+1. Поскольку
𝜈(𝜋𝑟𝑚+1)+ · · ·+ 𝜈(𝜋𝑟𝑚+𝑟) = (𝑡0− 𝑡1)+ · · ·+(𝑡𝑟−1− 𝑡𝑟) = 𝑒 для любого 𝑚 ⩾ 0 по лемме 5, имеем

𝜈(𝜋1) + · · ·+ 𝜈(𝜋𝑛) = (𝑠− 1)𝑒+ 𝜈(𝜋𝑟(𝑠−1)+1) + · · ·+ 𝜈(𝜋𝑟(𝑠−1)+𝑗+1) = 𝑠𝑒− 𝑡𝑗
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и 𝜈(𝛽) = 𝜈(𝛼) для 𝛽 = 𝜋1 · · ·𝜋𝑛. Теперь для 𝛼𝛽−1 ∈ 𝒪* существует обобщённая формальная
группа Хонды 𝐺 над 𝒪 такая, что [𝛼𝛽−1]𝐹 (𝑛),𝐺 ∈ Hom𝒪(𝐹

(𝑛), 𝐺). Композиция 𝑓 (𝑛) и этого
изоморфизма даёт гомоморфизм с линейным коэффициентом 𝛼.

Наконец, рассмотрим обобщённую формальную группу Хонды 𝐺 над 𝒪 и гомомор-
физм 𝑔 ∈ Hom𝒪(𝐹,𝐺), 𝑔 = [𝛼]𝐹,𝐺. По следствию из теоремы 5 для некоторых 𝑛 ⩾ 0 и
изоморфизма 𝜓 ∈ Hom𝒪(𝐹𝑛, 𝐺) имеем 𝑔 = 𝜓 ∘ 𝑓 (𝑛). Если 𝑛 = 0, то 𝛼 ∈ 𝒪*. Иначе
𝑛 = 𝑟(𝑠− 1) + 𝑗 + 1, 0 ≤ 𝑗 < 𝑟, 𝑠 ⩾ 1 и 𝜈(𝛼) = 𝜈(𝜋1) + · · ·+ 𝜈(𝜋𝑛) = 𝑠𝑒− 𝑡𝑗 . 2
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