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Аннотация

Получено полное описание 𝐵𝑉 -структуры на когомологиях Хохшильда для локаль-
ных алгебр полудиэдрального типа над алгебраически замкнутым полем характеристики
2, которые по классификации Эрдманн описываются параметром 𝑘, для случая чётно-
го параметра 𝑘 > 3. Для этого применяются метод сравнивающих морфизмов и метод
стягивающих гомотопий.
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Abstract

We give a complete description of the 𝐵𝑉 -structure on the Hochschild cohomology for local
algebras of semidihedral type over an algebraically closed field of characteristic 2. In Erdmann’s
classification, these algebras are described by a parameter 𝑘. We consider the case of even
parameter 𝑘 > 3. The methods of comparison morphisms and contracting homotopies are
applied.
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1. Введение

Для любой ассоциативной алгебры 𝑅 можно ввести её алгебру когомологий Хохшильда
𝐻𝐻*(𝑅). Этот инвариант богат на структуры: например, 𝐻𝐻*(𝑅) является градуированно
коммутативной алгеброй [1] и обладает структурой градуированной алгебры Ли, которую
впервые ввёл Герстенхабер [3].

Трэдлер впервые определил и описал BV-структуру на когомологиях Хохшильда в своей
работе [2]. Проблеме описания и вычисления BV-структуры и скобки Герстенхабера посвяще-
ны работы Меничи (см. [4]), Янга (см. [5]), Трэдлера (см. [6]) и Иванова (см. [7]).

Существенную сложность в работе с вышеупомянутыми структурами вызывает их тес-
ная связь с бар-резольвентой, размерность членов которой растёт экспоненциально. В данной
работе используется метод связывающих гомоморфизмов, хорошо представленный в статье
А. И. Генералова и Семёнова [13] или в более ранней статье второго автора [11]. Стоит отме-
тить, что помимо данного метода существует подход, использующий диагональные аппрокси-
мации, например, в статье Волкова [8] или в более ранней статье Каледина [12].

Пусть 𝑅𝑘 – серия локальных алгебр полудиэдрального типа над алгебраически замкнутым
полем характеристики два (см. классификацию в [14]). В настоящей работе вычислена BV-
структура на алгебре когомологий Хохшильда для подсемейства алгебр 𝑅𝑘 с чётным 𝑘. Ранее в
работе А. И. Генералова [9] была найдена минимальная проективная бимодульная резольвента
и описана мультипликативная структура алгебры когомологий Хохшильда для всех алгебр
этой серии.

Для ассоциативной алгебры 𝑅 над полем 𝐾 обозначим через 𝑅𝑒 = 𝑅⊗𝑅𝑜𝑝 (или Λ) её обёр-
тывающую алгебру. Для алгебры 𝑅 можно построить свободную 𝑅𝑒-резольвенту: (𝐵𝑎𝑟(𝑅), 𝑑)

𝑅 𝑅⊗2 𝑅⊗3 . . . 𝑅⊗(𝑛+2) 𝑅⊗(𝑛+3) . . . ,
𝜇 𝑑0 𝑑1 𝑑𝑛−1 𝑑𝑛

𝑑𝑛−1(𝑎0 ⊗ ...⊗ 𝑎𝑛+1) =
𝑛∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖𝑎0 ⊗ ...⊗ 𝑎𝑖𝑎𝑖+1 ⊗ ...⊗ 𝑎𝑛+1.

Эта резольвента называется бар-резольвентой.Можно также рассматривать нормализован-
ную бар-резольвенту, в которой 𝐵𝑎𝑟(𝑅)𝑛 = 𝑅⊗𝑅⊗𝑛 ⊗𝑅, где 𝑅 = 𝑅/𝐾⟨1𝑅⟩.

Определение 1. Когомологии Хохшильда алгебры 𝑅 определяются как Ext-группы в
категории 𝑅-бимодулей:

𝐻𝐻𝑛(𝑅) = Ext𝑛𝑅𝑒(𝑅,𝑅).
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Таким образом, когомологии Хохшильда можно вычислить, используя бар-резольвенту
𝐻𝐻𝑛(𝑅) = 𝐻𝑛(𝐻𝑜𝑚𝑅𝑒(𝐵𝑎𝑟*(𝑅), 𝑅), 𝛿

*), где 𝛿𝑛 = 𝐻𝑜𝑚𝑅𝑒(𝑑𝑛, 𝑅).
Заметим ещё, что 𝐻𝑜𝑚𝑅𝑒(𝐵𝑎𝑟𝑛, 𝑅) ∼= 𝐻𝑜𝑚𝐾(𝑅⊗𝑛, 𝑅) =: 𝐶𝑛(𝑅). На когомологиях Хохшильда
вводится структура градуированной алгебры.

Определение 2. Определим кап-произведение формулой:

(𝑓 ⌣ 𝑔)(𝑎1 ⊗ . . .⊗ 𝑎𝑛+𝑚) = 𝑓(𝑎1 ⊗ . . .⊗ 𝑎𝑛) · 𝑔(𝑎𝑛+1 ⊗ . . .⊗ 𝑎𝑛+𝑚),

где 𝑓 ∈ 𝐶𝑛(𝑅), 𝑔 ∈ 𝐶𝑚(𝑅).

Это произведение распространяется на 𝐻𝐻*(𝑅) =
⨁︀

𝑛⩾0𝐻𝐻
𝑛(𝑅), и относительно него

𝐻𝐻*(𝑅) – градуированно коммутативная алгебра.
На когомологиях Хохшильда можно ввести ещё одну структуру. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝑛(𝑅), 𝑔 ∈

∈ 𝐶𝑚(𝑅), 𝑛,𝑚 ≥ 1, тогда положим

𝑓 ∘𝑖 𝑔(𝑎1 ⊗ ...⊗ 𝑎𝑛+𝑚−1) =

= 𝑓(𝑎1 ⊗ ...⊗ 𝑎𝑖−1 ⊗ 𝑔(𝑎𝑖 ⊗ ...⊗ 𝑎𝑖+𝑚−1)⊗ 𝑎𝑖+𝑚 ⊗ ...⊗ 𝑎𝑚+𝑛−1);

если 𝑚 = 0, то

𝑓 ∘𝑖 𝑔(𝑎1 ⊗ ...⊗ 𝑎𝑛−1) = 𝑓(𝑎1 ⊗ ...⊗ 𝑎𝑖−1 ⊗ 𝑔 ⊗ 𝑎𝑖 ⊗ ...⊗ 𝑎𝑛−1).

В остальных случаях полагаем 𝑓 ∘𝑖 𝑔 равным нулю. Далее определим

𝑓 ∘ 𝑔 :=

𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)(𝑖−1)(𝑚−1)𝑓 ∘𝑖 𝑔.

И, наконец, скобка Герстенхабера определится формулой:

[𝑓, 𝑔] = 𝑓 ∘ 𝑔 − (−1)(𝑛−1)(𝑚−1)𝑔 ∘ 𝑓.

Определение 3. Алгеброй Герстенхабера называется тройка (𝐴*,⌣, [−,−]), где:

� 𝐴* =
⨁︀

𝑛≥0𝐴
𝑛 — градуированное векторное пространство;

� (𝐴*,⌣) — градуированно коммутативная ассоциативная алгебра;

� (𝐴*, [−,−]) — градуированная алгебра Ли степени −1;

удовлетворяющие тождеству совместимости (тождеству Пуассона):

[𝑎, 𝑏 ⌣ 𝑐] = [𝑎, 𝑏]⌣ 𝑐+ (−1)(|𝑎|−1)|𝑏|𝑏 ⌣ [𝑎, 𝑐].

Теорема 1. [3] (𝐻𝐻*(𝑅),⌣, [−,−]) является градуированной алгеброй Ли, в которой
выполнено тождество Пуассона.

Определение 4. Алгеброй Баталина-Вилковского (или BV-алгеброй) называется алгеб-
ра Герстенхабера (𝐴*,⌣, [−,−]) вместе с оператором Δ степени −1, таким, что Δ ∘Δ = 0
и

[𝑎, 𝑏] = −(−1)(|𝑎|−1)|𝑏|(Δ(𝑎 ⌣ 𝑏)−Δ(𝑎)⌣ 𝑏− (−1)|𝑎|𝑎 ⌣ Δ(𝑏)).

Определение 5. Ассоциативная алгебра 𝑅 над полем 𝐾 называется симметрической,
если существует невырожденная симметрическая билинейная формa ⟨−,−⟩ : 𝑅 × 𝑅 → 𝐾,
удовлетворяющая условию:

⟨𝑎𝑏, 𝑐⟩ = ⟨𝑎, 𝑏𝑐⟩ для всех 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅.
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Если исходная алгебра симметрическая, то на когомологиях Хохшильда можно ввести
𝐵𝑉 -структуру следующим образом: пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝑛(𝑅), тогда Δ𝐵𝑎𝑟(𝑓) ∈ 𝐶𝑛−1(𝑅) определяется
соотношением:

⟨Δ𝐵𝑎𝑟(𝑓)(𝑎1 ⊗ ...⊗ 𝑎𝑛−1), 𝑎𝑛⟩ =

=
𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖(𝑛−1)⟨𝑓(𝑎𝑖 ⊗ ...⊗ 𝑎𝑛−1 ⊗ 𝑎𝑛 ⊗ 𝑎1 ⊗ ...⊗ 𝑎𝑖−1), 1⟩.

Теорема 2. [2] Выше определённый оператор Δ𝐵𝑎𝑟 задаёт BV-структуру на когомоло-
гиях Хохшильда симметрической алгебры 𝑅.

2. Стягивающая гомотопия

Пусть 𝐾 – алгебраически замкнутое поле характеристики 2. Для 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≥ 2, опреде-
лим 𝐾-алгебру 𝑅𝑘 = 𝐾⟨𝑋,𝑌 ⟩/𝐼, где 𝐼 — идеал свободной алгебры 𝐾⟨𝑋,𝑌 ⟩, порождённый
элементами

𝑋2 − 𝑌 (𝑋𝑌 )𝑘−1, 𝑌 2.

Образы элементов 𝑋, 𝑌 относительно канонического гомоморфизма из 𝐾⟨𝑋,𝑌 ⟩ в 𝑅𝑘 обо-
значаем через 𝑥 и 𝑦 соответственно. Алгебра 𝑅𝑘 — симметрическая локальная алгебра, име-
ющая ручной тип представления [14, III.1.2]; кроме того, в терминах [14, гл. VIII] алгебра 𝑅𝑘
— это алгебра полудиэдрального типа.

Замечание 1. Как правый 𝑅-модуль, Λ свободен с базисом

1⊗ 1, (𝑥𝑦)𝑖 ⊗ 1, 𝑥⊗ 1, 𝑦 ⊗ 1, (𝑦𝑥)𝑖 ⊗ 1, 𝑦(𝑥𝑦)𝑖 ⊗ 1, 𝑥(𝑦𝑥)𝑖 ⊗ 1, 𝑥3 ⊗ 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1.

Через 𝑄∙
𝜇−→ 𝑅 будем обозначать минимальную проективную бимодульную резольвенту

алгебры 𝑅, построенную в [9].

Определение 6. Стягивающей гомотопией для комплекса

𝑅
𝜇←− 𝑃0

𝑑0←− 𝑃1
𝑑1←− ...

называется гомоморфизм правых 𝑅-модулей 𝜂 : 𝑅 −→ 𝑃0 и набор гомоморфизмов правых
𝑅-модулей 𝑡𝑖 : 𝑃𝑖 −→ 𝑃𝑖+1, 𝑖 ≥ 0, таких, что 𝜇𝜂 = 1𝑅, 𝜂𝜇+ 𝑑0𝑡0 = 1𝑃0 , 𝑑𝑖+1𝑡𝑖+1 + 𝑡𝑖𝑑𝑖 = 1𝑃𝑖+1.

Построим бикомплекс (в категории правых 𝑅-модулей):
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Λ Λ2 Λ Λ Λ2 Λ ...𝑊 (𝛽, 𝜉) 𝛽 𝛽 𝛽 𝛽

Λ Λ Λ Λ Λ ...

(𝜇1, 𝜇2) 0 0 0 0

𝑚 𝛽 𝛽 𝛽 𝛽

Λ Λ2 Λ Λ ...

𝑇 0 0 0

𝑊 (𝛽, 𝜉) 𝛽 𝛽

Λ Λ Λ ...

(𝜇1, 𝜇2) 0 0

𝑚 𝛽 𝛽

... ...

𝑇 0

(1)

Зададим соответствующие морфизмы следующими соотношениями.

𝛽(𝑏⊗ 1) =

⎧⎨⎩
𝑥(𝑦𝑥)𝑖−1 ⊗ 1, 𝑏 = (𝑥𝑦)𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘,
(𝑦𝑥)𝑖 ⊗ 1, 𝑏 = 𝑦(𝑥𝑦)𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,
0, 𝑏 = (𝑦𝑥)𝑖, 𝑥(𝑦𝑥)𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,

𝜉(𝑏⊗ 1) =

⎧⎨⎩
(𝑦𝑥)𝑖−1 ⊗ (𝑥𝑦)𝑘−1, 𝑏 = (𝑦𝑥)𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘,
𝑥(𝑦𝑥)𝑖−1 ⊗ (𝑥𝑦)𝑘−1, 𝑏 = 𝑥(𝑦𝑥)𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,
0, 𝑏 = 𝑦(𝑥𝑦)𝑖, (𝑥𝑦)𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,

𝜇1(𝑏⊗ 1) =

⎧⎨⎩
𝑥⊗ 𝑦, 𝑏 = 𝑥3,
𝑥⊗ 1, 𝑏 = 𝑥(𝑦𝑥)𝑘−1,
0, для остальных 𝑏,

𝜇2(𝑏⊗ 1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑦(𝑥𝑦)𝑖−1 ⊗ 1, 𝑏 = (𝑦𝑥)𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,
(𝑥𝑦)𝑖 ⊗ 1, 𝑏 = 𝑥(𝑦𝑥)𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,
𝑦(𝑥𝑦)𝑘−1 ⊗ 1 + 1⊗ 𝑦(𝑥𝑦)𝑘−1, 𝑏 = 𝑥3,
1⊗ 𝑥, 𝑏 = 𝑦(𝑥𝑦)𝑘−1,
0, 𝑏 = (𝑥𝑦)𝑖, 𝑦(𝑥𝑦)𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,

𝑚(𝑏⊗ 1) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑︀

𝛼+𝛽=𝑖−1
𝛼,𝛽≥0

(𝑦𝑥)𝛼 ⊗ (𝑥𝑦)𝛽, 𝑏 = (𝑦𝑥)𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘,∑︀
𝛼+𝛽=𝑖−1
𝛼,𝛽≥0

𝑥(𝑦𝑥)𝛼 ⊗ (𝑥𝑦)𝛽, 𝑏 = 𝑥(𝑦𝑥)𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,

0, 𝑏 = 𝑦(𝑥𝑦)𝑖, (𝑥𝑦)𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,

𝑇 (𝑏⊗ 1) =

⎧⎨⎩
1⊗ 𝑦, 𝑏 = 𝑥3,
1⊗ 1, 𝑏 = 𝑥(𝑦𝑥)𝑘−1,
0, для остальных 𝑏,

𝑊 ((𝑦𝑥)𝑖 ⊗ 1) =

⎛⎝∑︀𝛼+𝛽=𝑖−1
𝛼,𝛽≥0

(𝑦𝑥)𝛼 ⊗ 𝑥(𝑦𝑥)𝛽∑︀
𝛼+𝛽=𝑖−1
𝛼,𝛽≥0

(𝑦𝑥)𝛼𝑦 ⊗ (𝑦𝑥)𝛽

⎞⎠ , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,
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𝑊 (𝑥(𝑦𝑥)𝑖 ⊗ 1) =

⎛⎝∑︀𝛼+𝛽=𝑖−1
𝛼,𝛽≥0

(𝑥𝑦)𝛼𝑥⊗ 𝑥(𝑦𝑥)𝛽∑︀
𝛼+𝛽=𝑖
𝛼,𝛽≥0

(𝑥𝑦)𝛼 ⊗ (𝑦𝑥)𝛽

⎞⎠ , 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,

𝑊 ((𝑥𝑦)𝑖 ⊗ 1) =

⎛⎝∑︀𝛼+𝛽=𝑖−1
𝛼,𝛽≥0

(𝑥𝑦)𝛼𝑥⊗ (𝑥𝑦)𝛽∑︀
𝛼+𝛽=𝑖−1
𝛼,𝛽≥0

(𝑥𝑦)𝛼 ⊗ 𝑦(𝑥𝑦)𝛽

⎞⎠ , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,

𝑊 (𝑦(𝑥𝑦)𝑖 ⊗ 1) =

⎛⎝ ∑︀
𝛼+𝛽=𝑖
𝛼,𝛽≥0

(𝑦𝑥)𝛼 ⊗ (𝑥𝑦)𝛽∑︀
𝛼+𝛽=𝑖−1
𝛼,𝛽≥0

(𝑦𝑥)𝛼𝑦 ⊗ 𝑦(𝑥𝑦)𝛽

⎞⎠ , 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,

𝑊 (𝑥3 ⊗ 1) =

(︂
0

𝑥⊗ 𝑥+ 1⊗ 𝑦(𝑥𝑦)𝑘−1 + 𝑦(𝑥𝑦)𝑘−1 ⊗ 1

)︂
.

Теорема 3. Тотализация (𝑇𝑛, 𝑡𝑛)𝑛≥0 этого бикомплекса вместе с гомоморфизмом
𝜂 : 𝑅 −→ Λ, 𝜂(1) = 1⊗1 является стягивающей гомотопией для комплекса 𝑄∙ (дополненного
𝜇).

Доказательство. Доказательство проводится непосредственной проверкой всех соответ-
ствующих соотношений. 2

Для вычисления оператора Δ в терминах резольвенты 𝑄∙ → 𝑅 построим связывающие
гомоморфизмы комплексов:

Φ : 𝑄∙ −→ 𝐵𝑎𝑟∙(𝑅), Ψ : 𝐵𝑎𝑟∙(𝑅) −→ 𝑄∙.

Заметим, что для комплекса 𝐵𝑎𝑟∙(𝑅) определена стягивающая гомотопия

𝑠𝑛(𝑎0 ⊗ . . .⊗ 𝑎𝑛 ⊗ 1) = 1⊗ 𝑎1 ⊗ . . .⊗ 𝑎𝑛 ⊗ 1.

Положим Φ𝑛 = 𝑠𝑛−1Φ𝑛−1𝑑
𝑛−1
𝑄 , 𝑛 ≥ 1, и Φ0 = Id. Следуя [10], определим гомоморфизм Ψ

рекуррентно:
Ψ0 = Id,

Ψ𝑛(1⊗ 𝑎1 ⊗ . . .⊗ 𝑎𝑛 ⊗ 1) = 𝑡𝑛−1(𝑎1Ψ𝑛−1(1⊗ 𝑎2 ⊗ . . .⊗ 𝑎𝑛 ⊗ 1)).

Пусть 𝑎 ∈ 𝐻𝑜𝑚Λ(𝑄𝑛, 𝑅), 𝑛 ≥ 1, тогда:

Δ(𝑎) = Δ𝐵𝑎𝑟(𝑎Ψ𝑛)Φ𝑛−1, (1)

Δ(𝑎) = 0 для 𝑎 ∈ 𝐻𝑜𝑚Λ(𝑄0, 𝑅).

3. Формулировка основного результата

Пусть по-прежнему 𝐾 – алгебраически замкнутое поле характеристики 2, 𝑅 = 𝑅𝑘, где
𝑘 ∈ N, 𝑘 чётное, 𝑘 > 2 . В работе [9] показано, что алгебра 𝐻𝐻*(𝑅) может быть представлена
с помощью образующих и определяющих соотношений следующим образом.

Образующие:

−степени 0 : 𝑝1 = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑥, 𝑝2 = 𝑥(𝑦𝑥)𝑘−1, 𝑝3 = 𝑦(𝑥𝑦)𝑘−1, 𝑝4 = 𝑥3, (2)

−степени 1 : 𝑢1 = (1, 𝑦(𝑥𝑦)𝑘−2), 𝑢2 = (0, 1), 𝑢3 = (𝑦, 0), (3)

−степени 2 : 𝑣1 = (𝑦, 0), 𝑣2 = (0, 𝑦), 𝑣3 = (𝑥, 0), (4)
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−степени 3 : 𝑤1 = (0, 1), 𝑤2 = (0, 𝑦), (5)

−степени 4 : 𝑡 = (0, 0, 1). (6)

Соотношения:

𝑝𝑘1 = 𝑝22 = 𝑝23 = 𝑝24 = 0,

𝑝𝑖𝑝𝑗 = 0 для 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 4;

𝑝1𝑢1 = 𝑝2𝑢2, 𝑝3𝑢1 = 𝑝2𝑢2, 𝑝1𝑢2 = 0,

𝑝3𝑢3 = 𝑝4𝑢3 = 0, 𝑝1𝑢1 = 𝑝2𝑢3, 𝑝2𝑢2 = 𝑝𝑘−1
1 𝑢3,

𝑝3𝑣1 = 𝑝4𝑣1 = 𝑝𝑘−1
1 𝑣2 = 𝑝3𝑣2 = 𝑝4𝑣2 = 0, 𝑝1𝑣1 = 𝑝2𝑣2,

𝑝2𝑣1 = 𝑝4𝑣
2
1,

𝑝1𝑣3 = 𝑝2𝑣3 = 𝑝4𝑣3 = 0,

𝑢1𝑢2 = 𝑢2𝑢3 = 𝑢23 = 0, 𝑝2𝑣2 = 𝑝3𝑣3 = 𝑝4𝑢
2
2,

𝑝3𝑤2 = 𝑝4𝑤2 = 0,

𝑢22 = 𝑢2𝑣2 = 0, 𝑝1𝑤1 = 𝑢1𝑣2, 𝑝3𝑤1 = 𝑢2𝑣1, 𝑝4𝑤1 = 𝑝2𝑤2,

𝑢3𝑣3 = 0, 𝑝3𝑤1 = 𝑢1𝑣3 = 𝑝𝑘−2
1 𝑢3𝑣2, 𝑝1𝑤1 = 𝑢2𝑣3,

𝑝4𝑤1 = 𝑢3𝑣1, 𝑝1𝑤2 = 𝑢3𝑣2, 𝑢21𝑢3 = 𝑢1𝑣1 + 𝑝2𝑤1,

𝑣21 = 𝑣1𝑣2 = 0, 𝑣22 = 𝑝21𝑡,

𝑣1𝑣3 = 𝑣2𝑣3 = 𝑣23 = 0,

𝑢2𝑤1 = 𝑢2𝑤2 = 𝑢3𝑤2 = 0, 𝑢1𝑤2 = 𝑢3𝑤1,

𝑣2𝑤1 = 𝑝3𝑤2𝑡,

𝑣3𝑤2 = 0, 𝑣1𝑤2 = 𝑝4𝑤1𝑡, 𝑣2𝑤2 = 𝑝1𝑢3𝑡, 𝑣3𝑤1 = 𝑝3𝑢1𝑡,

𝑢1𝑢3𝑤1 =

{︃
𝑣1𝑤1 + 𝑝2𝑢1𝑡, если 𝑘 > 2,

𝑣1𝑤1 + (𝑝2𝑢1 + 𝑝4𝑢2)𝑡, если 𝑘 = 2,

𝑤2
2 = 0, 𝑤2

1 = 𝑢21𝑡,

𝑤1𝑤2 = 𝑢1𝑢3𝑡.

𝐵𝑉 -структура на алгебре 𝐻𝐻*(𝑅) описывается следующим образом:

Теорема 4. Для алгебры 𝑅𝑘, где 𝑘 чётное и 𝑘 > 2, 𝐵𝑉 -оператор из теоремы 2 опреде-
ляется следующими соотношениями:

Δ(𝑝3𝑢1) = Δ(𝑝2𝑢2) = 𝑝𝑘−1
1 , Δ(𝑝4𝑢1) = Δ(𝑝2𝑢3) = 𝑝2, Δ(𝑝4𝑢2) = 𝑝3,

Δ(𝑢3𝑢1) = 𝑢1,

Δ(𝑝1𝑤1) = 𝑢22, Δ(𝑝2𝑤1) = 𝑢21,

Δ(𝑝4𝑤1) = 𝑣1, Δ(𝑝1𝑤2) = 𝑣2, Δ(𝑢1𝑣1) = 𝑢21,

Δ(𝑝3𝑡) = Δ(𝑝4𝑡) = 𝑤2, Δ(𝑢1𝑤2) = Δ(𝑢3𝑤1) = 𝑤1,

Δ(𝑣1𝑤1) = 𝑝4𝑡, Δ(𝑣3𝑤1) = 𝑝𝑘−1
1 𝑡+ 𝑝4𝑡, Δ(𝑣1𝑤2) = 𝑢1𝑤2 + 𝑝2𝑡,

Δ(𝑤2𝑤1) = 𝑢1𝑡.

На остальных образующих и их произведениях оператор Δ равен нулю.
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Доказательство. Покажем на элементах малых степеней основную схему вычислений.
Дальше всё делается аналогично, но более громоздко. Распишем формулу (1) для элементов
первой степени:

Δ(𝑎) =
∑︁

𝑧∈𝛽, 𝑏 ̸=1

⟨𝑎𝑡0(𝑧 ⊗ 1), 1⟩𝑧*, 𝑎 ∈ HomΛ(𝑄1, 𝑅).

Отсюда нетрудными вычислениями получаем:

Δ(𝑝3𝑢1) = Δ(𝑝2𝑢2) = 𝑝𝑘−1
1 , Δ(𝑝4𝑢1) = Δ(𝑝2𝑢3) = 𝑝2, Δ(𝑝4𝑢2) = 𝑝3.

Для остальных образующих и их произведений степени 1 значение оператора Δ равно нулю.
Далее для элементов второй степени:

Δ(𝑎)

(︂
1⊗ 1
0

)︂
=

∑︁
𝑧∈𝛽, 𝑧 ̸=1

⟨𝑎𝑠1𝑦𝑠0(𝑧 ⊗ 1) + 𝑎𝑠1𝑧𝑠0(𝑦 ⊗ 1), 1⟩𝑧*,

Δ(𝑎)

(︂
0

1⊗ 1

)︂
=

∑︁
𝑧∈𝛽, 𝑧 ̸=1

⟨𝑎𝑠1𝑥𝑠0(𝑧 ⊗ 1) + 𝑎𝑠1𝑧𝑠0(𝑥⊗ 1), 1⟩𝑧*.

Следовательно,
Δ(𝑢3𝑢1) = 𝑢1.

Для остальных образующих и их произведений степени 2 значение оператора Δ равно нулю.
2

Замечание 2. На образующих из множества элементов, указанных в (2)–(6), оператор
Δ принимает нулевые значения.
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