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Аннотация

Рассматриваются связанные с симметрией свойства замкнутых выпук­
лых многогранников в трёхмерном евклидовом пространстве. Тематика 
работы частично относится к задаче обобщения класса правильных (пла­
тоновых) многогранников. Исторически первым таким обобщением были 
равноугольно-полуправильные (архимедовы) многогранники. Направле­
ние обобщения правильных многогранников, рассматриваемое автором в 
данной работе связано с осями симметрии выпуклого многогранника. 

Выпуклый многогранник называется симметричным, если он имеет хо­
тя бы одну нетривиальную ось симметрии. Все оси симметрии многогран­
ника пересекаются в одной точке, которая называется центром многогран­
ника. Все рассматриваемые в работе многогранники являются многогран­
никами с центром. 

Ранее были перечислены все многогранники, сильно симметричные 
относительно вращения граней, а также метрически двойственные им­
многогранники, сильно симметричные относительно вращения многогран­
ных углов [9] – [15]. Интересно отметить, что среди сильно симметрич­
ных многогранников есть ровно восемь таких, которые не являются даже 
комбинаторно эквивалентными архимедовым, или равноугольно полупра­
вильным многогранникам. 

По определению, свойство сильной симметричности многогранника 
требует глобальной симметричности многогранника относительно каждой 
оси симметрии, перпендикулярной грани многогранника. Поэтому пред­
ставляет интерес нахождение более слабых условий симметрии на элемен­
ты многогранника. 

Дано новое доказательство локального критерия сильной симметрич­
ности многогранника, которое основано на свойствах осей двух последо­
вательных вращений. 

Рассмотрены также два класса многогранников, обобщающих поня­
тие сильно симметричного относительно вращения граней многогранни­
ка: класс многогранников с изолированными несимметричными гранями 
и класс многогранников с изолированными несимметричными поясами. 

Доказано, что каждый многогранник с изолированными несимметрич­
ными гранями может быть получен путём отсечения вершин или рёбер 



223 О СИЛЬНО СИММЕТРИЧНЫХ МНОГОГРАННИКАХ 

некоторого многогранника, сильно симметричного относительно враще­
ния граней; а каждый многогранник с изолированными несимметричными 
поясами-путём надстраивания осесимметричных усечённых пирамид на 
некоторых гранях одного из сильно симметричных относительно враще­
ния граней многогранника. При этом в каждом из этих классов существует 
многогранник с наибольшим числом граней, не считая двух бесконечных 
серий: усечённых призм; усечённых по двум вершинам и удлинённых би­
пирамид. 

Ключевые слова: сильно симметричные многогранники, ось вращения, 
изолированные несимметричные грани, локально симметричные грани, 
изолированные несимметричные пояса граней. 
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Abstract

The paper deals with the symmetry properties of the associated closed 
convex polyhedra in three-dimensional Euclidean space. Themes work relates 
in part to the problem of generalization class of regular (Platonic) polyhedra. 
Historically, the first such generalizations are equiangularly-semiregular (Ar­
chimedean) polyhedra. The direction of generalization of regular polyhedra, 
considered by the author in this paper due to the symmetry axes of the convex 
polyhedron. 

A convex polyhedron is called symmetric if it has at least one non-trivial 
symmetry axis. All the axis of symmetry of the polyhedron intersect at one 
point called the center of the polyhedron. All considered the polyhedra are 
polyhedra with the center. 

Previously we listed all polyhedra, strongly symmetrical with respect to 
rotation of faces, as well as their dual-metrically polyhedra strongly symmetric 
with respect to the rotation polyhedral angles [9]–[15]. It is interesting to 
note that among the highly symmetric polyhedra there are exactly eight of 
which are not even equivalent to combinatorial Archimedean or equiangularly 
semiregular polyhedra. 

By definition, the property of strong symmetry polyhedron requires a 
global symmetry of the polyhedron with respect to each axis of symmetry 
perpendicular to the faces of the polyhedron. It is therefore of interest to find 
weaker conditions on the symmetry elements of the polyhedron. 

We give a new proof of the local criterion of strong symmetry of the 
polyhedron, which is based on the properties of the axes of two consecutive 
rotations. 

We also consider two classes of polyhedra that generalize the concept of a 
strongly rotationally symmetrical faces of: a class of polyhedra with isolated 
asymmetrical faces and the class of polyhedra with isolated asymmetrical zone. 
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It is proved that every polyhedron with isolated asymmetrical faces can be 
obtained by cutting off the vertices or edges of a polyhedron, highly symmetri­
cal with respect to rotation faces; and each polyhedron with isolated asymme­
trical zone by build axially symmetric truncated pyramids on some facets 
of one of the highly symmetric with respect to rotation of the faces of the 
polyhedron.In each of these classes there are the largest number of polyhedron 
faces excluding two infinite series: truncated prisms; truncated on two apex 
and elongated bipyramid. 

Keywords:strongly symmetric polyhedrons, the axis of rotation, isolated 
asymmetrical face, locally symmetric faces, isolated asymmetrical zone. 

Bibliography: 15 title. 

1. Введение 

В данной статье рассмотрены обобщения одного класса сильно симметричных вы­
пуклых многоганников в трёхмерном евклидовом пространстве, а именно, сильно сим­
метричных многогранников относительно вращения граней, [9]–[15]. Эти обобщения 
можно рассматривать как расширения класса правильных многогранников. Другие 
обобщения правильных многогранников можно найти, например в работах [1]–[6], [8]. 

Напомним, что замкнутый выпуклый многогранник в E3 называется сильно сим­
метричным относительно вращения граней, если ось вращения каждой грани, пер­
пендикулярная ей и проходящая через её относительную внутреннность, является 
осью симметрии всего многогранника; при этом ось вращения предполагается нетри­
виальной и порядок оси вращения не обязательно совпадает с порядком оси вращения 
грани, рассматриваемой как фигура, отделённая от многогранника. 

В [13] приведён локальный критерий сильной симметричности многогранника в 
терминах симметрии звёзд граней: 

для того, чтобы многогранник был сильно симметричным относительно вра­
щения граней, необходимо и достаточно, чтобы некоторая нетривиальная ось вра­
щения каждой грани, рассматриваемой как фигура, отделённая от многогранника, 
являлась осью вращения звезды этой грани. 

Под звездой грани A понимается совокупность грани A и всех граней, имеющих 
хотя бы одну общую вершину с A; 

В данной статье приводится новое, более простое доказательство указанного ло­
кального критерия, а также даны его применения для некоторых классов многогран­
ников, связанных с сильно симметричными. 

2. О локальном критерии сильной симметрично­
сти 

Доказательство приведённого выше локального критерия сильной симметрично­
сти можно провести следующим образом. 



225 О СИЛЬНО СИММЕТРИЧНЫХ МНОГОГРАННИКАХ 

Необходимость очевидна. 

Докажем достаточность. Сначала покажем, что все локальные оси симметрии 
звёзд граней проходят через одну точку. Обозначим O1 — ось вращения некоторой 
грани A. Покажем, что все оси граней, принадлежащих звезде грани A, проходят че­
рез одну точку, расположенную на оси O1. Рассмотрим две грани B и C звезды грани 
A, эквивалентные относительно O1 и третью грань D с осью вращения O2 той же 
звезды, переводящую грань B в грань C . Ось O1 переводит грань C в некоторую 
эквивалентную грань E. Но при помощи оси O1 можно вращением перевести грань B
в грань E . Итак, последовательные вращения, переводящие грань B в грань C при 
помощи оси O2, а затем грань C — в грань E при помощи оси O1, — два этих вра­
щения эквивалентны одному вращению относительно оси O1. Но как известно, если 
два последовательных вращения относительно двух различных осей имеют результи­
рующее вращение, то две первоначальные оси вращения пересекаются в одной точке. 
Таким образом, оси вращения граней, входящих в звезду грани A, пересекаются в 
одной точке на локальной оси вращения грани A. Рассматривая теперь грань звезды 
грани A, имеющую общие элементы с гранями, не входящими в звезду A, аналогич­
ным рассуждением, последовательно переходя к соседним граням, убеждаемся, что 
все локальные оси вращения многогранника пересекаются в одной точке. 

Далее, для того, чтобы убедиться, что локальное вращение звезды грани A при­
ведёт к самосовмещению всего многогранника, расссмотрим совокупность (эквива­
лентных относительно оси вращения грани A) граней P , Q, R, S,..., принадлежащих 
звезде грани A. 

Пусть некоторая грань M имеет общие элементы как с гранью P , так и с гранью 
Q. Такая грань M всегда существует при достаточно большом числе граней много­
гранника. Так как грани P , Q, R, S,... тоже обладают локальными осями симметрии, 
то мы получаем совокупность граней M , N , L,.... По доказанному выше все локаль­
ные оси вращения пересекаются в одной точке и грани M , N , L,... тоже по условию 
имеют локальные оси симметрии. Поэтому при вращении вокруг оси, проходящей че­
рез грань A, и при переходе грани P в грань Q, грани Q — в грань R и т.д., грань 
M переходит в N , N переходит в L, и т.д. Таким образом, при вращении вокруг оси 
грани A самосовмещается не только звезда грани A, но и совокупность граней M , N , 
L,. . . . Продолжая добавлять таким образом грани к уже самосовмещающейся сово­
купности граней, мы получим, что при вращении многогранника вокруг оси грани A
многогранник самосовмещается, то есть локальная ось вращения грани A является 
осью вращения всего многогранника. Утверждение доказано. ✷

Заметим, что для случая n-мерных систем Делоне известны условия симметрич­
ности и правильности, найденные в [7]. 

3. Многогранники с изолированными несимметри­
чными гранями 

Всюду в дальнейшем грань многогранника, через которую не проходит локаль­
ная ось вращения её звезды, будем называть несимметричной; в противном случае­
симметричной. Если в звезде некоторой симметричной грани A имеется некоторая 
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несимметричная грань F , то под звездой грани A понимается объедиение звёзд гра­
ней A и F , а сама грань A называется локально симметричной. 

Далее будут рассматриваться классы многогранников, некоторые грани которых 
являются несимметричными и подчинены некоторым условиям. При этом устанавли­
вается, что все такие многогранники могут быть получены из сильно симметричных 
многогранников. Несимметричная грань F многогранника называется изолированной, 
если все грани, входящие в звезду F , симметричны. Если в многограннике каждая 
несимметричная грань изолирована, то многогранник называется многогранником с 
изолированными несимметричными гранями. 

Справедливо следующее утверждение: 

Теорема 1. При условии локальной симметричности каждой симметричной 
грани всякий многогранник F с изолированными несимметричными гранями может 
быть получен путём усечения вершин или рёбер из некоторого многогранника, силь­
но симметричного относительно вращения граней.Существует многогранник F с 
максимальным числом граней 182, причём этот многогранник единственный за ис­
ключением бесконечной серии усечённых призм. 

Доказательство. Рассмотрим плоскости, содержащие несимметричные грани. 
Будем сдвигать параллельно эти плоскости в направлении внешности многогранника; 
при этом будем следить за тем, чтобы локальная симметричность остальных граней 
не нарушалась. Осуществляя таким образом параллельные сдвиги плоскостей несим­
метричных граней, мы добьёмся того, что полупространства, определяемые плоско­
стями граней многогранника, образуют многогранник P с локально симметричными 
гранями. Из доказанного локального критерия сильной симметричности следует, что 
P является сильно симметричным относительно вращения граней. Заметим, что оси 
симметрии многогранника P не обязательно совпадают по числу и по порядку с осями 
симметрии первоначального многогранника F . Осуществляя теперь обратный парал­
лельный сдвиг первоначальных плоскостей, мы получим данный многогранник F с 
изолированными симметричными гранями. 

Для того, чтобы указать многогранник с изолированными симметричными граня­
ми и с максимальным числом граней, нам необходимо выбрать сильно симметричный 
многогранник с наибольшим числом вершин и граней. Таким многогранником, соглас­
но [10] является усечённый икосододекаэдр. Производя на этом многограннике наи­
большее число возможных усечений вершин или рёбер, получим, что искомое число 
получается усечением вершин усечённого икосододекаэдра, т.е 182. Теорема доказана. 
✷

4. Многогранники с изолированными поясами 
Поясом P несимметричных граней выпуклого многогранника в трёхмерном евкли­

довом пространстве называется такая последовательность несимметричных граней, 
что каждые две соседние грани имеют только одно общее ребро — соединительное; 
последняя грань пояса также имеет только одно общее ребро с первой гранью. Поми­
мо соединительных рёбер имеются две компоненты связности множества рёбер пояса 
P . 
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Первая компонента — рёбра, которые предполагаются образующими стороны не­
которой грани G. Это множество — внутренняя граница пояса. 

Вторая компонента — множество рёбер, не являющихся ни соединительными, ни 
внутренними; рёбра второй компоненты образуют внешнюю границу пояса, которую 
будем предполагать плоским многоугольником, каждая сторона которого является 
ребром грани, не входящей ни в один пояс; причём различные рёбра внешней границы 
входят в границу различных граней. 

Грань G многогранника при этом называется изолированной поясом P граней. 
Совокупность грани G и её изолирующего пояса называется островом. Звездой ост­
рова S называется остров S вместе со всеми гранями, имеющими некоторые вершины 
общими с вершинами S. 

Теорема 2. Всякий выпуклый многогранник F с максимальным числом изоли­
рованных поясов такой, что через каждую изолированную поясом грань G проходит 
локальная ось симметрии звезды острова, может быть получен из одного из сильно 
симметричных относительно вращения многогранников [15] путём последователь­
ного надстраивания над некоторыми гранями усечённых осесимметричных пирамид. 
Существует ровно три таких многогранника с максимальным числом граней, рав­
ным 182, не считая бесконечные серии усечённых призм и удлинённых усечённых 
бипирамид. 

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1 рассмотрим плоскости, 
содержащие изолированные, но уже локально симметричные грани. Будем сдвигать 
параллельно эти плоскости, следя за тем, чтобы не нарушалась локальная симметрич­
ность островов. Указанным параллельными переносами мы добьёмся того, что оста­
нутся только внешние границы поясов. Каждая полученная внешняя граница, оче­
видно, является границей некоторой грани. Таким образом, применяя локальный кри­
терий симметричности, видим, что полученный многогранник является сильно сим­
метричным относительно вращения граней. Осуществляя теперь построение усечён­
ных пирамид с осью симметрии грани, получим первоначальный многогранник. Для 
доказательства второй части теоремы снова рассмотрим усечённый икосододекаэдр– 
многогранник сильно симметричный и с максимальным числом граней. Усечённые 
пирамиды здесь можем надстраивать либо над 4-уголными, либо над 6-угольными, 
либо над 10-угольными гранями. В трёх этих случаях получаем одно и то же число 
граней – 182. Теорема доказана. ✷

Заключение 

Полученные классы многогранников с изолированными несимметричными граня­
ми и изолированными несимметричными поясами расширяют класс сильно симмет­
ричных относительно вращения граней многогранников и относятся к многогранни­
кам с центром. Условия локальной симметрии на симметричные грани полностью 
характеризуют эти классы в классе выпуклых многогранников.Следует отметить, 
что если не ограничиваться условием выпуклости многогранников с изолированными 
несимметричными поясами, а локальные условия симметрии оставить такими же, как 
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и в случае выпуклых многогранников, то получим класс симметричных невыпуклых 
многогранников нулевого рода. 
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