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Аннотация

В статье рассматривается задача об отражении плоской гармонической звуковой вол-
ны от плоской поверхности, имеющей выступ цилиндрической формы. Полагается, что
плоская поверхность и поверхность выступа являются абсолютно жесткими. Падающая
плоская звуковая волна распространяется перпендикулярно образующей цилиндрического
выступа в полупространстве, заполненном однородной идеальной сжимаемой жидкостью.

Аналитическое решение задачи получено интегральным методом наименьших квадра-
тов. Решение ищется в виде усеченного ряда по волновым цилиндрическим функциям.
Для выполнения граничных условий на плоской поверхности и цилиндрическом выступе
построен функционал, и найдено приближенное решение, его минимизирующее.

Представлены результаты численных расчетов диаграмм направленности отраженного
акустического поля в дальней зоне.
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Abstract

In paper the problem of reflecting a plane harmonic sound wave from a flat surface having
a cylindrical protrusion is considered. It is assumed that the flat surface and the surface of the
projection are absolutely rigid. An incident plane sound wave propagates perpendicular to the
generatrix of a cylindrical projection in a half-space filled with a homogeneous ideal compressible
liquid.

An analytical solution of the problem is obtained by the integral method of least squares.
The solution is sought in the form of a truncated row by wave cylindrical functions. To fulfill the
boundary conditions on a flat surface and a cylindrical projection the functional is constructed
and an approximate solution minimizing its is found.

The results of numerical calculations of the directional patterns of the reflected acoustic field
in the far zone are presented.
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1. Введение

Решения задач об отражении плоской звуковой волны от абсолютно жесткой плоскости и
о дифракции плоской звуковой волны на абсолютно жестком круговом цилиндре бесконечной
длины, расположенном в безграничном пространстве, хорошо известны (например, [1 – 5]).

Рассеяние звуковых волн на поверхностях с регулярными неровностями, амплитуды кото-
рых малы по сравнению с длиной волны, исследовалось в ряде работ, например, [1, 6 – 11].

В настоящей работе рассматривается задача об отражении плоской гармонической звуко-
вой волны от плоской поверхности, имеющей выступ цилиндрической формы произвольного
размера.

2. Постановка задачи

Рассмотрим плоскую поверхность, имеющую выступ в виде части боковой поверхности
кругового цилиндра бесконечной длины радиуса 𝑎. Полагаем, что плоская поверхность и по-
верхность выступа являются абсолютно жесткими. Пусть из полупространства, заполненного
однородной идеальной сжимаемой жидкостью с плотностью 𝜌 и скоростью звука 𝑐, на плос-
кую поверхность с выступом перпендикулярно образующей цилиндра падает гармоническая
плоская звуковая волна (рис. 1).
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Рис. 1: Геометрия задачи

Определим акустическое поле, отраженное от поверхности с выступом.

3. Математическая модель задачи

Обозначим поверхность цилиндрического выступа через 𝑆1, а части плоской поверхности,
содержащей выступ, — через 𝑆2 и 𝑆3.

Свяжем с цилиндрическим выступом прямоугольную декартову 𝑥, 𝑦, 𝑧 и цилиндрическую
𝑟, 𝜙, 𝑧 системы координат с началом 𝑂, расположенном на оси цилиндра 𝑧.

В рассматриваемой постановке задача двумерная. Все искомые величины не зависят от
координаты 𝑧.

Уравнения участков 𝑆1, 𝑆2 и 𝑆3 имеют вид
𝑆1: 𝑟 = 𝑎, 𝜙* ⩽ 𝜙 ⩽ 𝜋 − 𝜙*; 𝑆2: −∞ ⩽ 𝑥 < −𝑥*, 𝑦 = 𝑦*; 𝑆3: 𝑥* ⩽ 𝑥 <∞, 𝑦 = 𝑦*

( 𝑥* = 𝑎 cos𝜙*, 𝑦* = 𝑎 sin𝜙*, 𝜙* = arccos

√︀
𝑎2 − 𝑦2*
𝑎

).

Потенциал скорости падающей плоской волны имеет вид

𝜓0 = 𝐴 exp [𝑖(k · r)− 𝑖𝜔𝑡] ,

где 𝐴 — амплитуда волны; k = {𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 0} — волновой вектор падающей волны; r = {𝑥, 𝑦, 0} —
радиус-вектор; 𝑥 = 𝑟 cos𝜙; 𝑦 = 𝑟 sin𝜙; 𝑘𝑥 = 𝑘 cos𝜙0; 𝑘𝑦 = 𝑘 sin𝜙0; 𝜙0 — угол, образованный
вектором k с осью 𝑥; 𝜔 — круговая частота; 𝑡 — время. В дальнейшем временной множитель
exp (−𝑖𝜔𝑡) будем опускать.

В полярной системе координат 𝑟, 𝜙 потенциал 𝜓0 записывается в виде

𝜓0 = 𝐴 exp[𝑖𝑘𝑟 cos(𝜙− 𝜙0)],

где 𝑘 = 𝜔/𝑐1 — волновое число.
Распространение малых возмущений в идеальной жидкости в случае установившихся ко-

лебаний описывается уравнением Гельмгольца [4]

Δ𝜓 + 𝑘2𝜓 = 0, (3.1)
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где 𝜓 — потенциал скорости полного акустического поля.
Скорость частиц v и акустическое давление 𝑝 в жидкости определяются по формулам

v = grad𝜓, 𝑝 = 𝑖𝜌𝜔 𝜓.

Граничные условия на поверхностях 𝑆1, 𝑆2 и 𝑆3 заключаются в равенстве нулю нормальной
скорости частиц жидкости

𝜕𝜓

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑆1

= 0,
𝜕𝜓

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑗

= 0 (𝑗 = 2, 3). (3.2)

Таким образом, в математической постановке задача состоит в нахождении потенциала 𝜓,
являющегося решением уравнения (3.1) и удовлетворяющего граничным условиям (3.2).

4. Аналитическое решение задачи

В силу линейной постановки задачи потенциал скорости полного акустического поля пред-
ставим в виде

𝜓 = 𝜓0 + 𝜓𝑠,

где 𝜓𝑠 — потенциал скорости рассеянного поля.
В цилиндрической системе координат падающая плоская волна представляется разложе-

нием [12]

𝜓0 = 𝐴
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑖𝑛𝐽𝑛(𝑘𝑟) exp [𝑖𝑛(𝜙− 𝜙0)] , (4.1)

где 𝐽𝑛 (𝑥) — цилиндрическая функция Бесселя порядка 𝑛.
Потенциал скорости рассеянного поля 𝜓𝑠(𝑟, 𝜙) удовлетворяет уравнению Гельмгольца, ко-

торое в цилиндрической системе координат имеет вид

𝜕2𝜓𝑠
𝜕𝑟2

+
1

𝑟

𝜕𝜓𝑠
𝜕𝑟

+
1

𝑟2
𝜕2𝜓𝑠
𝜕𝜙2

+ 𝑘2𝜓𝑠 = 0. (4.2)

Решение уравнения (4.2) для расходящейся волны (с учетом условий излучения на беско-
нечности [4]) представляется в следующем виде:

𝜓𝑠 =
∞∑︁

𝑛=−∞
𝐴𝑛𝐻

(1)
𝑛 (𝑘𝑟) exp [𝑖𝑛(𝜙− 𝜙0)] , (4.3)

где 𝐻(1)
𝑛 (𝑥) — цилиндрическая функция Ганкеля первого рода порядка 𝑛; 𝐴𝑛 — комплексные

константы.
Построим приближенное аналитическое решение поставленной задачи, воспользовавшись

вариационным методом – интегральным методом наименьших квадратов. Приближенное ре-
шение будем искать на основе выражения (4.3) в виде усечененного ряда по волновым цилин-
дрическим функциям

𝜓𝑁𝑠 =
𝑁∑︁

𝑛=−𝑁
𝐴𝑁𝑛 𝐻

(1)
𝑛 (𝑘𝑟) exp [𝑖𝑛(𝜙− 𝜙0)] , (4.4)

где 𝑁 — порядок усечения.
При этом полагаем

𝜓𝑁0 = 𝐴

𝑁∑︁
𝑛=−𝑁

𝑖𝑛𝐽𝑛(𝑘𝑟) exp [𝑖𝑛(𝜙− 𝜙0)] . (4.5)
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Верхний индекс 𝑁 в (4.4), (4.5) указывает на зависимость от числа членов конечных ря-
дов по координатным функциям, из которых конструируется приближенное решение. Чтобы
погрешность от усечения рядов была незначительной, необходимо соответствующим образом
выбрать значение 𝑁 . Известно [2, 4], что сходимость таких рядов зависит от значения волно-
вого размера цилиндра 𝑘𝑎.

Потребуем выполнения граничных условий (3.2) в среднем. Для этого построим функци-
онал вида

Φ
[︀
𝜓𝑁𝑠
]︀

=

∫︁
𝑆1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑁0
𝜕𝑟

+
𝜕𝜓𝑁𝑠
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑆 +

3∑︁
𝑗=2

∫︁
𝑆𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑁0
𝜕𝑦

+
𝜕𝜓𝑁𝑠
𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑆, (4.6)

определенный на множестве функций (4.4).
Среди функций 𝜓𝑁𝑠 найдем функцию

𝜓𝑁𝑠 =
𝑁∑︁

𝑛=−𝑁
𝐴𝑁*
𝑛 𝐻(1)

𝑛 (𝑘𝑟) exp [𝑖𝑛(𝜙− 𝜙0)] , (4.7)

являющуюся наилучшим приближенным решением задачи при фиксированном 𝑁 . Эта функ-
ция наилучшим образом удовлетворяет граничным условиям, минимизируя функционал (4.6)

со среднеквадратичной ошибкой 𝛿2𝑁 = Φ
[︁
𝜓𝑁𝑠

]︁
.

Подставим (4.4) и (4.5) в функционал (4.6), учитывая, что

𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝑍𝑛(𝑘𝑟)𝑒𝑖𝑛(𝜙−𝜙0)

]︁
=
[︁
𝑘𝑍 ′

𝑛(𝑘𝑟)
𝑦

𝑟
+ 𝑖𝑛𝑍𝑛(𝑘𝑟)

𝑥

𝑟2

]︁
𝑒𝑖𝑛(𝜙−𝜙0),

где 𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2, а под 𝑍𝑛(𝑘𝑟) понимаем функцию 𝐽𝑛(𝑘𝑟) или 𝐻(1)

𝑛 (𝑘𝑟). Будем иметь

Φ
[︀
𝜓𝑁𝑠
]︀

= 𝐺(𝐴𝑁−𝑁 , 𝐴
𝑁
−𝑁+1, . . . , 𝐴

𝑁
−1, 𝐴

𝑁
0 , 𝐴

𝑁
1 , . . . , 𝐴

𝑁
𝑁 ).

Искомые коэффициенты 𝐴𝑁*
𝑛 (𝑛 = −𝑁, . . . ,−1, 0, 1, . . . , 𝑁) определим из условий миниму-

ма функции 𝐺(𝐴𝑁𝑛 ) от (2𝑁 + 1) комплексных переменных

𝜕𝐺

𝜕 Re𝐴𝑁𝑙
= 0,

𝜕𝐺

𝜕 Im𝐴𝑁𝑙
= 0 (𝑙 = −𝑁, . . . ,−1, 0, 1, . . . , 𝑁). (4.8)

Таким образом,

min 𝐺(𝐴𝑁−𝑁 , . . . , 𝐴
𝑁
−1, 𝐴

𝑁
0 , 𝐴

𝑁
1 , . . . , 𝐴

𝑁
𝑁 ) = 𝐺(𝐴𝑁*

−𝑁 , . . . , 𝐴
𝑁*
−1 , 𝐴

𝑁*
0 , 𝐴𝑁*

1 , . . . , 𝐴𝑁*
𝑁 ).

Сложив первое уравнение (4.8) со вторым уравнением, умноженным на мнимую единицу,
приходим к системе 2𝑁+1 линейных алгебраических уравнений для определения неизвестных
𝐴𝑁*
𝑛

𝑛=𝑁∑︁
𝑛=−𝑁

𝑎𝑛𝑙𝐴
𝑁
𝑛 =

𝑛=𝑁∑︁
𝑛=−𝑁

𝑏𝑛𝑙 (𝑙 = −𝑁, . . . ,−1, 0, 1, . . . , 𝑁), (4.9)

где
𝑎𝑛𝑙 = 𝐼

(1)
1𝑛𝑙 + 𝐼

(2)
2𝑛𝑙 + 𝐼

(3)
3𝑛𝑙; 𝑏𝑛𝑙 = 𝐼

(4)
1𝑛𝑙 + 𝐼

(5)
2𝑛𝑙 + 𝐼

(6)
3𝑛𝑙.

В обозначениях интегралов первая цифра в нижнем индексе соответствует номеру участка
интегрирования 𝑆𝑗 (𝑗 = 1, 2, 3), а верхний индекс обозначает номер интеграла.

Будем иметь

𝐼
(1)
1𝑛𝑙 = 𝑘2

∫︁
𝑆1

𝐻(1)
𝑛

′
(𝑘𝑟)𝐻

(2)
𝑙

′
(𝑘𝑟)𝑒𝑖(𝑛−𝑙)(𝜙−𝜙0)𝑑𝑆,
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𝐼
(𝑗)
𝑗𝑛𝑙 =

∫︁
𝑆𝑗

[(𝛼𝑛 − 𝜇𝑛)𝛾1𝑙 + (𝛽𝑛 + 𝜆𝑛)𝛾2𝑙] 𝑒
𝑖(𝑛−𝑙)(𝜙−𝜙0)𝑑𝑆 (𝑗 = 2, 3),

𝐼
(4)
1𝑛𝑙 = −𝐴𝑖𝑛𝑘2

∫︁
𝑆1

𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟)𝐻

(2)
𝑙

′
(𝑘𝑟)𝑒𝑖(𝑛−𝑙)(𝜙−𝜙0)𝑑𝑆,

𝐼
(𝑗+3)
𝑗𝑛𝑙 = −𝐴𝑖𝑛

∫︁
𝑆𝑗

(𝛼𝑛𝛾1𝑙 + 𝜆𝑛𝛾2𝑙)𝑒
𝑖(𝑛−𝑙)(𝜙−𝜙0)𝑑𝑆 (𝑗 = 2, 3),

где

𝛼𝑛 = 𝑘𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑟)

𝑦

𝑟
; 𝛽𝑛 = 𝑘𝑁 ′

𝑛(𝑘𝑟)
𝑦

𝑟
; 𝜆𝑛 = 𝑛𝐽𝑛(𝑘𝑟)

𝑥

𝑟2
; 𝜇𝑛 = 𝑛𝑁𝑛(𝑘𝑟)

𝑥

𝑟2
,

𝛾1𝑙 = 𝛼𝑙 − 𝜇𝑙 − 𝑖𝛽𝑙 − 𝑖𝜆𝑙; 𝛾2𝑙 = 𝛽𝑙 + 𝜆𝑙 + 𝑖𝛼𝑙 − 𝑖𝜇𝑙.

Здесь 𝐻(2)
𝑙 (𝑥) — цилиндрическая функция Ганкеля второго рода порядка 𝑛; 𝑁𝑛(𝑥) — цилин-

дрическая функция Неймана порядка 𝑛; штрихи означают дифференцирование по аргументу.

Интегралы 𝐼(1)1𝑛𝑙 и 𝐼
(4)
1𝑛𝑙 по 𝑆1 вычисляются аналитически с учетом того, что 𝑟 = 𝑎 и 𝑑𝑆 = 𝑎 𝑑𝜙.

Тогда

∫︁
𝑆1

𝑓(𝑟)𝑒𝑖(𝑛−𝑙)(𝜙−𝜙0)𝑑𝑆 = 𝑎𝑓(𝑎)𝑒−𝑖(𝑛−𝑙)𝜙0

𝜋−𝜙*∫︁
𝜙*

𝑒𝑖(𝑛−𝑙)𝜙𝑑𝜙, 𝜙* = arccos

√︀
𝑎2 − 𝑦2*
𝑎

.

При этом
𝜋−𝜙*∫︁
𝜙*

𝑒𝑖(𝑛−𝑙)𝜙𝑑𝜙 = 𝜀𝑛𝑙, где 𝜀𝑛𝑙 =

⎧⎨⎩
1

𝑖(𝑛− 𝑙)

[︁
𝑒𝑖(𝑛−𝑙)(𝜋−𝜙*) − 𝑒𝑖(𝑛−𝑙)𝜙*

]︁
, 𝑛 ̸= 𝑙;

𝜋 − 2𝜙*, 𝑛 = 𝑙.

Таким образом,

𝐼
(1)
1𝑛𝑙 = 𝑘2𝑎𝐻(1)

𝑛

′
(𝑘𝑎)𝐻

(2)
𝑙

′
(𝑘𝑎)𝜀𝑛𝑙, 𝐼

(4)
1𝑛𝑙 = −𝐴𝑖𝑛𝑘2𝑎𝐽 ′

𝑛(𝑘𝑎)𝐻
(2)
𝑙

′
(𝑘𝑎)𝜀𝑛𝑙.

Интегралы по участкам 𝑆2 и 𝑆3 вычислить аналитически не представляется возможным.
Их значения могут быть найдены только численно. Указанные интегралы удобнее вычислять
в прямоугольных координатах:

∫︁
𝑆2

𝑓(𝑟, 𝜙)𝑑𝑆 =

−
√
𝑎2−𝑦2*∫︁

−∞

𝑓

(︃√︀
𝑥2 + 𝑦2*, arccos

𝑥√︀
𝑥2 + 𝑦2*

)︃
𝑑𝑥,

∫︁
𝑆3

𝑓(𝑟, 𝜙)𝑑𝑆 =

∞∫︁
√
𝑎2−𝑦2*

𝑓

(︃√︀
𝑥2 + 𝑦2*, arccos

𝑥√︀
𝑥2 + 𝑦2*

)︃
𝑑𝑥.

Определив из системы (4.9) коэффициенты 𝐴𝑁*
𝑛 (𝑛 = −𝑁, . . . ,−1, 0, 1, . . . , 𝑁), получим

аналитическое описание отраженного акустического поля согласно (4.7).
На основании асимптотических формул для цилиндрических функций Бесселя, Неймана

и Ганкеля при больших значениях аргумента [13] устанавливаем, что при 𝑥 → ±∞ подынте-

гральные функции у несобственных интегралов 𝐼(2)2𝑛𝑙, 𝐼
(3)
3𝑛𝑙, 𝐼

(5)
2𝑛𝑙 и 𝐼

(6)
3𝑛𝑙 имеют порядок 𝑥

−3, что
обеспечивает сходимость этих интегралов.
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Рассмотрим дальнюю зону акустического поля. Используя асимптотическую формулу для
цилиндрической функции Ганкеля первого рода при больших значениях аргумента [13]

𝐻(1)
𝑛 (𝑘𝑟) ≈

√︂
2

𝜋𝑘𝑟
exp

[︁
𝑖
(︁
𝑘𝑟 − 𝜋𝑛

2
− 𝜋

4

)︁]︁
(𝑘𝑟 >> 1),

из (4.7) находим

𝜓𝑁𝑠 =

√︂
𝑎

2𝑟
exp

[︁
𝑖
(︁
𝑘1𝑟 −

𝜋

4

)︁]︁
𝐹𝑁 (𝜙),

где

𝐹𝑁 (𝜙) =
2√
𝜋𝑘𝑎

𝑁∑︁
𝑛=−𝑁

(−𝑖)𝑛𝐴𝑁*
𝑛 exp[𝑖𝑛(𝜙− 𝜙0)]. (4.10)

5. Численные исследования

На основе полученного решения были проведены расчеты угловых характеристик отра-
женного акустического поля в дальней зоне. Полагалось, что падающая волна единичной
амплитуды распространяется в полупространстве, заполненном воздухом (𝜌 = 1, 29 кг/м3,
𝑐 = 332 м/с), радиус цилиндра 𝑎 = 1 м.

Амплитуда рассеяния
⃒⃒
𝐹𝑁 (𝜙)/𝐴

⃒⃒
рассчитывалась в диапазоне полярных углов 0 ⩽ 𝜙 ⩽ 𝜋.

Интегралы 𝐼
(2)
2𝑛𝑙, 𝐼

(3)
3𝑛𝑙, 𝐼

(5)
2𝑛𝑙 и 𝐼

(6)
3𝑛𝑙 вычислялись с использованием приема обрезания бесконеч-

ных пределов [14].
При проведении численных расчетов значения 𝑁 варьировались от 𝑁 = 2[𝑘𝑎] до

𝑁 = 10[𝑘𝑎], где квадратные скобки означают целую часть числа. Высокую точность рас-
чета обеспечило значение 𝑁 = 6[𝑘𝑎].

На рис. 2 – 4 представлены диаграммы направленности рассеянного поля в дальней зоне,
рассчитанные для волновых размеров 𝑘𝑎 = 1 и 𝑘𝑎 = 3. На лучах диаграмм отложены значения
безразмерной амплитуды рассеяния |𝐹/𝐴|, вычисленной для соответствующих значений угла
𝜙. Стрелкой показано направление распространения падающей плоской волны.

Рис. 2: Диаграммы направленности при 𝜙0 = −𝜋/2, 𝑦* = 0, 75𝑎
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Рис. 3: Диаграммы направленности при 𝜙0 = −𝜋/4, 𝑦* = 0, 75𝑎

Диаграммы направленности на рис. 2 и рис. 3 рассчитаны при 𝑦* = 0, 75𝑎 для случаев
падения плоской волны на цилиндрический выступ под углами 𝜙0 = −𝜋/2 и 𝜙0 = −𝜋/4
соответственно.

На рис. 4 представлены зависимости
⃒⃒
𝐹𝑁 (𝜙)/𝐴

⃒⃒
от полярного угла 𝜙 при 𝜙0 = 0 и 𝑦* = 0,

то есть когда выступ представляет собой половину цилиндра радиуса 𝑟 = 𝑎, а плоская волна
распространяется в положительном направленнии оси 𝑥. В этом случае имеем возможность
сравнить полученное вариационным методом приближенное решение задачи с точным реше-
нием.

Рис. 4: Диаграммы направленности при 𝜙0 = 0, 𝑦* = 0

Исключим из рассмотрения плоские участки 𝑆2 и 𝑆3 путем дополнения половинного ци-
линдра до полного. При этом на поверхностях 𝑆2 и 𝑆3 будут выполняться условия (3.2). Таким
образом, при падении плоской волны под углом 𝜙0 = 0 на половину цилиндра исходную зада-
чу сведем к задаче дифракции плоской волны на абсолютно жестком цилиндре, находящемся
в свободном пространстве, заполненном однородной идеальной жидкостью.

Точное решение задачи дифракции плоской волны на абсолютно жестком цилиндре в без-
граничном пространстве в случае нормального падения имеет вид [2 – 5]

𝜓𝑠 = −
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑖𝑛

𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑎)

𝐻
(1)
𝑛

′
(𝑘𝑎)

𝐻(1)
𝑛 (𝑘𝑟) exp (𝑖𝑛𝜙) , (5.1)

а амплитуда рассеяния в дальней зоне поля определяется по формуле

𝐹 (𝜙) = − 2√
𝜋𝑘𝑎

∞∑︁
𝑛=−∞

𝐽 ′
𝑛(𝑘𝑎)

𝐻
(1)
𝑛

′
(𝑘𝑎)

exp(𝑖𝑛𝜙). (5.2)
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На рис. 4 сплошными линиями обозначены диаграммы направленности, построенные на
основе приближенного решения, а кружками изображены линии, соответствующие диаграм-
мам, построенным по точному решению задачи. Видим практически полное совпадение соот-
ветствующих диаграмм.

6. Заключение

В настоящей работе интегральным методом наименьших квадратов получено приближен-
ное аналитическое решение задачи отражения плоской звуковой волны от плоской поверх-
ности с цилиндрическим выступом. Найденное решение позволяет численно исследовать от-
раженное акустическое поле при любых значениях волнового размера 𝑘𝑎 и произвольном
расположении выступа. Проведенное численное сравнение приближенного и точного решений
задачи для частного случая показало хорошее совпадение результатов.
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