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Аннотация

Статья продолжает описание направлений исследования арифметических свойств зна-
чений рядов вида

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 · 𝑛!𝑧𝑛

с коэффициентами 𝑎𝑛, удовлетворяющими определённым условиям. При этих условиях
рассматриваемый ряд, отличный от многочлена, сходится в поле C только при 𝑧 = 0.
Однако для почти всех, кроме конечного числа, простых чисел 𝑝 такой ряд сходится в
полях Q𝑝. Поэтому есть два естественных пути исследования. Мы можем рассматривать
либо значения результата некоторого суммирования этого ряда, либо его значения в поле
Q𝑝. В статье формулируются гипотезы, относящиеся к значениям рассматриваемых рядов
как в одном, так и в другом случае.
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Abstract

The article describes the directions of research on the arithmetic properties of series values
of the form

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 · 𝑛!𝑧𝑛

with coefficients 𝑎𝑛 satisfying certain conditions. Under these conditions, the considered series,
other than the polynomial, converges in the field C only at 𝑧 = 0. However, for almost all but a
finite number of primes, such a series converges in the fields Q𝑝. Therefore there are two ways
of research. We can either consider the arithmetic properties of the result of some summation of
this series, or consider the values of this series in the field Q𝑝. The paper formulates conjectures,
related to the values of the considered series.
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1. Введение

Работа дополняет исследования, начатые в статье [1]. Точнее говоря, рассматриваются
задачи, к решению которых, в основном, привлекаются различные обобщения метода Зигеля-
Шидловского в теории трансцедентных чисел. Сам метод подробно освещен в [2]. Рассмотрим
ряд

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛! 𝑧𝑛, (1)

коэффициенты которого – алгебраические числа из некоторого числового поля K конечной
степени над полем Q. При этом максимумы модулей сопряжённых с 𝑎𝑛 чисел не превосхо-
дят 𝐶𝑛1 . Кроме того, существует последовательность натуральных чисел 𝑞𝑛 таких, что все
числа 𝑞𝑛𝑎𝑘, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛 принадлежат кольцу ZK целых чисел поля K и выполняется оценка
|𝑞𝑛| ≤ 𝐶𝑛2 . Такие ряды, если они отличны от многочленов, расходятся в поле C.

2. Арифметические свойства просуммированных рядов

Можно рассматривать функции, полученные в результате суммирования Бореля-Лапласа
(см. [3])или Рамиса [4] таких рядов. Имеется в виду следующее: для любого числа 𝜃 ∈ R,
кроме конечного числа значений 𝑚𝑜𝑑2𝜋 ( так называемых антистоксовских направлений для
𝑓) можно выполнить 1-суммирование по Рамису ряда 𝑓(1𝑧 ) в направлении 𝜃. Результат этого
суммирования 𝑓𝜃(

1
𝑧 ) представляет собой функцию, голоморфную на открытом подмножестве

C, состоящем из всех 𝑧 ̸= 0 с условиями

𝜃 − 𝜋

2
− 𝜀 < 𝑎𝑟𝑔𝑧 < 𝜃 +

𝜋

2
+ 𝜀

при некотором 𝜀 > 0, для которой 𝑓(1𝑧 ) является асимптотическим разложением. Например,
ряд связанный с именем Эйлера

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝑧𝑛 (2)
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представляет собой асимптотическое разложение (см. [1]) для интеграла∫︁ +∞

0

𝑒−
𝑤
𝑧

1 + 𝑤
.

Результат суммирования ряда (2) при 𝑧 = 1 является известной постоянной Гомпертца. Точнее
говоря, справедливо равенство

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝑛! = 𝑒(𝛾 −
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛 · 𝑛!
),

где 𝛾− постоянная Эйлера, а левая часть обозначает результат упомянутого выше суммиро-
вания.

В этом направлении проводятся интересные исследования Ривоаля, Фишлера и Фергюсо-
на, [5],-[9], связанные с подходом И. Андре [10] и Бертрана и Бейкерса [11] к исследованию
арифметических свойств значений 𝐸− функций. В статье [9] сформулирована гипотеза 2. Она
состоит в справедливости следующего предложения.
Гипотеза(Conjecture 2,[9]) . Пусть 𝑓(𝑧)- Э-функция и направление 𝜃 ∈ (−𝜋

2 ,
𝜋
2 ) таково,

что 𝑓𝜃(1) = 0. Тогда 𝑓(𝑧)
𝑧−1 является Э-функцией

Доказательство этой гипотезы приведёт к получению большого количества важных ре-
зультатов. В частности, будет доказана трансцендентность постоянной Гомпертца.

В работе [9] рассмотрены также смешанные функции, т.е. формальные степенные ряды
вида

∑︀
𝑛∈Z 𝑎𝑛𝑧

𝑛, для которых ряд
∑︀∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑧
𝑛 является 𝐸− функцией, а ряд

∑︀∞
𝑛=1 𝑎−𝑛𝑧

−𝑛 яв-
ляется Э-функцией. Сформулирована соответствующая гипотеза (conjecture 3) и её следствия.

3. Арифметические свойства элементов прямых произведений
полей 𝑝− адических чисел

С другой стороны, упомянутые ряды (1) сходятся в полях 𝑝–адических чисел или алгебра-
ических расширениях этих полей, что позволяет рассматривать бесконечномерные векторы,
координаты которых представляют собой суммы рассматриваемых рядов в упомянутых полях.
С этими рядами тесно связано понятие полиадического числа. Напомним, что каноническое
разложение полиадического числа 𝜆 имеет вид

𝜆 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑛.

Этот ряд сходится в любом поле 𝑝− адических чисел Q𝑝. Разумеется, ряд, члены которо-
го - целые числа, сходящийся во всех полях 𝑝− адических чисел, представляет собой целое
полиадическое число.

Кольцом целых полиадических чисел называется прямое произведение колец целых 𝑝−
адических чисел по всем простым числам 𝑝. Элементы 𝜆 этого кольца, таким образом, мож-
но рассматривать как бесконечномерные векторы, координаты которых в соответствующем
кольце целых 𝑝− адических чисел обозначаем 𝜆(𝑝). Разумеется, вполне аналогичным спосо-
бом можно рассматривать прямые произведения алгебраических расширений K𝑣 полей Q𝑝.

Для удобства, напомним понятия бесконечной и глобальной линейной или алгебраиче-
ской независимости. Рассмотрим ряд 𝑓 (𝛼) =

∑︀∞
𝑛=0 𝑐𝑛 · 𝛼𝑛, где 𝛼, 𝑐𝑛 ∈ K− алгебраическому

числовому полю конечной степени κ над полем Q рациональных чисел. Пусть он сходится
в бесконечном множестве полей K𝑣, где нормирование 𝑣 поля K продолжает 𝑝−адическое
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нормирование поля Q . Это позволяет рассматривать ряд 𝑓 (𝛼), как элемент прямого про-
изведения этих полей K𝑣. Это прямое произведение имеет естественную структуру кольца,
операциям в котором соответствуют операции по каждой координате. Для элемента a этого
прямого произведения обозначаем a(𝑣) его координату в поле K𝑣.

Если существует 𝑃 (𝑥) – многочлен с рациональными коэффициентами, отличный от тож-
дественного нуля такой, что 𝑃 (a) = 0 (иными словами, 𝑃

(︀
a(𝑣)
)︀

= 0 в каждом поле K𝑣 этого
прямого произведения), то говорим, что a – алгебраический элемент.

Если элемент a не является алгебраическим, то его называют трансцендентным. Транс-
цендентность элемента означает, что для любого 𝑃 (𝑥)– многочлена с рациональными коэф-
фициентами, отличного от тождественного нуля, существует простое число 𝑝 и нормирование
𝑣 поля K, продолжающее 𝑝-адическое нормирование поля Q такие, что 𝑃

(︀
a(𝑣)
)︀
̸=0 в поле K𝑣.

Назовем элемент a бесконечно трансцендентным, если для любого 𝑃 (𝑥) – многочлена с
рациональными коэффициентами, отличного от тождественного нуля, существует бесконечное
множество простых чисел 𝑝, для каждого из которых есть нормирование 𝑣 поля K, продол-
жающее 𝑝 – адическое нормирование такое, что 𝑃

(︀
a(𝑣)
)︀
̸=0 в поле K𝑣.

Элемент a называется глобально трансцендентным, если для любого 𝑃 (𝑥) – многочлена с
рациональными коэффициентами, отличного от тождественного нуля, неравенство 𝑃

(︀
a(𝑣)
)︀
̸=0

выполняется во всех полях K𝑣 рассматриваемого прямого произведения.
Отметим, что из бесконечной трансцендентности элемента не следует трансцендентность

a(𝑣) хотя бы для одного простого числа 𝑝 и нормирования 𝑣 поля K, продолжающего 𝑝-
адическое нормирование поля Q. Например, элемент (1, 2, . . . , 𝑛, . . . ) прямого произведения
полей Q𝑝 (координата которого равна 𝑛 в поле Q𝑝𝑛 , соответствующем 𝑛-ному простому числу
𝑝𝑛) бесконечно трансцендентен. Действительно, любой 𝑃 (𝑥)− многочлен с рациональными
коэффициентами, отличный от тождественного нуля, может обратиться в ноль лишь на ко-
нечном множестве натуральных чисел.

Для совокупности элементов a1, . . . , a𝑚 аналогичным образом определяются понятия их ал-
гебраической зависимости, алгебраической независимости, бесконечной алгебраической неза-
висимости и глобальной алгебраической независимости. Достаточно вместо многочлена 𝑃 (𝑥)
рассмотреть 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)− многочлен с рациональными коэффициентами, отличный от тож-
дественного нуля.

В работах [12],[13] установлены теоремы для 𝐹 -рядов, подобные теоремам А.Б. Шидлов-
ского для 𝐸–функций (ряды вида

∑︀∞
𝑛=0

𝑎𝑛
𝑛! 𝑧

𝑛 ).
Сформулируем определение 𝐹 -ряда. Ряд

𝑓 (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛 · 𝑛! · 𝑧𝑛.

принадлежит классу 𝐹 (K, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝑞), если

1. Все коэффициенты 𝑐𝑛 принадлежат некоторому алгебраическому числовому полю K
конечной степени κ над полем Q рациональных чисел.

2. Максимумы абсолютных величин алгебраически сопряженных с числом 𝑐𝑛 чисел пред-
ставляют собой 𝑂 (𝐶𝑛1 ) , 𝑛→∞ с некоторой постоянной 𝐶1 > 1.

3. Существует последовательность натуральных чисел 𝑑𝑛 такая, что при𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 чис-
ла 𝑑𝑛𝑐𝑘 принадлежат кольцу целых чисел ZK поля K и 𝑑𝑛 = 𝑞𝑛𝑑0,𝑛, 𝑞 ∈ N, а числа 𝑑0,𝑛
делятся только на простые числа 𝑝, не превосходящие 𝐶2𝑛, и для всех таких простых 𝑝

выполняется неравенство 𝜗𝑝 (𝑑0,𝑛) ⩽ 𝐶3

(︁
log𝑝𝑛 + 𝑛

𝑝2

)︁
. (Символ 𝜗𝑝(𝑎) обозначает степень,

в которой простое число 𝑝 входит в разложение на множители целого числа 𝑎.)
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Это определение показывает, что 𝐹 -ряды относятся к так называемым арифметическим рядам
Жевре.
Теорема(Теорема 3,[12]) . Пусть 𝐹 -ряды 𝑓1 (𝑧) , . . . , 𝑓𝑚(𝑧) алгебраически независимы над
полем C (𝑧) и составляют решение системы линейных дифференциальных уравнений вида

𝑦′𝑘 = 𝑄𝑘,0 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑄𝑘,𝑖𝑦𝑖, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚,𝑄𝑘,𝑖 ∈ C (𝑧) .

Пусть 𝛾-алгебраическое число, отличное от нуля и особых точек этой системы уравнений.
Тогда ряды 𝑓1 (𝛾) , . . . , 𝑓𝑚 (𝛾) бесконечно алгебраически независимы.

Вместе с тем, для конкретного поля 𝑝–адических чисел не удаётся доказать хотя бы ирра-
циональность значений таких рядов, оценки линейных форм зависят от высоты формы [14].
Гипотеза При условиях теоремы ряды 𝑓1 (𝛾) , . . . , 𝑓𝑚 (𝛾) глобально алгебраически независи-
мы.

4. Построение псевдослучайных чисел

Заметим, что если числа 𝑎𝑛− целые, то вычисление частичных сумм ряда
∑︀∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑛! мож-
но произвести, используя только операцию сложения. Действительно, если 1 ≤ 𝑘 < 𝑛 то
(𝑘 + 1)𝑛! = 𝑘𝑛! + 𝑛!. Поэтому для вычисления любой конечной суммы вида

∑︀𝑁
𝑛=0 𝑎𝑛𝑛! доста-

точно заранее вычислить 𝑁(𝑁+1)
2 чисел вида 𝑘𝑛!, 𝑛 = 1, ..., 𝑁, 𝑘 = 1, ..., 𝑛. Проведённые экс-

перименты показали, что, например, при условии периодичности последовательности целых
чисел 𝑎𝑛, цифры числа

∑︀𝑁
𝑛=0 𝑎𝑛𝑛! обладают хорошими статистическими свойствами. Строгого

доказательства этому нет. Удаётся только доказать алгебраическую независимость функци-
ональных рядов

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑛!𝑧𝑛 над полем рациональных функций от 𝑧 и бесконечную алгеб-

раическую независимость их значений в алгебраических точках, отличных от 0. Более того,
даже если бы удалось доказать иррациональность ряда

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑛! в поле 𝑝− адических чисел,

из этого не следовало бы, что конечные суммы ряда обладают хорошими статистическими
свойствами. Поэтому сформулируем ещё одну гипотезу, базирующуюся на идее о том, что
определенный порядок можно нарушить, комбинируя упорядоченные величины с величина-
ми, подчиняющимися другому порядку.
Гипотеза Частичные суммы рядов вида

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑛! с периодическими коэффициентами об-

ладают хорошими свойствами случайности.

5. Заключение.

В статье дан краткий обзор современного состояния вопроса об арифметической природе
значений расходящихся в поле C рядов и рассказано о двух основных подходах к исследованию
проблемы. Сформулированы гипотезы, доказательство которых существенно продвинет наши
знания в этой области.
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