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Аннотация

Работа посвящена абелевым группам, содержащим хотя бы один эндоморфизм, яд-
ро которого совпадает с его образом. Заметим, что условие ker𝜙 = Im𝜙 влечет за собой
равенство 𝜙2 = 0, то есть 𝜙 является нильпотентным эндоморфизмом индекса нильпо-
тентности 2.

Основным техническим результатом работы является теорема 1, в которой на языке
подгрупп получен критерий существования эндоморфизма абелевой группы, ядро которого
совпадает с его образом.

В этой статье существование эндоморфизма, ядро которого совпадает с его образом,
полностью решено для абелевых групп из классов циклических и коциклических групп,
элементарных 𝑝-примарных абелевых групп и конечно порожденных абелевых групп.

Главным результатом работы является теорема 12, в которой доказано, что конечно
порожденная абелева группа 𝐴 обладает эндоморфизмом, образ которого совпадает с его
ядром тогда и только тогда, когда либо 𝐴 — конечная группа, порядок которой является
полным квадратом, либо 𝐴 = 𝐹 ⊕𝐾, где 𝐹 — свободная абелева группа четного ранга, а
𝐾 — произвольная конечная абелева группа.
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Abstract

The paper is devoted to abelian groups containing at least one endomorphism whose kernel
coincides with its image. Note that the condition ker𝜙 = Im𝜙 implies the equality 𝜙2 = 0, that
is, 𝜙 is a nilpotent endomorphism of nilpotency index 2.

The main technical result of the paper is Theorem 1, in which a criterion for the existence
of an endomorphism of an abelian group whose kernel coincides with its image is obtained in
the language of subgroups.

In this paper, the existence of an endomorphism whose kernel coincides with its image is
completely solved for Abelian groups from the classes of cyclic and cocyclic groups, elementary
𝑝-primary Abelian groups, and finitely generated Abelian groups.

The main result of the paper is Theorem 12, which proves that a finitely generated Abelian
group 𝐴 has an endomorphism whose image coincides with its kernel if and only if either 𝐴 is
a finite group whose order is a perfect square, or 𝐴 = 𝐹 ⊕𝐾, where 𝐹 is a free Abelian group
of even rank and 𝐾 is an arbitrary finite Abelian group.

Keywords: abelian group, endomorphism, nilpotency, elementary group, finitely generated
group.
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1. Введение

Изучение эндоморфизмов абелевых групп представляет для нас интерес, прежде всего, в
связи с тем, что позволяет получить дополнительную информацию о самих абелевых группах.
В данной статье изучаются абелевы группы, содержащие хотя бы один эндоморфизм, ядро
которого совпадает с его образом. Главной задачей работы является описание всех конечно
порожденных абелевых групп 𝐴, содержащих эндоморфизм 𝜙 : 𝐴→ 𝐴, такой что ker𝜙 = Im𝜙.

Под «группой» в работе всегда подразумевается абелева группа, записанная аддитивно.
Через Z и Z𝑚 обозначается соответственно бесконечная циклическая группа и циклическая
группа порядка 𝑚. Если 𝑀 — подмножество группы 𝐴, то через ⟨𝑀⟩ будем обозначать под-
группу в 𝐴, порожденную множеством 𝑀 :

𝑀 = ∅ ⇒ ⟨𝑀⟩ = 0; 𝑀 ̸= ∅ ⇒ ⟨𝑀⟩ = {𝑘1𝑎1 + 𝑘2𝑎2 + . . .+ 𝑘𝑠𝑎𝑠 | 𝑘𝑖 ∈ Z, 𝑎𝑖 ∈𝑀}.

Через 𝑡(𝐴) и 𝑡𝑝(𝐴) будем обозначать соответственно периодическую и 𝑝-примарную часть
группы 𝐴. 𝐸(𝐴) — кольцо эндоморфизмов группы 𝐴.

Основные используемые в работе понятия и определения теории абелевых групп соот-
ветствуют книгам [1]–[5]. Дополнительную информацию об эндоморфизмах абелевых групп
можно найти в [8]–[15].

2. Базовые свойства

Теорема 1. Пусть 𝐴 — абелева группа, тогда эндоморфизм 𝜙 : 𝐴 → 𝐴, такой что
ker𝜙 = Im𝜙 существует тогда и только тогда, когда в группе 𝐴 найдется подгруппа 𝐵,
такая что 𝐴/𝐵 ∼= 𝐵.

Доказательство. Пусть существует эндоморфизм 𝜙 группы 𝐴, такой что ker𝜙 = Im𝜙.
Тогда по основной теореме о гомоморфизме для подгруппы 𝐵 = ker𝜙 группы 𝐴 имеет место
изоморфизм 𝐴/𝐵 ∼= 𝐵.



Эндоморфизмы специального вида конечно порожденных абелевых групп 249

Обратно, пусть 𝐴/𝐵 ∼= 𝐵 для некоторой подгруппы группы 𝐴. Тогда построим цепочку
гомоморфизмов:

𝐴
𝛼−→ 𝐴/𝐵

𝛽−→ 𝐵
𝛾−→ 𝐴,

где 𝛼— естественный эпиморфизм, 𝛽 — изоморфизм и 𝛾 — вложение. Отсюда, если 𝜙 = 𝛼∘𝛽∘𝛾,
то ker𝜙 = 𝐵 = Im𝜙.

Следствие 1. Если для конечной группы 𝐴 существует эндоморфизм 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴 такой,
что ker𝜙 = Im𝜙, то |𝐴| = 𝑛2 для некоторого натурального числа 𝑛.

Следствие 2. Если 𝐴 ∼= 𝐵 ⊕ 𝐵, то существует эндоморфизм 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴 такой, что
ker𝜙 = Im𝜙.

Пример 1. Если 𝐴 = Z𝑝 ⊕ Z𝑝2 , то |𝐴| = |Z𝑝| · |Z𝑝2 | = 𝑝 · 𝑝2 = 𝑝3. Но 𝑝3 не является полным
квадратом. Тогда из следствия 1 вытекает, что для группы 𝐴 = Z𝑝 ⊕ Z𝑝2 не существует
эндоморфизма 𝜙 такого, что ker𝜙 = Im𝜙.

Пример 2. Пусть 𝑝 — простое число. Рассмотрим квазициклическую группу Z𝑝∞ ,

Z𝑝∞ = ⟨𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘, . . . | 𝑝𝑎𝑖 = 𝑎𝑖−1, 𝑝𝑎0 = 0⟩.

Пусть 𝐵 ⊆ Z𝑝∞ . Если 𝐵 не является конечно порожденной группой, то 𝐵 = Z𝑝∞ . Если же
подгруппа 𝐵 конечно порождена, то 𝐵 = ⟨𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, . . . , 𝑎𝑖𝑠⟩ = ⟨𝑎𝑖𝑠⟩ — циклическая группа.

Так как Z𝑝∞/Z𝑝∞ = 0 и Z𝑝∞/Z𝑝𝑚 = Z𝑝∞ , то группа Z𝑝∞ не удовлетворяет условиям теоре-
мы 1, а значит, не существует эндоморфизма 𝜙 : Z𝑝∞ −→ Z𝑝∞ такого, что ker𝜙 = Im𝜙.

Пример 3. Пусть 𝐴 — 𝑝-примарная циклическая группа, 𝐴 = Z𝑝𝑘 . Предположим, что
существует эндоморфизм 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴 такой, что ker𝜙 = Im𝜙. Все нетривиальные подгруппы
группы Z𝑝𝑘 образуют цепь:

𝐵1 = 𝑝Z𝑝𝑘 ⊇ 𝐵2 = 𝑝2Z𝑝𝑘 ⊇ · · · ⊇ 𝐵𝑘−1 = 𝑝𝑘−1Z𝑝𝑘 .

Следовательно, возможны 2 случая.

1. 𝑘 = 2𝑛 + 1, тогда |𝐴| не является полным квадратом, и в соответствии со следствием 2
не существует эндоморфизма 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴, такого что ker𝜙 = Im𝜙.

2. 𝑘 = 2𝑛, тогда из равенства ker𝜙 = Im𝜙 и теоремы Лагранжа следует, что

ker𝜙 = 𝐵𝑛 = 𝑝𝑛Z𝑝2𝑛 = Im𝜙.

Более того, искомый эндоморфизм 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴, действует по правилу 𝜙(𝑎̄) = 𝑝𝑛𝑎̄.

Напомним, что группа 𝐴 называется коциклической, если существует элемент 𝑎 ∈ 𝐴, такой
что всякий гомоморфизм 𝜙 : 𝐵 −→ 𝐴, где 𝑎 ∈ Im𝜙, является эпиморфизмом. Хорошо известно
(см., например, [1, теорема 3.1]), что группа 𝐴 является коциклической тогда и только тогда,
когда 𝐴 ∼= Z𝑝𝑘 или 𝐴 ∼= Z𝑝∞ . Таким образом, из примеров 2 и 3 вытекает справедливость
следующего утверждения.

Предложение 1. В коциклической группе 𝐴 существует эндоморфизм 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴,
такой что ker𝜙 = Im𝜙 тогда и только тогда, когда 𝐴 ∼= Z𝑝2𝑛.
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3. Элементарные 𝑝-примарные абелевы группы

Определение 1. Абелева группа 𝐴 называется 𝑝-элементарной, где 𝑝 — простое число,
если порядок любого ненулевого элемента из 𝐴 равен 𝑝, т.е. 𝑝𝐴 = 0.

Заметим, что любая элементарная 𝑝-примарная абелева группа 𝐴 является векторным
пространством над полем Z𝑝. Данное утверждение вытекает из соотношения:

∀ 𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑚, 𝑘 ∈ Z 𝑚𝑎 = 𝑘𝑎 ⇔ 𝑚 ≡ 𝑘 (mod 𝑝).

В связи с этим, при работе с элементарными 𝑝-примарными абелевыми группами можно
использовать аппарат линейной алгебры. В частности, базис элементарной 𝑝-примарной груп-
пы 𝐴 (как Z𝑝-пространства) будем называть ее 𝑝-базисом, а его мощность будем обозначать
через 𝑟𝑝(𝐴) и называть 𝑝-рангом группы 𝐴.

Напомним следующую хорошо известную теорему о строении элементарных групп (по-
дробнее см. [1, теорема 8.5]).

Теорема 2. Если 𝐴 — элементарная 𝑝-примарная абелева группа, то 𝐴 раскладывается
в прямую сумму циклических групп порядка 𝑝,

𝐴 ∼=
⨁︁
𝑚

Z𝑝, где 𝑚 = 𝑟𝑝(𝐴).

Из данной теоремы вытекает:

Теорема 3. Если 𝐴 — элементарная 𝑝-примарная абелева группа, то существует эн-
доморфизм 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴, такой что ker𝜙 = Im𝜙 тогда и только тогда, когда либо 𝐴 —
бесконечная группа, либо 𝐴 — конечная группа четного 𝑝-ранга.

Доказательство. Если 𝐴 — бесконечная элементарная 𝑝-примарная группа, то

𝐴 ∼=
⨁︁
𝑚

Z𝑝 =
⨁︁
𝑚

Z𝑝 ⊕
⨁︁
𝑚

Z𝑝,

а тогда по следствию 2 найдется эндоморфизм 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴, такой что ker𝜙 = Im𝜙.
Если же 𝐴 — конечная элементарная 𝑝-примарная группа, то по следствию 1 имеет место

равенство |𝐴| = 𝑝2𝑛, а значит, 𝑟𝑝(𝐴) = 2𝑛.

Теорема 4. Пусть 𝐴 — элементарная 𝑝-примарная абелева группа конечного 𝑝-ранга 2𝑛
и 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴 — эндоморфизм, такой что ker𝜙 = Im𝜙. Тогда найдется 𝑝-базис группы 𝐴,

относительно которого матрица эндоморфизма 𝜙 имеет вид𝑀𝜙 =

(︂
0̄ 𝐸
0̄ 0̄

)︂
, где 0̄ — нулевая

(𝑛× 𝑛)-матрица и 𝐸 — единичная (𝑛× 𝑛)-матрица.

Доказательство. Так как 𝑟𝑝(𝐴) = 2𝑛 и ker𝜙 = Im𝜙, то{︃
𝑟𝑝(ker𝜙) = 𝑛

𝑟𝑝(Im𝜙) = 𝑛
.

Построим базис {𝜙(𝑎1), 𝜙(𝑎2), . . . , 𝜙(𝑎𝑛)} пространства Im𝜙. Тогда векторы 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 то-
же линейно независимы над полем Z𝑝, как прообразы линейно независимых векторов.

Рассмотрим систему {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, 𝜙(𝑎1), 𝜙(𝑎2), . . . , 𝜙(𝑎𝑛)}. Предположим, что при
каких-то скалярах 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛, 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛 ∈ Z𝑝 выполняется равенство:

𝛼1𝑎1 + 𝛼2𝑎2 + . . .+ 𝛼𝑛𝑎𝑛 + 𝛽1𝜙(𝑎1) + 𝛽2𝜙(𝑎2) + . . .+ 𝛽𝑛𝜙(𝑎𝑛) = 0. (*)
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Тогда
𝛼1𝑎1 + 𝛼2𝑎2 + . . .+ 𝛼𝑛𝑎𝑛 = 𝜙(−𝛽1𝑎1 − 𝛽2𝑎2 − . . .− 𝛽𝑛𝑎𝑛).

Подействуем на полученное равенство эндоморфизмом 𝜙:

𝛼1𝜙(𝑎1) + 𝛼2𝜙(𝑎2) + . . .+ 𝛼𝑛𝜙(𝑎𝑛) = 𝜙
(︀
𝜙(−𝛽1𝑎1 − 𝛽2𝑎2 − . . .− 𝛽𝑛𝑎𝑛)

)︀
= 0.

Но векторы 𝜙(𝑎1), 𝜙(𝑎2), . . . , 𝜙(𝑎𝑛) линейно независимые, значит, 𝛼1 = 𝛼2 = . . . = 𝛼𝑛 = 0.
Подставим полученные значения 𝛼𝑖 в (*), получим:

𝛽1𝜙(𝑎1) + 𝛽2𝜙(𝑎2) + . . .+ 𝛽𝑛𝜙(𝑎𝑛) = 0.

А тогда и 𝛽1 = 𝛽2 = . . . = 𝛽𝑛 = 0.
Таким образом, система векторов {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, 𝜙(𝑎1), 𝜙(𝑎2), . . . , 𝜙(𝑎𝑛)} линейно незави-

симая. Следовательно, она образует 𝑝-базис группы 𝐴. Построим матрицу эндоморфизма 𝜙 в
этом 𝑝-базисе:

𝜙(𝑎1) = 0 · 𝑎1 + 0 · 𝑎2 + . . .+ 0 · 𝑎𝑛 + 1 · 𝜙(𝑎1) + 0 · 𝜙(𝑎2) + . . .+ 0 · 𝜙(𝑎𝑛)

𝜙(𝑎2) = 0 · 𝑎1 + 0 · 𝑎2 + . . .+ 0 · 𝑎𝑛 + 0 · 𝜙(𝑎1) + 1 · 𝜙(𝑎2) + . . .+ 0 · 𝜙(𝑎𝑛)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
𝜙(𝑎𝑛) = 0 · 𝑎1 + 0 · 𝑎2 + . . .+ 0 · 𝑎𝑛 + 0 · 𝜙(𝑎1) + 0 · 𝜙(𝑎2) + . . .+ 1 · 𝜙(𝑎𝑛)

𝜙 (𝜙(𝑎1)) = 0 · 𝑎1 + 0 · 𝑎2 + . . .+ 0 · 𝑎𝑛 + 0 · 𝜙(𝑎1) + 0 · 𝜙(𝑎2) + . . .+ 0 · 𝜙(𝑎𝑛)

𝜙 (𝜙(𝑎2)) = 0 · 𝑎1 + 0 · 𝑎2 + . . .+ 0 · 𝑎𝑛 + 0 · 𝜙(𝑎1) + 0 · 𝜙(𝑎2) + . . .+ 0 · 𝜙(𝑎𝑛)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
𝜙 (𝜙(𝑎𝑛)) = 0 · 𝑎1 + 0 · 𝑎2 + . . .+ 0 · 𝑎𝑛 + 0 · 𝜙(𝑎1) + 0 · 𝜙(𝑎2) + . . .+ 0 · 𝜙(𝑎𝑛)

Таким образом, 𝑀𝜙 =

(︂
0̄ 𝐸
0̄ 0̄

)︂
.

4. Конечно порожденные абелевы группы

Определение 2. Абелева группа 𝐴 называется конечно порожденной, если она порож-
дается конечным набором элементов, т.е. найдутся 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴, такие что

𝐴 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛⟩ = {𝑚1𝑎1 +𝑚2𝑎2 + . . .+𝑚𝑛𝑎𝑛 | 𝑚𝑖 ∈ Z}.

Пусть 𝐴 — конечно порожденная абелева группа. Хорошо известно (см., например, [1,
теорема 15.5]), что 𝐴 = 𝐹 ⊕𝐾, где 𝐹 =

⨁︀
𝑚

Z — свободная группа конечного ранга 𝑚 и 𝐾 —

конечная группа.

Пример 4. Пусть 𝐴 = ⟨𝑒1⟩ ⊕ ⟨𝑒2⟩, где 𝑜(𝑒1) = 𝑝 и 𝑜(𝑒2) = 𝑝3, т.е. 𝐴 ∼= Z𝑝 ⊕ Z𝑝3 . Тогда
|𝐴| = 𝑝4, и 𝐴 удовлетворяет необходимому условию существования эндоморфизма, ядро кото-
рого совпадает с его образом. Построим циклическую подгруппу 𝐵 группы 𝐴, порожденную
элементом 𝑏 = 𝑒1 + 𝑝𝑒2, 𝐵 = ⟨𝑏⟩. Так как 𝑜(𝑏) = 𝑝2, то 𝐵 ∼= Z𝑝2 . По теореме Лагранжа
|𝐴/𝐵| = |𝐴| : |𝐵| = 𝑝2, следовательно, 𝐴/𝐵 ∼= Z𝑝2 или 𝐴/𝐵 ∼= Z𝑝 ⊕ Z𝑝.

Предположим, что 𝐴/𝐵 ∼= Z𝑝⊕Z𝑝, тогда все ненулевые элементы в 𝐴/𝐵 имеют порядок 𝑝.
Рассмотрим элемент 𝑥̄ = (𝑒1 + 𝑒2) +𝐵 ∈ 𝐴/𝐵. Поскольку 𝑜(𝑥̄) = 𝑝, то 𝑝𝑥̄ = (𝑝𝑒1 + 𝑝𝑒2) +𝐵 = 0̄,
т.е. 𝑝𝑒1 + 𝑝𝑒2 ∈ 𝐵, а значит,

∃𝑘 ∈ Z 𝑝𝑒1 + 𝑝𝑒2 = 𝑘(𝑒1 + 𝑝𝑒2).

Отсюда следует, что 𝑘 делится на 𝑝, 𝑘 = 𝑝𝑠. Тогда 𝑝𝑒2 = 𝑠𝑝2𝑒2, получили противоречие.
Значит, 𝑜(𝑥̄) = 𝑝2 и 𝐴/𝐵 ∼= Z𝑝2 ∼= 𝐵. Таким образом, по теореме 1 найдется эндоморфизм

𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴, такой что ker𝜙 = Im𝜙.



252 А. Сарвари

Лемма 1. Если существуют эндоморфизмы 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴 и 𝜓 : 𝐵 −→ 𝐵, такие что
ker𝜙 = Im𝜙 и ker𝜓 = Im𝜓, то найдется эндоморфизм 𝜒 : 𝐴 ⊕ 𝐵 −→ 𝐴 ⊕ 𝐵, такой что
ker𝜒 = Im𝜒.

Доказательство. Пусть 𝐶 = 𝐴⊕ 𝐵. Построим эндоморфизм 𝜒 : 𝐶 −→ 𝐶, действующий
по правилу 𝜒(𝑎, 𝑏) = (𝜙(𝑎), 𝜓(𝑏)). Тогда

(𝑎, 𝑏) ∈ ker𝜒 ⇒ 𝜒(𝑎, 𝑏) = (𝜙(𝑎), 𝜓(𝑏)) = (0, 0) ⇒ 𝜙(𝑎) = 0 и 𝜓(𝑏) = 0,

т.е. 𝑎 ∈ ker𝜙 и 𝑏 ∈ ker𝜓, значит, (𝑎, 𝑏) ∈ ker𝜙⊕ ker𝜓. Таким образом, ker𝜒 ⊆ ker𝜙⊕ ker𝜓.
Обратно, пусть (𝑎, 𝑏) ∈ ker𝜙⊕ ker𝜓, тогда 𝜒(𝑎, 𝑏) = (𝜙(𝑎), 𝜓(𝑏)) = (0, 0), т.е. (𝑎, 𝑏) ∈ ker𝜒.

Таким образом, ker𝜒 = ker𝜙⊕ ker𝜓.

Если (𝑎, 𝑏) ∈ Im𝜒, то (𝑎, 𝑏) = 𝜒(𝑎1, 𝑏1) = (𝜙(𝑎1), 𝜓(𝑏1)) ∈ Im𝜙 ⊕ Im𝜓, а значит, имеет
место включение Im𝜒 ⊆ Im𝜙 ⊕ Im𝜓. Обратно, если (𝑎, 𝑏) ∈ Im𝜙 ⊕ Im𝜓, то 𝑎 = 𝜙(𝑎1) и
𝑏 = 𝜓(𝑏1), следовательно, 𝜒(𝑎1, 𝑏1) = (𝜙(𝑎1), 𝜓(𝑏1)) = (𝑎, 𝑏) ∈ Im𝜒. Отсюда вытекает, что
Im𝜒 = Im𝜙⊕ Im𝜓.

Таким образом, Im𝜒 = Im𝜙⊕ Im𝜓 = ker𝜙⊕ ker𝜓 = ker𝜒.

Следующая лемма обобщает разобранный выше пример 4.

Лемма 2. Пусть 𝐴 = ⟨𝑒1⟩⊕ ⟨𝑒2⟩, где 𝑜(𝑒1) = 𝑝𝑘 и 𝑜(𝑒2) = 𝑝𝑛. Если 𝑘+𝑛 — четное число,
то существует эндоморфизм 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴, такой что ker𝜙 = Im𝜙.

Доказательство. Если 𝑘 и 𝑛 — четные числа, то искомый эндоморфизм существует по
предложению 1 и лемме 1.

Пусть 𝑘 и 𝑛 — нечетные числа. Если 𝑘 = 𝑛, то искомый эндоморфизм 𝜙 также существует
по следствию 2.

Положим, что 𝑘 < 𝑛. Построим циклическую подгруппу 𝐵 группы 𝐴, порожденную эле-
ментом 𝑏 = 𝑒1 + 𝑝

𝑛−𝑘
2 𝑒2, 𝐵 = ⟨𝑏⟩. Тогда |𝐵| = 𝑜(𝑒1 + 𝑝

𝑛−𝑘
2 𝑒2) = 𝑝

𝑛+𝑘
2 и |𝐴/𝐵| = 𝑝

𝑛+𝑘
2 .

Убедимся, что 𝐴/𝐵 — циклическая группа. Построим элемент 𝑥̄ = 𝑒1 + 𝑒2 + 𝐵 ∈ 𝐴/𝐵.

Предположим, что 𝑝
𝑛+𝑘
2

−1𝑥̄ = 0̄. Так как 𝑛 ⩾ 𝑘 + 2, то 𝑛+𝑘
2 − 1 ⩾ 𝑘, а значит,

𝑝
𝑛+𝑘
2

−1𝑥̄ =
(︀
𝑝

𝑛+𝑘
2

−1𝑒1 + 𝑝
𝑛+𝑘
2

−1𝑒2
)︀

+𝐵 = 𝑝
𝑛+𝑘
2

−1𝑒2 +𝐵 = 0̄,

т.е. 𝑝
𝑛+𝑘
2

−1𝑒2 ∈ 𝐵. Следовательно, 𝑝
𝑛+𝑘
2

−1𝑒2 = 𝑚
(︀
𝑒1 + 𝑝

𝑛−𝑘
2 𝑒2

)︀
, откуда

𝑚𝑒1 = 0 и 𝑚𝑝
𝑛−𝑘
2 𝑒2 = 𝑝

𝑛+𝑘
2

−1𝑒2

Из полученных равенств следует, что 𝑚 = 𝑝𝑘𝑠 (𝑠 ∈ N) и

𝑝
𝑛+𝑘−2

2 𝑒2 = 𝑝𝑘𝑠 · 𝑝
𝑛−𝑘
2 𝑒2 = 𝑠𝑝

𝑛+𝑘
2 𝑒2,

а значит, элемент 𝑒2 делится на 𝑝. Получили противоречие.

Таким образом, 𝑝
𝑛+𝑘
2

−1𝑥̄ ̸= 0, т.е. 𝑜(𝑥̄) = 𝑝
𝑛+𝑘
2 и 𝐴/𝐵 — циклическая группа, порожденная

элементом 𝑥̄. Следовательно, 𝐵 ∼= Z𝑝𝑚 ∼= 𝐴/𝐵, где 𝑚 = 𝑝
𝑛+𝑘
2 . Тогда по теореме 1 найдется

эндоморфизм 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴, такой что ker𝜙 = Im𝜙.

Лемма 3. Конечная группа 𝐴 имеет эндоморфизм, образ которого совпадает с его ядром,
тогда и только тогда, когда |𝐴| = 𝑛2.
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Доказательство. Пусть |𝐴| = 𝑛2. Так как 𝐴 — конечная группа, то 𝐴 раскладывается
в прямую сумму своих 𝑝-примарных компонент, 𝐴 =

⨁︀
𝑝∈𝑃

𝑡𝑝(𝐴), где 𝑃 — конечное множество

простых чисел.
Зафиксируем простое число 𝑝. Тогда группа 𝑡𝑝(𝐴) раскладывается в конечную прямую

сумму циклических 𝑝-примарных групп:

𝑡𝑝(𝐴) ∼= Z𝑝𝑘1 ⊕ Z𝑝𝑘2 ⊕ · · · ⊕ Z𝑝𝑘𝑚 ,

причем, очевидно, число 𝑘1 + 𝑘2 + . . . + 𝑘𝑚 — четное. В силу предложения 1, следствия 2 и
леммы 1 можно считать, что числа 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚 нечетные и попарно различные. Но тогда
𝑚 — четное число, а значит, в силу лемм 1 и 2 найдется эндоморфизм 𝛼𝑝 : 𝑡𝑝(𝐴) −→ 𝑡𝑝(𝐴),
такой что ker𝛼𝑝 = Im𝛼𝑝. Поскольку 𝐴 — конечная прямая сумма групп 𝑡𝑝(𝐴), то по лемме 1
и для 𝐴 найдется эндоморфизм 𝛼 : 𝐴 −→ 𝐴, такой что ker𝛼 = Im𝛼.

Обратное утверждение справедливо в силу следствия 1.

Напомним, что элементы 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘 произвольной группы 𝐴 называются линейно неза-
висимыми, если из равенства 𝑚1𝑎1 + 𝑚2𝑎2 + . . . + 𝑚𝑘𝑎𝑘 = 0, где 𝑚𝑖 ∈ Z, следует, что
𝑚1 = 𝑚2 = . . . = 𝑚𝑘 = 0. Бесконечная система элементов линейно независима, если линейно
независима любая ее конечная подсистема.

Мощность максимальной линейно независимой системы элементов группы 𝐴 называется
рангом (без кручения) группы 𝐴 и обозначается 𝑟0(𝐴). Хорошо известно (см., например, [5,
§ 0]), что 𝑟0(𝐴/𝐵) = 𝑟0(𝐴)− 𝑟0(𝐵).

Если 𝐴 — конечно порожденная группа, то 𝐴 = 𝐹 ⊕𝐾, где 𝐹 — свободная группа, а 𝐾 —
конечная группа, при этом, 𝑟0(𝐴) = 𝑟(𝐹 ) <∞.

Лемма 4. Пусть 𝐴 = 𝐹 ⊕ 𝐾 — конечно порожденная группа, имеющая эндоморфизм,
образ которого совпадает с его ядром, тогда 𝑟(𝐹 ) = 2𝑚 — четное число.

Доказательство. Действительно, в силу теоремы 1 группа 𝐴 содержит подгруппу 𝐵,
такую что 𝐴/𝐵 ∼= 𝐵. Тогда 𝑟0(𝐴)− 𝑟0(𝐵) = 𝑟0(𝐵) и 𝑟0(𝐴) = 𝑟(𝐹 ) = 2 · 𝑟0(𝐵) = 2𝑚.

Пример 5. Пусть 𝐴 = ⟨𝑒1⟩ ⊕ ⟨𝑒2⟩ ⊕ ⟨𝑒3⟩, 𝑜(𝑒1) = 𝑜(𝑒2) = ∞ и 𝑜(𝑒2) = 𝑚, где 𝑚 — произ-
вольное натуральное число большее 1, т.е. 𝐴 ∼= Z⊕Z⊕Z𝑚. Построим подгруппу 𝐵 группы 𝐴,
порожденную элементами 𝑚𝑒2 и 𝑒3, т.е. 𝐵 = ⟨𝑚𝑒2⟩ ⊕ ⟨𝑒3⟩. Тогда

𝐴/𝐵 ∼= Z⊕ Z𝑚 ∼= 𝐵.

Следовательно, по теореме 1 найдется эндоморфизм 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴, такой что ker𝜙 = Im𝜙.

Перейдем к основному результату данного исследования.

Теорема 5. Пусть 𝐴 — конечно порожденная группа, тогда эндоморфизм 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴,
такой что ker𝜙 = Im𝜙, существует в том и только в том случае, когда выполняется одно
из следующих условий:

1. 𝐴 — конечная группа, порядок которой |𝐴| является полным квадратом;

2. 𝐴 = 𝐹 ⊕𝐾, где 𝐹 ∼=
⨁︀
2𝑘

Z (𝑘 ∈ N) и 𝐾 — произвольная конечная группа.

Доказательство. Если 𝐴 — конечная группа, то в силу леммы 3 эндоморфизм группы 𝐴,
образ которого совпадает с его ядром, существует тогда и только тогда, когда |𝐴| = 𝑛2.

Если же 𝐴 — смешанная конечно порожденная группа, то условие 2 является необходимым
для существования эндоморфизма 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴, такого что ker𝜙 = Im𝜙. Покажем, что условие 2
также является достаточным.
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Заметим, что произвольную конечную группу 𝐾 можно представить в виде 𝐾 = ⟨𝑎⟩ ⊕𝐾1,
где ⟨𝑎⟩ ∼= Z𝑚 и |𝐾1| = 𝑛2. Тогда по лемме 3 и теореме 1 найдется подгруппа 𝐵1 группы 𝐾1,
такая что 𝐾1/𝐵1

∼= 𝐵1.
Пусть 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘, 𝑒𝑘+1, . . . , 𝑒2𝑘 — базис свободной группы 𝐹 . Тогда построим подгруппу

𝐵 = 𝐹1 ⊕ ⟨𝑎⟩ ⊕𝐵1 группы 𝐴, где 𝐹1 = ⟨𝑚𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘⟩. Очевидно, имеет место изоморфизм:

𝐴/𝐵 ∼= (𝐹/𝐹1)⊕
(︀
𝐾/(⟨𝑎⟩ ⊕𝐵1)

)︀ ∼= ⨁︁
𝑘

Z⊕ Z𝑚 ⊕𝐾/𝐵1
∼=
⨁︁
𝑘

Z⊕ Z𝑚 ⊕𝐵1
∼= 𝐵.

Таким образом, по теореме 1 найдется эндоморфизм 𝜙 : 𝐴 −→ 𝐴, образ которого совпадает с
его ядром.

5. Заключение

Абелевы группы, имеющие эндоморфизмы, ядра которых совпадают с их образами, обра-
зуют довольно широкие классы. Необходимым и достаточным условием существования такого
эндоморфизма у конечно порожденной смешанной группы является четность свободной части
этой группы.

Дальнейшие исследования в этом направлении могут быть сосредоточены на прямых сум-
мах примарных циклических групп и на абелевых группах без кручения конечного ранга.
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