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Аннотация

Для достаточно больших целых чисел 𝐾, 𝑥, 𝑦, 𝑞 при условии 𝐾 ⩽ 𝑦 < 𝑥, 𝑛 — фикси-

рованное натуральное число, 𝛼 — вещественное,
⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
⩽ 1

𝑞2 , (𝑎, 𝑞) = 1, 𝑞 ⩾ 1, получена
оценка вида

𝐾∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑥−𝑦<𝑝⩽𝑥

𝑒(𝛼𝑘𝑝𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝐾𝑦

(︂
1

𝑞
+

1

𝑦
+

𝑞

𝐾𝑦𝑛
+

1

𝐾2𝑛−1

)︂2−𝑛−1

L
𝑛2

2𝑛+1 ,

что является усилением и обобщением теоремы И. М. Виноградова о распределении дроб-
ных частей {𝛼𝑝}.
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Abstract

For sufficiently large integers 𝐾, 𝑥, 𝑦, 𝑞, subject to 𝐾 ⩽ 𝑦 < 𝑥, 𝑛 — fixed natural number,

𝛼 — real,
⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
⩽ 1

𝑞2 , (𝑎, 𝑞) = 1, 𝑞 ⩾ 1, an estimate of the form

𝐾∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑥−𝑦<𝑝⩽𝑥

𝑒(𝛼𝑘𝑝𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝐾𝑦

(︂
1

𝑞
+

1

𝑦
+

𝑞

𝐾𝑦𝑛
+

1

𝐾2𝑛−1

)︂2−𝑛−1

L
𝑛2

2𝑛+1 ,

which is a strengthening and generalization of I. M. Vinogradov’s theorem on the distribution
of fractional parts of {𝛼𝑝}.
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1. Введение

Метод оценок тригонометрических сумм с простыми числами И. М. Виноградова позволил
ему решить ряд арифметических проблем с простыми числами. Одной из проблем является
распределение дробных частей {𝛼𝑝}. В этом вопросе И. М. Виноградов [1, 2] получает оценку
тригонометрической суммы значительно более точную, чем в общем случае: пусть 𝐾 и 𝑥 —
достаточно большие целые числа, 𝐾 ⩽ 𝑥, 𝛼 — вещественное,

𝛼 =
𝑎

𝑞
+

𝜃

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝑞 ⩾ 1, |𝜃| ⩽ 1, (1)

тогда при 𝑞 ⩽ 𝑥, будем иметь

𝑉1(𝐾,𝑥) =
𝐾∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑝⩽𝑥

𝑒(𝛼𝑘𝑝)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝐾𝑥1+𝜀

(︂√︂
1

𝑞
+
𝑞

𝑥
+ 𝑥−0,2

)︂
.

Отсюда следует утверждение: при любом 𝜎 с условием 0 < 𝜎 ⩽ 1, число 𝐹𝛼(𝑥, 𝜎) значений
{𝛼𝑝}, 𝑝 ⩽ 𝑥, подчиненных условию {𝛼𝑝} < 𝜎, выразится формулой

𝐹𝛼(𝑥, 𝜎) = 𝜎𝜋(𝑥) +𝑅𝜎(𝑥), 𝑅𝜎(𝑥)≪ 𝑥1+𝜀
(︂√︂

1

𝑞
+
𝑞

𝑥
+ 𝑥−0,2

)︂
.

В частности, если 𝛼 — иррациональное число с ограниченными неполными частными, то
можно выбрать 𝑞 таким, чтобы оно было порядка

√
𝑥. В этом случае в проблеме распреде-

ления дробных частей {𝛼𝑝}, аргумент которого пробегает простые числа из интервала малой
длины, то есть для 𝐹𝛼(𝑥, 𝑦, 𝜎) – количества членов последовательности {𝛼𝑝} таких, что
𝑥− 𝑦 < 𝑝 ⩽ 𝑥 и {𝛼𝑝} < 𝜎, имея в виду, что 𝐹𝛼(𝑥, 𝑦, 𝜎) = 𝐹𝛼(𝑥, 𝜎)− 𝐹𝛼(𝑥− 𝑦, 𝜎), справедлива
асимптотическая формула

𝐹𝛼(𝑥, 𝑦, 𝜎) = 𝜎(𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦)) +𝑂
(︁
𝑥

4
5
+𝜀
)︁
,

являющаяся нетривиальной при 𝑦 ≫ 𝑥
4
5
+𝜀.
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Методом оценок тригонометрических сумм с простыми числами И. М. Виноградова [1, 2],
в сочетании с методами работ [3, 4] в работах [5, 6] доказано: пусть 𝐾, 𝑥, 𝑦 и 𝑞 – достаточно
большие целые числа, 𝐾 ⩽ 𝑦, 𝐴 — абсолютная постоянная, L = ln𝑥, 𝛼 — вещественное
число и имеет вид (1). Тогда при 𝑦 ≫ 𝑥

2
3 L 4𝐴+16 и L 4𝐴+20 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝐾𝑦2𝑥−1L −4𝐴−20 справедлива

оценка

𝑉1(𝐾,𝑥, 𝑦) =

𝐾∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑥−𝑦<𝑝⩽𝑥

𝑒(𝛼𝑘𝑝)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝐾𝑦

L 𝐴
.

При 𝑛 ⩾ 2 вопрос о распределении дробных частей {𝛼𝑝𝑛}, аргумент которого пробегает
простые числа 𝑝 из короткого интервала [𝑥− 𝑦, 𝑥], оставался открытым.

Основным результатом этой работы является теорема 1 об оценке сумм модулей коротких
тригонометрических сумм с простыми числами.

Теорема 1. Пусть 𝐾, 𝑥, 𝑦, 𝑞 – достаточно большие целые числа, 𝐾 ⩽ 𝑦 < 𝑥, 𝑛 —
фиксированное натурально число, 𝛼 — вещественное число,

𝛼 =
𝑎

𝑞
+

𝜃

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝑞 ⩾ 1, |𝜃| ⩽ 1.

Тогда справедлива оценка

𝑉𝑛(𝐾,𝑥, 𝑦) =

𝐾∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑥−𝑦<𝑝⩽𝑥

𝑒(𝛼𝑘𝑝𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝐾𝑦

(︂
1

𝑞
+

1

𝑦
+

𝑞

𝐾𝑦𝑛
+

1

𝐾2𝑛−1

)︂2−𝑛−1

L
𝑛2

2𝑛+1 .

Доказательство теоремы 1 проводится методом Г. Вейля в соединении с идеями работ
[7, 8, 9, 10, 11]. В этих работах при выводе асимптотической формулы в обобщении проблем
Варинга и Эстермана с почти пропорциональными слагаемыми теорема Хуа Ло-Кена ([12],
лемма 2.5) о среднем значении тригонометрической суммы

𝑇 (𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑚⩽𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛)

обобщается для коротких тригонометрических сумм Г. Вейля вида

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚⩽𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛),

и получена нетривиальная оценка сумм 𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах. (см. также [13, 14, 15, 16]).
Теперь определим область значений параметров 𝐾, 𝑞 и 𝑦 при которых полученная оценка

в теореме 1 является нетривиальной.

Следствие 1. Пусть выполняются условия теоремы 1 и пусть

𝐾 ≫ L 4𝐴+ 𝑛2

2𝑛−1 , L 2𝑛+1𝐴+𝑛2 ≪ 𝑞 ≪ 𝐾𝑦2L −2𝑛+1𝐴−𝑛2
, 𝑦 ≫ L 2𝑛+1𝐴+𝑛2

,

где 𝐴 ⩾ 2 — абсолютная фиксированная постоянная. Тогда справедлива оценка

𝑉𝑛(𝐾,𝑥, 𝑦)≪ 𝐾𝑦L −𝐴.

Из следствия 1 модифицированным методом «стаканчиков И. М. Виноградова», который
разработали Г. И. Архипов и В. Н. Чубариков [17, 18], следует утверждение.
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Следствие 2. Пусть 𝑥 — достаточно большое целое число, 𝐴 ⩾ 2 — абсолютная фик-
сированная постоянная, 𝛼 — вещественное число,⃒⃒⃒⃒

𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, L 2𝑛+1(𝐴+2)+𝑛2 ≪ 𝑞 ≪ 𝑦3L −2𝑛+1(𝐴+2)−𝑛2

.

Тогда при 𝑦 ≫ L 2𝑛+1𝐴+𝑛2
для 𝐹𝛼(𝑥, 𝑦, 𝜎) — количества членов последовательности {𝛼𝑝𝑛},

таких, что 𝑥− 𝑦 < 𝑝 ⩽ 𝑥 и {𝛼𝑝𝑛} < 𝜎, имеет место асимптотическая формула

𝐹𝛼(𝑥, 𝑦, 𝜎) = 𝜎(𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦)) +𝑂
(︁ 𝑦

L 𝐴

)︁
,

где 𝜋(𝑥) — количество простых чисел, не превосходящих числа 𝑥.
Из следствия 2 для 𝐹𝛼(𝑥, 𝑦, 𝜇, 𝜈) — количества членов последовательности {𝛼𝑝𝑛}, таких,

что 𝑥− 𝑦 < 𝑝 ⩽ 𝑥 и 𝜇 ⩽ {𝛼𝑝𝑛} < 𝜈, причём 0 ⩽ 𝜇 < 𝜈 ⩽ 1, воспользовавшись соотношением

𝐹𝛼(𝑥, 𝑦, 𝜇, 𝜈) = 𝐹𝛼(𝑥, 𝑦, 𝜈)− 𝐹𝛼(𝑥, 𝑦, 𝜇),

получим следующее утверждение:

Следствие 3. Пусть 𝑥 — достаточно большое целое число, 𝐴 ⩾ 2 — абсолютная фик-
сированная постоянная, 𝛼 — вещественное число,⃒⃒⃒⃒

𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, L 2𝑛+1(𝐴+2)+𝑛2 ≪ 𝑞 ≪ 𝑦3L −2𝑛+1(𝐴+2)−𝑛2

.

Тогда при 𝑦 ≫ L 2𝑛+1𝐴+𝑛2
для 𝐹𝛼(𝑥, 𝑦, 𝜇, 𝜈) — количества членов последовательности {𝛼𝑝𝑛},

таких, что 𝑥− 𝑦 < 𝑝 ⩽ 𝑥 и 𝜇 ⩽ {𝛼𝑝} < 𝜈, причём 0 ⩽ 𝜇 < 𝜈 ⩽ 1, имеет место асимптоти-
ческая формула

𝐹𝛼(𝑥, 𝑦, 𝜇, 𝜈) = (𝜈 − 𝜇)(𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦)) +𝑂
(︁ 𝑦

L 𝐴

)︁
.

Из следствия 3 для отклонения

𝐷𝛼(𝑥, 𝑦) = sup
0⩽𝜇<𝜈⩽1

⃒⃒⃒⃒
𝐹𝛼(𝑥, 𝑦, 𝜇, 𝜈)

𝜋(𝑥− 𝑦)− 𝜋(𝑥)
− (𝜈 − 𝜇)

⃒⃒⃒⃒
членов последовательности {𝛼𝑝𝑛}, таких, что 𝑥−𝑦 < 𝑝 ⩽ 𝑥, получаем следующее утверждение:

Следствие 4. Пусть 𝑥 — достаточно большое целое число, 𝐴 ⩾ 2 — абсолютная фик-
сированная постоянная, 𝛼 — вещественное число,⃒⃒⃒⃒

𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, L 2𝑛+1(𝐴+2)+𝑛2 ≪ 𝑞 ≪ 𝑦3L −2𝑛+1(𝐴+2)−𝑛2

.

Тогда при 𝑦 ≫ L 2𝑛+1𝐴+𝑛2
для отклонения 𝐷𝛼(𝑥, 𝑦) членов последовательности {𝛼𝑝𝑛}, таких,

что 𝑥− 𝑦 < 𝑝 ⩽ 𝑥, справедлива следующая оценка

𝐷𝛼(𝑥, 𝑦)≪ 𝑦L −𝐴

𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦)
.

Из следствия 4 и теоремы Хис-Брауна [21] о правильном порядке количества простых чисел
в интервале малой длины (𝑥− 𝑦, 𝑥] при 𝑦 ⩾ 𝑥

7
12 получаем следующий критерий равномерной

распределённости по модулю, равному единице, для последовательности {𝛼𝑝𝑛} при условии,
что аргумент 𝑝 принимает значения из интервала малой длины (𝑥− 𝑦, 𝑥].

Следствие 5. Пусть 𝑥 — достаточно большое целое число, 𝐴 ⩾ 2 — абсолютная фик-
сированная постоянная, 𝛼 — вещественное число,⃒⃒⃒⃒

𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, L 2𝑛+1(𝐴+2)+𝑛2 ≪ 𝑞 ≪ 𝑦3L −2𝑛+1(𝐴+2)−𝑛2

.

Тогда последовательность {𝛼𝑝𝑛}, где 𝑥 − 𝑦 < 𝑝 ≤ 𝑥, при 𝑦 ≫ 𝑥
7
12 является равномерно

распределённой по модулю, равному единице.
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2. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть Δ𝑗 означает 𝑗-ое применение разностного оператора, так что для
произвольного многочлена 𝑓(𝑢) = 𝑎𝑠𝑢

𝑠 + . . .+ 𝑎1𝑢 имеем

Δ1(𝑓(𝑢);ℎ) = 𝑓(𝑢+ ℎ)− 𝑓(𝑢), Δ𝑗+1(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑗+1) = Δ1(Δ𝑗(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑗);ℎ𝑗+1). (2)

Тогда при 𝑗 = 1, . . . , 𝑠− 1 имеет место соотношение

Δ𝑗(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑗) = ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑗

𝑠−𝑗∑︁
𝑖0=0

𝑎𝑠−𝑖0

𝑠−𝑗−𝑖0∑︁
𝑖1=0

𝐶𝑖1+1
𝑠−𝑖0

𝑠−𝑗−𝑖0−𝑖1∑︁
𝑖2=0

𝐶𝑖2+1
𝑠−1−𝑖0−𝑖1 . . .×

×
𝑠−𝑗−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗−1∑︁

𝑖𝑗=0

𝐶
𝑖𝑗+1
𝑠−𝑗+1−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗−1

ℎ𝑖11 ℎ
𝑖2
2 . . . ℎ

𝑖𝑗
𝑗 𝑢

𝑠−𝑗−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗 .

Доказательство. Для удобства и симметричности будем пользоваться тождеством

(𝑢+ ℎ)𝑟 − 𝑢𝑟 = ℎ

𝑟−1∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖+1
𝑟 ℎ𝑖𝑢𝑟−1−𝑖. (3)

Найдем Δ1(𝑓(𝑢);ℎ1). Для этого применяя формулу (2), затем при 𝑟 = 𝑠 − 𝑖0 формулу (3),
имеем

Δ1(𝑓(𝑢);ℎ1) =
𝑠−1∑︁
𝑖0=0

𝑎𝑠−𝑖0((𝑢+ ℎ1)
𝑠−𝑖0 − 𝑢𝑠−𝑖0) = ℎ1

𝑠−1∑︁
𝑖0=0

𝑎𝑠−𝑖0

𝑠−1−𝑖0∑︁
𝑖1=0

𝐶𝑖1+1
𝑠−𝑖0 ℎ

𝑖1
1 𝑢

𝑠−1−𝑖0−𝑖1 .

Воспользовавшись формулой (2) при 𝑟 = 𝑠− 1− 𝑖0 − 𝑖1, найдем Δ2(𝑓(𝑢);ℎ1, ℎ2):

Δ2((𝑓(𝑢);ℎ1, ℎ2) = Δ1 (Δ1((𝑓(𝑢);ℎ1);ℎ2) = Δ1

(︃
ℎ1

𝑠−1∑︁
𝑖0=0

𝑎𝑠−𝑖0

𝑠−1−𝑖0∑︁
𝑖1=0

𝐶𝑖1+1
𝑠−𝑖0 ℎ

𝑖1
1 𝑢

𝑠−1−𝑖0−𝑖1 ;ℎ2

)︃
=

= ℎ1

𝑠−1∑︁
𝑖0=0

𝑎𝑠−𝑖0

𝑠−1−𝑖0∑︁
𝑖1=0

𝐶𝑖1+1
𝑠−𝑖0 ℎ

𝑖1
1

(︀
(𝑢+ ℎ2)

𝑠−1−𝑖0−𝑖1 − 𝑢𝑠−1−𝑖0−𝑖1)︀ =

= ℎ1ℎ2

𝑠−1∑︁
𝑖0=0

𝑎𝑠−𝑖0

𝑠−1−𝑖0∑︁
𝑖1=0

𝐶𝑖1+1
𝑠−𝑖0

𝑠−2−𝑖0−𝑖1∑︁
𝑖2=0

𝐶𝑖2+1
𝑠−1−𝑖0−𝑖1ℎ

𝑖1
1 ℎ

𝑖2
2 𝑢

𝑠−2−𝑖0−𝑖1−𝑖2 .

Из верхней границы суммы по 𝑖2 следует, что 𝑖0 + 𝑖1 + 𝑖2 ⩽ 𝑠 − 2. Отсюда в свою очередь
следует, что 𝑖1 ⩽ 𝑠− 2− 𝑖0 и 𝑖0 ⩽ 𝑠− 2, поэтому правая часть последнего равенства принимает
вид

Δ2((𝑓(𝑢);ℎ1, ℎ2) = ℎ1ℎ2

𝑠−2∑︁
𝑖0=0

𝑎𝑠−𝑖0

𝑠−2−𝑖0∑︁
𝑖1=0

𝐶𝑖1+1
𝑠−𝑖0

𝑠−2−𝑖0−𝑖1∑︁
𝑖2=0

𝐶𝑖2+1
𝑠−1−𝑖0−𝑖1ℎ

𝑖1
1 ℎ

𝑖2
2 𝑢

𝑠−2−𝑖0−𝑖1−𝑖2 .

Предпологая, что утверждение леммы имеет место при 𝑗 ⩽ 𝑠 − 2, докажем её при 𝑗 + 1.
Воспользовавшись соотношением (2), затем при 𝑟 = 𝑠 − 𝑗 − 𝑖0 − 𝑖1 − . . . − 𝑖𝑗 формулой (3),
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имеем

Δ𝑗+1(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑗+1) = Δ1 (Δ𝑗(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑗), ℎ𝑗+1) =

= Δ1

(︃
ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑗

𝑠−𝑗∑︁
𝑖0=0

𝑎𝑠−𝑖0

𝑠−𝑗−𝑖0∑︁
𝑖1=0

𝐶𝑖1+1
𝑠−𝑖0

𝑠−𝑗−𝑖0−𝑖1∑︁
𝑖2=0

𝐶𝑖2+1
𝑠−1−𝑖0−𝑖1 . . .×

×
𝑠−𝑗−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗−1∑︁

𝑖𝑗=0

𝐶
𝑖𝑗+1
𝑠−𝑗+1−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗−1

ℎ𝑖11 ℎ
𝑖2
2 . . . ℎ

𝑖𝑗
𝑗 𝑢

𝑠−𝑗−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗 ; ℎ𝑗+1

⎞⎠ =

= ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑗

𝑠−𝑗∑︁
𝑖0=0

𝑎𝑠−𝑖0

𝑠−𝑗−𝑖0∑︁
𝑖1=0

𝐶𝑖1+1
𝑠−𝑖0

𝑠−𝑗−𝑖0−𝑖1∑︁
𝑖2=0

𝐶𝑖2+1
𝑠−1−𝑖0−𝑖1 . . .

𝑠−𝑗−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗−1∑︁
𝑖𝑗=0

×

× 𝐶𝑖𝑗+1
𝑠−𝑗+1−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗−1

ℎ𝑖11 ℎ
𝑖2
2 . . . ℎ

𝑖𝑗
𝑗

(︀
(𝑢+ ℎ𝑗+1)

𝑠−𝑗−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗 − 𝑢𝑠−𝑗−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗
)︀

=

= ℎ1 . . . ℎ𝑗+1

𝑠−𝑗∑︁
𝑖0=0

𝑎𝑠−𝑖0

𝑠−𝑗−𝑖0∑︁
𝑖1=0

𝐶𝑖1+1
𝑠−𝑖0

𝑠−𝑗−𝑖0−𝑖1∑︁
𝑖2=0

𝐶𝑖2+1
𝑠−1−𝑖0−𝑖1 . . .

𝑠−𝑗−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗−1∑︁
𝑖𝑗=0

𝐶
𝑖𝑗+1
𝑠−𝑗+1−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗−1

×

×
𝑠−𝑗−1−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗∑︁

𝑖𝑗+1=0

𝐶
𝑖𝑗+1+1
𝑠−𝑗−1−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗ℎ

𝑖1
1 ℎ

𝑖2
2 . . . ℎ

𝑖𝑗+1

𝑗+1𝑢
𝑠−𝑗−1−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗+1 .

Будем рассуждать как в случае Δ2((𝑓(𝑢);ℎ1, ℎ2). Из верхней границы суммы по 𝑖𝑗+1 следует,
что

𝑖0 + 𝑖1 + . . .+ 𝑖𝑗 + 𝑖𝑗+1 ⩽ 𝑠− 𝑗 − 1,

Отсюда в свою очередь следует, что

𝑖𝑗 ⩽ 𝑠− 𝑗 − 1− 𝑖0 − 𝑖1 − . . .− 𝑖𝑗−1, 𝑖1 ⩽ 𝑠− 𝑗 − 1− 𝑖0, 𝑖0 ⩽ 𝑠− 𝑗 − 1.

Поэтому правая часть последнее равенство принимает вид

Δ𝑗+1(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑗+1) = ℎ1 . . . ℎ𝑗+1

𝑠−𝑗−1∑︁
𝑖0=0

𝑎𝑠−𝑖0

𝑠−𝑗−1−𝑖0∑︁
𝑖1=0

𝐶𝑖1+1
𝑠−𝑖0

𝑠−𝑗−𝑖0−𝑖1∑︁
𝑖2=0

𝐶𝑖2+1
𝑠−1−𝑖0−𝑖1 . . .×

×
𝑠−𝑗−1−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗∑︁

𝑖𝑗+1=0

𝐶
𝑖𝑗+1+1
𝑠−𝑗−1−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗ℎ

𝑖1
1 ℎ

𝑖2
2 . . . ℎ

𝑖𝑗+1

𝑗+1𝑢
𝑠−𝑗−1−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑗+1 .

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. ([8]. Пусть 𝑓(𝑢) – многочлен степени 𝑠, 𝑥 и 𝑦 — целые положительные числа,
𝑦 < 𝑥. Тогда при 𝑗 = 1, . . . , 𝑠− 1 имеет место⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ ∑︁
𝑥−𝑦<𝑢⩽𝑥

𝑒(𝑓(𝑢))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑗

≤ (2𝑦)2
𝑗−𝑗−1

∑︁
|ℎ1|<𝑦

. . .
∑︁

|ℎ𝑗 |<𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑢∈𝐼𝑗(𝑥,𝑦;ℎ1,...,ℎ𝑗)

𝑒(Δ𝑗(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑗))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

где интервалы 𝐼𝑗(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗) определяются соотношениями:

𝐼1(𝑥, 𝑦;ℎ1) = (𝑥− 𝑦, 𝑥] ∩ (𝑥− 𝑦 − ℎ1, 𝑥− ℎ1],
𝐼𝑗(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗) = 𝐼𝑗−1(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗−1) ∩ 𝐼𝑗−1(𝑥− ℎ𝑗 , 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗−1),

то есть 𝐼𝑗−1(𝑥− ℎ𝑗 , 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗−1) получается из 𝐼𝑗−1(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗−1) сдвигом на −ℎ𝑗 всех
интервалов, пересечением которых он является.
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Лемма 3. [19]. При 𝑥 ⩾ 1, 𝑟 ⩾ 2 и 𝑘 ⩾ 1 имеем

∑︁
ℎ⩽𝑥

𝜏𝑘𝑟 (ℎ)≪ 𝑥𝑟𝑘

(𝑟!)
𝑟𝑘−1
𝑟−1

(︁
ln𝑥+ 𝑟𝑘 − 1

)︁𝑟𝑘−1
.

Лемма 4. [20]. Пусть 𝛼 – вещественное число,⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1,

𝑥 ⩾ 1, 𝑦 > 0 и 𝛽 — любое, тогда справедлива оценка

∑︁
ℎ⩽𝑥

min

(︂
𝑦,

1

‖𝛼𝑛+ 𝛽‖

)︂
⩽ 6

(︂
𝑥

𝑞
+ 1

)︂
(𝑦 + 𝑞 ln 𝑞).

3. Доказательство теоремы 1.

Применяя неравенство Коши, делая сумму по 𝑘 внутренней, разбивая сумму по 𝑝1 и 𝑝2
на три части, для которых соответственно выполняются условия 𝑝1 < 𝑝2, 𝑝1 = 𝑝2, 𝑝1 > 𝑝2, и
оценивая сумму с условием 𝑝1 = 𝑝2 величиной ≪ 𝐾2𝑦, а также имея в виду, что модули сумм
соответственно с условиями 𝑝1 < 𝑝2 и 𝑝1 > 𝑝2 равны, получим

𝑉 2
𝑛 (𝐾,𝑥, 𝑦) ⩽ 𝐾

𝐾∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑥−𝑦<𝑝1,𝑝2⩽𝑥

𝑒(𝛼𝑘(𝑝𝑛1 − 𝑝𝑛2 )) ⩽

⩽ 𝐾2𝑦 + 2𝐾
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝1<𝑥

∑︁
𝑥−𝑦<𝑝2<𝑝1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑒(𝑘(𝑝𝑛1 − 𝑝𝑛2 ))

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

В правой части последней суммы суммирование по простым числам 𝑝1 и 𝑝2 заменим на
суммирование по натуральным числам 𝑚1 и 𝑚2, и, воспользовавшись тем, что неравенства
𝑥 − 𝑦 < 𝑚2 < 𝑚1 и 0 < 𝑚1 − 𝑚2 < 𝑚1 − 𝑥 + 𝑦 равносильны, а затем, вводя обозначение
𝑚2 = 𝑚1 −𝑚, а также имея в виду, что

𝑚𝑛
1 −𝑚𝑛

2 = 𝑚𝑛
1 − (𝑚1 −𝑚)𝑛 = 𝑚𝑓(𝑚1),

𝑓(𝑚1) = 𝑎𝑛−1𝑚
𝑛−1
1 + . . .+ 𝑎1𝑚1, 𝑎𝑛−𝑖 = (−1)𝑖−1𝐶𝑖𝑛𝑚

𝑖−1,
(4)

(то есть 𝑓(𝑚1) — многочлен степени 𝑛− 1 относительно 𝑚1) последовательно найдем

𝑉 2
𝐾(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝐾2𝑦 + 2𝐾

∑︁
𝑥−𝑦<𝑚1<𝑥

∑︁
𝑥−𝑦<𝑚2<𝑚1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑒(𝛼𝑘(𝑚𝑛
1 −𝑚𝑛

2 ))

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= 𝐾2𝑦 +𝐾
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚1<𝑥

∑︁
0<𝑚1−𝑚2<𝑚1−𝑥+𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑒(𝛼𝑘(𝑚𝑛
1 −𝑚𝑛

2 ))

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= 𝐾2𝑦 +𝐾
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚1<𝑥

∑︁
0<𝑚<𝑚1−𝑥+𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑒(𝛼𝑘𝑚𝑓(𝑚1))

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

= 𝐾2𝑦 +𝐾𝑊1, 𝑊1 =
∑︁

0<𝑚<𝑦

∑︁
𝑥−𝑦+𝑚<𝑚1<𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑒(𝛼𝑘𝑚𝑓(𝑚1))

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (5)
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Возводя 𝑊1 в квадрат и дважды применяя неравенство Коши, имеем

𝑊 2
1 ⩽ 𝑦2

∑︁
0<𝑚<𝑦

∑︁
𝑥−𝑦+𝑚<𝑢<𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑒(𝛼𝑘𝑚𝑓(𝑢))

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

=

= 𝑦2
∑︁

0<𝑚<𝑦

∑︁
𝑥−𝑦+𝑚<𝑢<𝑥

𝐾∑︁
𝑘1=1

𝐾∑︁
𝑘2=1

𝑒(𝛼(𝑘1 − 𝑘2)𝑚𝑓(𝑢)),

Разбивая сумму по 𝑘1 и 𝑘2 на три части, для которых соответственно выполняются условия
𝑘1 < 𝑘2, 𝑘1 = 𝑘2, 𝑘1 > 𝑘2, и оценивая сумму с условием 𝑘1 = 𝑘2 величиной ≪ 𝑦4𝐾, а также
имея в виду, что модули сумм соответственно с условиями 𝑘1 < 𝑘2 и 𝑘1 > 𝑘2 равны, получим

𝑊 2
1 ≪ 𝑦4𝐾 + 𝑦2𝑊2, 𝑊2 =

∑︁
0<𝑚<𝑦

∑︁
𝑥−𝑦+𝑚<𝑢<𝑥

∑︁
2⩽𝑘1⩽𝐾

∑︁
1⩽𝑘2<𝑘1

𝑒(𝛼(𝑘1 − 𝑘2)𝑚𝑓(𝑢)). (6)

Воспользовавшись тем, что неравенства 1 ⩽ 𝑘2 < 𝑘1 и 1 ⩽ 𝑘1 − 𝑘2 ⩽ 𝑘1 − 1 равносильны,
вводя обозначение 𝑘 = 𝑘1 − 𝑘2 и делая сумму по 𝑢 внутренней, а затем переходя к оценкам,
последовательно найдем

𝑊2 =
∑︁

0<𝑚<𝑦

∑︁
𝑥−𝑦+𝑚<𝑢<𝑥

∑︁
2⩽𝑘1⩽𝐾

∑︁
1⩽𝑘1−𝑘2⩽𝑘1−1

𝑒(𝛼(𝑘1 − 𝑘2)𝑚𝑓(𝑢)) =

=
∑︁

0<𝑚<𝑦

∑︁
𝑥−𝑦+𝑚<𝑢<𝑥

∑︁
2⩽𝑘1⩽𝐾

∑︁
1⩽𝑘⩽𝑘1−1

𝑒(𝛼𝑘𝑚𝑓(𝑢)) =

=
∑︁

0<𝑚<𝑦

∑︁
2⩽𝑘1⩽𝐾

∑︁
1⩽𝑘⩽𝑘1−1

∑︁
𝑥−𝑦+𝑚<𝑢<𝑥

𝑒(𝛼𝑘𝑚𝑓(𝑢)) ⩽

⩽ 𝐾
∑︁

0<𝑚<𝑦

∑︁
𝑘⩽𝐾

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑥−𝑦+𝑚<𝑢<𝑥

𝑒(𝛼𝑘𝑚𝑓(𝑢))

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Возводя обе части последнего неравенства в степень 2𝑛−2 и два раза применяя неравенство
Коши, а затем применяя к внутренней сумме по 𝑢 при 𝑠 = 𝑛− 1 и 𝑗 = 𝑛− 2 лемму 2, имеем

𝑊 2𝑛−2

2 ⩽ 𝐾2𝑛−1−1𝑦2
𝑛−2−1

∑︁
𝑚<𝑦

∑︁
𝑘⩽𝐾

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∑︁
𝑥−𝑦+𝑚<𝑢<𝑥

𝑒(𝛼𝑘𝑚𝑓(𝑢))

⃒⃒⃒⃒
⃒
2𝑛−2

≪ 𝐾2𝑛−1−1𝑦2
𝑛−1−𝑛 ·𝑊3

𝑊3 =
∑︁
𝑘⩽𝐾

∑︁
𝑚<𝑦

∑︁
|ℎ1|<𝑦−𝑚

. . .
∑︁

|ℎ𝑛−2|<𝑦−𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑢∈𝐼𝑛−2(𝑥,𝑦−𝑚;ℎ1,...,ℎ𝑛−2)

𝑒(Δ𝑛−2(𝛼𝑘𝑚𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑛−2))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . (7)

Воспользовавшись линейным свойством разностного оператора, а затем леммой 1 при 𝑠 = 𝑛−1
и 𝑗 = 𝑛− 2, имеем

Δ𝑛−2(𝛼𝑘𝑚𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑛−2)) = 𝛼𝑘𝑚Δ𝑛−2(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑛−2)) =

=𝛼𝑘𝑚ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑛−2

1∑︁
𝑖0=0

𝑎𝑛−1−𝑖0

1−𝑖0∑︁
𝑖1=0

𝐶𝑖1+1
𝑛−1−𝑖0

1−𝑖0−𝑖1∑︁
𝑖2=0

𝐶𝑖2+1
𝑛−2−𝑖0−𝑖1 . . .×

×
1−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑛−3∑︁

𝑖𝑛−2=0

𝐶
𝑖𝑛−2+1
2−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑛−3

ℎ𝑖11 ℎ
𝑖2
2 . . . ℎ

𝑖𝑛−2

𝑛−2 𝑢
1−𝑖0−𝑖1−...−𝑖𝑛−2 .

Кратная сумма по переменным суммирования 𝑖0, 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛−2 в правой части последней
формулы является линейным многочленом относительно 𝑢 и ℎ1, . . . , ℎ𝑛−2. В этой сумме толь-
ко одно слагаемое является линейным одночленом относительно 𝑢, который появляется тогда,
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когда все переменные суммирования 𝑖0, 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛−2 равны нулю, все остальные слагае-
мые образуют линейный многочлен относительно ℎ1, . . . , ℎ𝑛−2 с целыми коэффициентами
зависящими от параметра 𝑛, который обозначим через 𝑔(ℎ1, . . . , ℎ𝑛−2). Выделяя линейный од-
ночлен относительно 𝑢, а также воспользовавшись явным значением старшего коэффициента
𝑎𝑛−1 = 𝑛− 1 многочлена 𝑓(𝑢) из соотношения (4), имеем

Δ𝑛−2(𝛼𝑘𝑚𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑛−2)) =

= 𝛼𝑘𝑚ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑛−2

(︀
𝑎𝑛−1 𝐶

1
𝑛−1𝐶

1
𝑛−2 . . . 𝐶

1
2𝑢+ 𝑔(ℎ1, . . . , ℎ𝑛−2)

)︀
=

= 𝛼(𝑛− 1)!𝑘𝑚ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑛−2𝑢+ 𝛼𝑘𝑚ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑛−2𝑔(ℎ1, . . . , ℎ𝑛−2)

Подставляя правую часть полученного равенства в (7), найдем

𝑊3 =
∑︁
𝑘⩽𝐾

∑︁
𝑚<𝑦

∑︁
|ℎ1|<𝑦−𝑚

. . .
∑︁

|ℎ𝑛−2|<𝑦−𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑢∈𝐼𝑛−2(𝑥,𝑦−𝑚;ℎ1,...,ℎ𝑛−2)

𝑒 (𝛼(𝑛− 1)!𝑘𝑚ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑛−2𝑢)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

В последней сумме по 𝑢 количество членов для которых выполняется соотношение ℎ1···ℎ𝑛−2 =
= 0 не превосходит величины 𝐾𝑦 · (𝑛− 2)𝑦(2𝑦)𝑛−3. Следовательно

𝑊3 ≪ 2𝑛−2𝑊4 + (𝑛− 2)𝐾𝑦2(2𝑦)𝑛−3, (8)

𝑊4 =
∑︁
𝑘⩽𝐾

∑︁
𝑚<𝑦

∑︁
1⩽ℎ1<𝑦−𝑚

. . .
∑︁

1⩽ℎ𝑛−2<𝑦−𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑢∈𝐼𝑛−1(𝑥,𝑦−𝑚;ℎ1,...,ℎ𝑛−1)

𝑒 (𝛼(𝑛− 1)!𝑘𝑚ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑛−2𝑢)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Внутренняя сумма по 𝑢 является линейным и из определения интервала
𝐼𝑛−1(𝑥, 𝑦 −𝑚;ℎ1, . . . , ℎ𝑛−1) в лемме 2 следует, что

|𝐼𝑛−1(𝑥, 𝑦 −𝑚;ℎ1, . . . , ℎ𝑛−1)| ⩽ 𝑦 −𝑚.

Поэтому

𝑊4 ⩽
∑︁
𝑘⩽𝐾

∑︁
𝑚<𝑦

∑︁
1⩽ℎ1<𝑦−𝑚

. . .
∑︁

1⩽ℎ𝑛−2<𝑦−𝑚
min

(︂
𝑦 −𝑚, 1

2‖𝛼(𝑛− 1)!𝑘𝑚ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑛−2‖

)︂
⩽

⩽
∑︁

ℎ⩽(𝑛−1)!𝐾𝑦𝑛−1

𝜏𝑛(ℎ) min

(︂
𝑦,

1

2‖𝛼ℎ‖

)︂
.

Применяя к последней сумме неравенство Коши, а затем леммы 3 и 4, находим

𝑊 2
4 ⩽ 𝑦

∑︁
ℎ⩽(𝑛−1)!𝐾𝑦𝑛−1

𝜏2𝑛(ℎ)
∑︁

ℎ⩽(𝑛−1)!𝐾𝑦𝑛−1

min

(︂
𝑦,

1

2‖𝛼ℎ‖

)︂
≪

≪ (𝑛− 1)!𝐾𝑦𝑛L 𝑛2−1

(︂
(𝑛− 1)!𝐾𝑦𝑛−1

𝑞
+ 1

)︂
(𝑦 + 𝑞 ln 𝑞)≪

≪ 𝐾2𝑦2𝑛
(︂

1

𝑞
+

1

𝐾𝑦𝑛−1

)︂(︂
1 +

𝑞

𝑦

)︂
L 𝑛2 ≪

≪ 𝐾2𝑦2𝑛
(︂

1

𝑞
+

1

𝐾𝑦𝑛−1
+

1

𝑦
+

𝑞

𝐾𝑦𝑛

)︂
L 𝑛2

.
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Воспользовавшись формулами (8), (6) и (5) сумму 𝑉𝐾(𝑥, 𝑦) выражаем через сумму𝑊4, а затем
подставляя полученную оценку для 𝑊 2

4 , получим

𝑉 2𝑛+1

𝐾 (𝑥, 𝑦)≪ 𝐾2𝑛+1
𝑦2

𝑛+1

(︂
1

𝑦2𝑛
+

1

𝐾2𝑛−1 +
1

𝑦2
+

𝑊 2
4

𝐾2𝑦2𝑛

)︂
≪

≪ 𝐾2𝑛+1
𝑦2

𝑛+1

(︂
1

𝑞
+

1

𝐾𝑦𝑛−1
+

1

𝑦
+

𝑞

𝐾𝑦𝑛
+

1

𝐾2𝑛−1

)︂
L 𝑛2 ≪

≪ 𝐾2𝑛+1
𝑦2

𝑛+1

(︂
1

𝑞
+

1

𝑦
+

𝑞

𝐾𝑦𝑛
+

1

𝐾2𝑛−1

)︂
L 𝑛2

.

Извлекая корень степени 2𝑛+1, получим утверждение теоремы 1.
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