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Аннотация

Воспользовавшись вторым моментом 𝐿-функций Дирихле на критической прямой в
больших дугах M(L 𝑏), 𝜏 = 𝑦3𝑥−1L −𝑏1 , за исключением малой окрестности центров этих

дуг |𝛼− 𝑎
𝑞 | > (8𝜋𝑦2)−1 при 𝑦 ⩾ 𝑥

1− 1
9−4

√
2L 𝑐2 , 𝑐2 =

2𝐴+24+(
√
2−1)𝑏1

2
√
2−1

, получена оценка:

𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛2)≪ 𝑦L −𝐴,

а в малой окрестности |𝛼 − 𝑎
𝑞 | ⩽ (8𝜋𝑦2)−1 центра больших дуг M(L 𝑏) для 𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) при

𝑦 ⩾ 𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18 получена асимптотическая формула с остаточным членом, где 𝐴, 𝑏1,

𝑏 — произвольные фиксированные положительные числа, L = ln𝑥𝑞.
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Abstract

Using the second moment of Dirichlet 𝐿-functions on the critical line over the major arcs
M(L 𝑏), with 𝜏 = 𝑦3𝑥−1L −𝑏1 , and excluding a small neighborhood of the centers of these arcs,

i.e., those 𝛼 satisfying |𝛼− 𝑎
𝑞 | > (8𝜋𝑦2)−1, for 𝑦 ⩾ 𝑥

1− 1
9−4

√
2L 𝑐2 , where 𝑐2 = 2𝐴+24+(

√
2−1)𝑏1

2
√
2−1

,

we obtain the estimate

𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛2)≪ 𝑦L −𝐴.

Moreover, in a small neighborhood of the center of the major arcs, defined by |𝛼− 𝑎
𝑞 | ⩽ (8𝜋𝑦2)−1,

for 𝑦 ⩾ 𝑥
5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18, an asymptotic formula with a remainder term is obtained for

𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦), where 𝐴, 𝑏1, and 𝑏 are arbitrary fixed positive constants, and L = ln𝑥.

Keywords: Short exponential sum with primes, major arcs, density theorem, Dirichlet 𝐿-
function
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1. Введение

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональными числа-
ми, каждое 𝛼 из промежутка [−æ, 1− æ], æ𝜏 = 1 представимо в виде

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝜏, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
.

Через M(𝑃 ) обозначим те числа 𝛼, для которых 𝑞 ⩽ 𝑃 , через m(𝑃 ) обозначим оставшиеся 𝛼.
M(𝑃 ) и m(𝑃 ) соответственно называются большими и малыми дугами.
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Дж.Лю и Ж.Tao [1, 2], изучая сумму 𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦), 𝑦 ⩾ 𝑥𝜃2 условно (в предположении спра-
ведливости расширенной гипотезы Римана) при 𝜃2 = 2

3 + 𝜀 и безусловно воспользовавшись
теоремой М.Ютилы [3] о четвертом моменте 𝐿-функций Дирихле в критической прямой при
𝜃2 = 11

16 + 𝜀 доказали, что для любого 𝐴 > 0 существуют константы 𝑐𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, 3 и
справедливо соотношение

𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥
Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑀2(𝛼;𝑥, 𝑦) +𝑂

(︁ 𝑦

L 𝐴

)︁
, 𝑞 ⩽ L 𝑐1 , |𝜆| ⩽ 1

𝑥𝑦L 𝑐2
;

𝑂
(︁ 𝑦

L 𝐴

)︁
, в противном случае,

𝑀2(𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

(ℎ,𝑞)=1

𝑒

(︂
−𝑎ℎ

2

𝑞

)︂∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑒(𝜆𝑢2)𝑑𝑢, 𝜏 =

𝑦3

𝑥L 𝑐3
.

Воспользовавшись теоремой о втором моменте 𝐿-функций Дирихле на критической пря-
мой [4], а точнее — её следствием о плотности нетривиальных нулей 𝐿-функций Дирихле в
узких прямоугольниках критической полосы, автор [5] доказал для коротких тригонометри-
ческих сумм 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) при 𝑘 ⩾ 3 асимптотическую формулу с остаточным членом в малой
окрестности центра больших дуг и получил нетривиальную оценку в самих больших дугах за
исключением малой окрестности их центров ( см. также [6, 7, 8, 9, 10]).

Методика изучения поведения сумм 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) при 𝑘 = 2 в некоторых аспектах отличается
от случая 𝑘 ⩾ 3. В этой работе, с учётом особенностей квадратичной суммы и с использованием
метода, изложенного в [5], для коротких квадратичных тригонометрических сумм с просты-
ми числами 𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) в малой окрестности центра больших дуг M(L 𝑏) при 𝜏 = 𝑦3𝑥−1L −𝑏1

получена асимптотическая формула с остаточным членом. В больших дугах M(L 𝑏), за ис-
ключением малой окрестности их центров, доказана нетривиальная оценка.

Теорема 1. Пусть 𝑥 ⩾ 𝑥0, 𝐴, 𝑏1, 𝑏 — произвольные фиксированные положительные
числа, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ L 𝑏,

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
, 𝜏 =

𝑦3

𝑥L 𝑏1
.

Тогда при |𝜆| ⩽
(︀
8𝜋𝑦2

)︀−1
и 𝑦 ⩾ 𝑥

5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18 справедливо равенство

𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞)

𝑞∑︁
𝑛=1

(𝑎,𝑞)=1

𝑒

(︂
𝑎𝑛2

𝑞

)︂∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑒(𝜆𝑢2)𝑑𝑢+𝑂

(︀
𝑦L −𝐴)︀ ,

а, при |𝜆| >
(︀
8𝜋𝑦2

)︀−1
и 𝑦 ⩾ 𝑥

1− 1
9−4

√
2L 𝑐2, 𝑐2 =

2𝐴+24+(
√
2−1)𝑏1

2
√
2−1

, имеет место оценка

𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦)≪ 𝑦L −𝐴.

2. Доказательство теоремы 1

2.1. Сведение доказательства теоремы к оценке суммы 𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)

Поступая аналогично доказательству основной теоремы работы [5], полагая 𝑘 = 2, при
𝑥 ⩾ 𝑥0 и произвольных фиксированных положительных числах 𝐴, 𝑏, 𝑏1, для каждого 𝛼 из
промежутка [−æ, 1− æ], где æ𝜏 = 1, имеем представление:

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝜏, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
, (1)
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причём 1 ⩽ 𝑞 ⩽ L 𝑏 и 𝜏 = 𝑦3𝑥−1L −𝑏1 . Тогда при

𝑇0 =
(︀
𝑥𝑦−1 + |𝜆|𝑥2

)︀
𝑞

1
2 L 𝐴+3

имеем асимптотическую формулу:

𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞)

𝑞∑︁
𝑛=1

(𝑎,𝑞)=1

𝑒

(︂
𝑎𝑛2

𝑞

)︂∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑒(𝜆𝑢2) 𝑑𝑢−𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦) +𝑂

(︁ 𝑦

L 𝐴

)︁
, (2)

𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)≪ L
√
𝑞

∑︁
𝜒 mod 𝑞

𝑊 (𝜆, 𝜒), 𝑊 (𝜆, 𝜒) =
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0
𝜌 ̸=𝛽1

|𝐼(𝜌, 𝜆)| , (3)

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≪ 𝑥𝛽 min

(︃
𝑦

𝑥
,

1

min |𝛾 + 4𝜋𝜆𝑢2|
,

1√︀
|4𝜋𝜆𝑢2 − 𝛾|

)︃
, (4)

где 𝛽1 — действительный нуль, если по модулю 𝑞 существует действительный характер 𝜒1

такой, что 𝐿(𝑠, 𝜒1) имеет действительный нуль 𝛽1 ⩾ 1− 𝑐/ ln 𝑞.
Также в основной теореме работы [5] было показано, что в формулах (3) и (4) без

ограничения общности можно считать 𝜆 ⩾ 0. Случай 𝜆 ⩽ 0 с помощью соотношения
𝑊 (𝜆, 𝜒) = 𝑊 (𝜒,−𝜆) сводится к случаю 𝜆 ⩾ 0.

2.2. Вывод асимптотической формулы для 𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) в случае 𝜆 ⩽ (8𝜋𝑦2)
−1

Этот случай доказывается точно так же, как в пункте «3.2. Доказательство теоремы в
случае 𝜆 ⩽

(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1
» работы [5], если положить 𝑘 = 2.

2.3. Оценка 𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦) в случае 𝜆 > (8𝜋𝑦2)
−1

Вводим дополнительный параметр 𝐻 = 8𝜋𝜆𝑥𝑦, который при 𝜆 >
(︀
8𝜋𝑦2

)︀−1
удовлетворяет

условию

𝐻 ⩾
𝑥

𝑦
.

Все нетривиальные нули 𝜌 = 𝛽+𝑖𝛾 функции 𝐿(𝑠, 𝜒) с условием |𝛾| ⩽ 𝑇0 разобьём на множества
𝐷1, 𝐷2 и 𝐷2:

𝐷1 =
{︀
𝜌 : −𝑇0 ⩽ 𝛾 < −4𝜋𝜆𝑥2 −𝐻

}︀
,

𝐷2 =
{︀
𝜌 : −4𝜋𝜆𝑥2 −𝐻 ⩽ 𝛾 ⩽ −4𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)2 +𝐻

}︀
,

𝐷3 =
{︀
𝜌 : −4𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)2 +𝐻 < 𝛾 ⩽ 𝑇0

}︀
.

Через 𝑊𝑗(𝜆, 𝜒), 𝑗 = 1, 2, 3 обозначим сумму модулей интеграла 𝐼(𝜌, 𝜆) по нулям 𝜌, принад-
лежащим множеству 𝐷𝑗 . Воспользовавшись этим обозначением, представим сумму 𝑊 (𝜆, 𝜒),
которая определяется формулой (3), представим в виде

𝑊 (𝜆, 𝜒) = 𝑊1(𝜆, 𝜒) +𝑊2(𝜆, 𝜒) +𝑊3(𝜒, 𝜆). (5)

2.3.1. Оценка 𝑊1(𝜆, 𝜒)

Ко всем трём членам неравенства, с помощью которых определяется множество 𝐷1, при-
бавляя слагаемое 4𝜋𝜆𝑢2, 𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥, получим

𝐷1 =
{︀
𝜌 : −𝑇0 + 4𝜋𝜆𝑢2 ⩽ 𝛾 + 6𝜋𝜆𝑢2 < −4𝜋𝜆𝑥2 + 4𝜋𝜆𝑢2 −𝐻

}︀
,
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Функция 4𝜋𝜆𝑢2 в отрезке 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 монотонно возрастает, поэтому для правой границы
множества 𝐷1, имеем

−4𝜋𝜆𝑥2 + 4𝜋𝜆𝑢2 −𝐻 ⩽ −𝐻.

Поэтому, если 𝜌 ∈ 𝐷1, то выполняются неравенство 𝛾 + 4𝜋𝜆𝑢2 < −𝐻. Следовательно для
монотонной возрастающей функции 𝛾+4𝜋𝜆𝑢2 в отрезке 𝑥−𝑦 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑥 имеет место соотношение

min |𝛾 + 4𝜋𝜆𝑢2| = −max(𝛾 + 4𝜋𝜆𝑢2) = −𝛾 − 4𝜋𝜆𝑥2 ⩾ 𝐻, если 𝜌 ∈ 𝐷1,

Отсюда из второй оценки формулы (4), находим

𝑊1(𝜆, 𝜒)≪
∑︁
𝜌∈𝐷1

𝑥𝛽

−𝛾 − 4𝜋𝜆𝑥2
.

Все нетривиальные нули в множестве

𝐷1 =
{︀
𝜌 : −𝑇0 ⩽ 𝛾 < −4𝜋𝜆𝑥2 −𝐻

}︀
=
{︀
𝜌 : 𝐻 ⩽ −𝛾 − 4𝜋𝜆𝑥2 < 𝑇0 − 4𝜋𝜆𝑥2

}︀
,

разобьём на классы 𝐷11, . . . , 𝐷1𝑡, 𝑡 ≪ 𝑇0𝐻
−1. В класс 𝐷1𝑛 отнесём те нули 𝜌, для которых

выполняется условие:

𝑛𝐻 <− 𝛾 − 4𝜋𝜆𝑥2 ⩽ (𝑛+ 1)𝐻, если 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑡.

Следовательно получим

𝑊1(𝜆, 𝜒)≪
𝑡∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

−𝛾 − 4𝜋𝜆𝑥2
⩽

𝑡∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

𝑛𝐻
⩽

⩽
L

𝐻
max
1⩽𝑛⩽𝑡

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽 ⩽
L

𝐻
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

Эту оценку воспользовавшись соотношением 𝐻 = 8𝜋𝜆𝑥𝑦, представим в виде

𝑊1(𝜆, 𝜒)≪ L

𝜆𝑥𝑦
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥2𝑦<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

2.3.2. Оценка 𝑊3(𝜆, 𝜒)

Ко всем трём членам неравенства, определяющее множества 𝐷2 прибавляя слагаемое
4𝜋𝜆𝑢2, 𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥, получим

𝐷3 =
{︀
𝜌 : 4𝜋𝜆𝑢2 − 4𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)2 +𝐻 < 𝛾 + 4𝜋𝜆𝑢2 ⩽ 𝑇0 + 4𝜋𝜆𝑢2

}︀
.

Функция 4𝜋𝜆𝑢2 в отрезке 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 монотонно возрастает, поэтому для левой границы
множества 𝐷3 имеем

4𝜋𝜆𝑢2 − 4𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)2 +𝐻 ⩾ 𝐻.

Таким образом, если 𝜌 ∈ 𝐷3, то выполняются неравенство 𝛾+ 4𝜋𝜆𝑢2 > 𝐻. Следовательно для
монотонной возрастающей функции 𝛾+4𝜋𝜆𝑢2 в отрезке 𝑥−𝑦 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑥 имеет место соотношение

min |𝛾 + 4𝜋𝜆𝑢2| = min(𝛾 + 4𝜋𝜆𝑢2) = 𝛾 + 4𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)2 ⩾ 𝐻, если 𝜌 ∈ 𝐷3.

Отсюда и из второй оценки (4), находим

𝑊3(𝜆, 𝜒)≪
∑︁
𝜌∈𝐷3

𝑥𝛽

𝛾 + 4𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)2
.
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Все нетривиальные нули в множестве

𝐷3 =
{︀
𝜌 : 𝐻 ⩽ 𝛾 + 4𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)2 < 𝑇0 + 4𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)2

}︀
,

разобьём на классы 𝐷31, . . . , 𝐷3𝑡,, 𝑡 ≪ 𝑇0𝐻
−1. В класс 𝐷3𝑛 отнесём те нули 𝜌, для которых

выполняется условие:

𝑛𝐻 < 𝛾 + 4𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)2 ⩽ (𝑛+ 1)𝐻, если 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑡.

Поэтому поступая аналогично как в случае оценки суммы 𝑊1(𝜆, 𝜒), имеем

𝑊3(𝜆, 𝜒)≪
𝑡∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝛾 + 4𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)2
⩽

𝑡∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝑛𝐻
⩽

L

𝐻
max
1⩽𝑛⩽𝑡

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽 ⩽

⩽
L

𝐻
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽 ≪ L

𝜆𝑥𝑦
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥2𝑦<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

2.3.3. Оценка 𝑊2(𝜆, 𝜒)

Пользуясь явным значением параметра 𝐻 = 8𝜋𝜆𝑥𝑦 вводим следующие обозначения

𝑇1 = 4𝜋𝜆𝑥2 +𝐻 = 4𝜋𝜆𝑥2 + 16𝜋𝜆𝑥𝑦,

𝐻1 = 4𝜋𝜆𝑥2 − 4𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)2 + 2𝐻 = 4𝜋𝜆(6𝑥𝑦 − 𝑦2) ≍ 24𝜋𝜆𝑥𝑦,

𝑇1 −𝐻1 = 4𝜋𝜆𝑥2 − 8𝜋𝜆𝑥𝑦 + 4𝜋𝜆𝑦2 ≍ 4𝜋𝜆𝑥2 − 8𝜋𝜆𝑥𝑦,

𝑇2 = 𝑇1 + 4𝜋𝜆𝑢2 = 4𝜋𝜆(𝑥2 + 𝑢2 + 4𝑥𝑦),

(6)

и представим множество 𝐷2 в виде

𝐷2 =
{︀
𝜌 : −4𝜋𝜆𝑥2 −𝐻 ⩽ 𝛾 ⩽ −4𝜋𝜆(𝑥− 𝑦)2 +𝐻

}︀
=

= {𝜌 : 𝑇1 −𝐻1 ⩽ −𝛾 ⩽ 𝑇1} =

=
{︀
𝜌 : 𝑇2 −𝐻1 ⩽ 4𝜋𝜆𝑢2 − 𝛾 ⩽ 𝑇2

}︀
,

(7)

причём

𝑇2 −𝐻1 =4𝜋𝜆(𝑥2 + 𝑢2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2) ⩾ 4𝜋𝜆(𝑥2 + (𝑥− 𝑦)2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2) =

= 8𝜋𝜆(𝑥2 + 𝑦2) ⩾ 8𝜋𝜆𝑥2 ≫ 𝜆𝑥2. (8)

Таким образом, если 𝜌 принадлежит множеству 𝐷2, то пользуясь третьей оценкой формулы
(4), представлением множества 𝐷2 в виде (7) через 𝑇2, оценкой (8), а затем опять представ-
лением множества 𝐷2 в виде (7) но на этот раз через 𝑇1, последовательно имеем

|𝑊2(𝜆, 𝜒) =
∑︁
𝜌∈𝐷2

|𝐼(𝜌, 𝜆)| =
∑︁

𝑇2−𝐻1⩽4𝜋𝜆𝑢2−𝛾⩽𝑇2

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ≪

≪
∑︁

𝑇2−𝐻1⩽4𝜋𝜆𝑢2−𝛾⩽𝑇2

𝑥𝛽√︀
4𝜋𝜆𝑢2 − 𝛾

⩽
∑︁

𝑇2−𝐻1⩽4𝜋𝜆𝑢2−𝛾⩽𝑇2

𝑥𝛽√
𝑇2 −𝐻1

⩽

≪
∑︁

𝑇2−𝐻1⩽4𝜋𝜆𝑢2−𝛾⩽𝑇2

𝑥𝛽√
𝜆𝑥2

=
∑︁

𝑇1−𝐻1⩽−𝛾⩽𝑇1

𝑥𝛽√
𝜆𝑥2

=
∑︁

𝑇1−𝐻1⩽𝛾⩽𝑇1

𝑥𝛽√
𝜆𝑥2

.

Границы последней суммы по 𝛾, то есть величины 𝑇1 и 𝑇1 − 𝐻1, согласно их определения
в формуле (6) являются величинами порядка 𝜆𝑥2. Длина этой суммы, то есть параметр 𝐻1,
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также согласно формулы (6) является величиной порядка 24𝜋𝜆𝑥𝑦 ≍ 𝜆𝑥𝑦. Разбивая в этой
сумме интервал суммирования 𝑇1 −𝐻1 ⩽ 𝛾 ⩽ 𝑇1 на конечное число интервалов вида

æ𝜆𝑥2 − 𝜆𝑥2𝑦 < 𝛾 ⩽ æ𝜆𝑥2,

где постоянная величина æ принимает значение из интервала

4𝜋

(︂
1 +

2𝑦

𝑥
− 𝑦2

𝑥2

)︂
< æ ⩽ 4𝜋

(︂
1 +

4𝑦

𝑥

)︂
,

получим

𝑊2(𝜆, 𝜒)≪ 1√
𝜆𝑥2

∑︁
æ𝜆𝑥2−𝜆𝑥𝑦<𝛾⩽æ𝜆𝑥2

𝑥𝛽.

В этой оценке, не ограничивая общности для удобства будем считать, что æ = 1, а также
воспользовавшись неравенством 𝜆𝑥2 < 𝑇0, имеем

𝑊2(𝜆, 𝜒)≪ 1√
𝜆𝑥2

max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥𝑦<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

2.3.4. Сведение оценки 𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦) к оценкам B1 и B2

Подставляя эту оценку и оценки 𝑊1(𝜆, 𝜒) и 𝑊2(𝜆, 𝜒) в (5), а затем воспользовавшись усло-
вием 𝜆 >

(︀
8𝜋𝑦2

)︀−1
, получим:

𝑊 (𝜆, 𝜒)≪
(︂

1√
𝜆𝑥2

+
L

𝜆𝑥𝑦

)︂
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥𝑦<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽 ≪ L√︀
𝜆𝑞𝑥2

max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝜆𝑥𝑦<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

Отсюда и из оценки (3), найдём

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ L 2√︀
𝜆𝑞𝑥2

max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝜒 mod 𝑞

∑︁
𝑇−𝜆𝑥𝑦<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽 =
L 2√︀
𝜆𝑞𝑥2

max
|𝑇 |⩽𝑇0

𝑉𝑞(𝑇, 𝜆𝑥𝑦).

Воспользовавшись для 𝑉𝑞(𝑇,𝑈) при 𝑈 = 𝜆𝑥𝑦 формулой (11) работы [5], получим

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ L 2√︀
𝜆𝑞𝑥2

max
|𝑇 |⩽𝑇0

0,5⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 − 𝜆𝑥𝑦, 𝜒)) , (9)

𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0) =
𝑐1

max
(︁

ln 𝑞, (ln(𝑇0 + 3) ln ln(𝑇0 + 3))
3
4

)︁ .
Всюду ниже в этом параграфе будем считать, что для параметра 𝑦 выполняется условие

𝑥
1− 1

9−4
√

2 L 𝑐2 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑥L −𝐴−0,5𝑏−10. (10)

Из явного значения параметра 𝑇0, условия 𝜆 >
(︀
8𝜋𝑦2

)︀−1
и соотношения (10), находим

𝑇

(𝜆𝑥𝑦)3
⩽

𝑇0
(𝜆𝑥𝑦)3

=

(︀
𝑥𝑦−1 + |𝜆|𝑥2

)︀
𝑞

1
2 L 𝐴+3

(𝜆𝑥𝑦)3
=

√
𝑞L 𝐴+3

𝜆3𝑥2𝑦4
+

√
𝑞L 𝐴+3

𝜆2𝑥𝑦3
⩽

⩽
(8𝜋)2𝑦2L 𝐴+0,5𝑏+3

𝑥2
+

(8𝜋)2𝑦L 𝐴+0,5𝑏+3

𝑥
≪ L −7.

Отсюда вытекает, что в сумме по 𝜒mod𝑞 в (9) выполняется условие 𝜆𝑥𝑦 ⩾ 𝑇
1
3 , то есть к этой

сумме можно применить следующую лемму.
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Лемма 1. [4]. Пусть 𝜀 — сколь угодно малая положительная постоянная,

и 𝑇
35
108

+𝜀 ⩽ 𝐻 ⩽ 𝑇 , тогда справедливы оценки

∑︁
𝜒mod𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇 +𝐻,𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒))≪

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑞𝐻)

4
3−2𝑢

(1−𝑢)(ln 𝑞𝐻)9, для
1

2
⩽ 𝑢 ⩽

3

4

(𝑞𝐻)
2
𝑢
(1−𝑢)+𝜀, для

3

4
⩽ 𝑢 ⩽ 1,

Пологая в лемме 1

𝜀 = min

(︂
53

3591 · 104
,
𝛿

3

)︂
, (11)

имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ B1 + B2, (12)

B1 =
L 12√︀
𝜆𝑞𝑥2

max
0,5⩽𝑢⩽0,75

𝑥𝑢 (𝑞𝜆𝑥𝑦)
4−4𝑢
3−2𝑢 ,

B2 =
L 2√︀
𝑞𝜆𝑥2

max
0,75⩽𝑢⩽1−𝛿(𝑞,𝑇0)

𝑥𝑢 (𝑞𝜆𝑥𝑦)
2
𝑢
(1−𝑢)+𝜀 .

2.3.5. Оценка B1

Имеем

B1 =
𝑦

1
2 L 12

𝑥
1
2

max
0,5⩽𝑢⩽0,75

exp (𝑓1(𝑢)) ,

𝑓1(𝑢) = 𝑢 ln𝑥+

(︂
1

𝑢− 1, 5
+

3

2

)︂
ln (𝑞𝜆𝑥𝑦) ,

𝑓 ′1(𝑢) = ln𝑥− ln (𝑞𝜆𝑥𝑦)

(𝑢− 1, 5)2
, 𝑓 ′′1 (𝑢) =

2 ln (𝑞𝜆𝑥𝑦)

(𝑢− 1, 5)3
< 0.

Покажем, что выполняется неравенство 𝑓 ′1(0, 5) > 0. Ползуясь условиями

0 ⩽ 𝜆 ⩽
1

𝑞𝜏
, 𝜏 =

𝑦3

𝑥L 𝑏1
, 𝑦 ⩾ 𝑥

1− 1
9−4

√
2 L 𝑐2 ,

находим

−𝑓 ′1(0, 5) = ln (𝑞𝜆𝑦) ⩽ ln
(︁𝑦
𝜏

)︁
= ln

(︂
𝑥L 𝑏1

𝑦2

)︂
⩽ ln

(︃
L 𝑏1

𝑥
1− 2

9−4
√
2 L 2𝑐2

)︃
=

= ln
(︁
𝑥
− 17

31+8
√
2 L 𝑏1−2𝑐2

)︁
= − 17

31 + 8
√

2
L + (𝑏1 − 4𝑐2) ln L < 0.

Случай 𝑞𝜆𝑥𝑦 ⩽ 𝑥
9
16 . Воспользовавшись условием рассматриваемого случая имеем

𝑓 ′1(𝑢) ⩾ 𝑓 ′1(0, 75) = ln𝑥− 16

9
ln(𝑞𝜆𝑥𝑦) ⩾ ln𝑥− 16

9
ln𝑥

9
16 = 0,

следовательно фунция 𝑓1(𝑢) возрастает в интервале 0, 5 ⩽ 𝑢 ⩽ 0, 75. Пользовавшись этим
свойством , а затем соотношением (10), найдем

B1 =
𝑦

1
2 L 12

𝑥
1
2

exp (𝑓1(0, 75)) =
𝑦

1
2 L 12

𝑥
1
2

exp

(︂
3

4
ln𝑥+

1

6
ln(𝑞𝜆𝑥𝑦)

)︂
=

= (𝑞𝜆𝑥𝑦)
1
6 𝑥

1
4 𝑦

1
2 L 12 < 𝑥

11
32 𝑦

1
2 L 12 = 𝑦

(︃
𝑥

11
16 L 2𝐴+24

𝑦

)︃ 1
2

L −𝐴 ≪ 𝑦L −𝐴.
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Случай 𝑞𝜆𝑥𝑦 > 𝑥
9
16 . Вводя дополнительные параметры 𝜇 и 𝑐, обозначая длины суммы 𝑦

в виде
𝑦 = 𝑥1−𝜇

2
L 𝑐, (13)

ищем наибольшее значение 𝜇 и наименьшее значение 𝑐, что имеет место оценка

B1 ≪ 𝑦L −𝐴. (14)

Воспользовавшись условиями рассматриваемого случая, а именно соотношениями

1

𝑦𝑥
7
16

< 𝑞𝜆 ⩽
1

𝜏
, 𝜏 =

𝑦3

𝑥L 𝑏1
, 𝑦 ⩾ 𝑥

1− 1
9−4

√
2 L 𝑐2 > 𝑥

1
2 L −0,5𝑏1 ,

находим

𝑞𝜆𝑥𝑦 ⩽
𝑥𝑦

𝜏
=

(︂
𝑥

𝑦

)︂2

L 𝑏1 <
(︁
L −0,5𝑏1

)︁2
L 𝑏1 = 1.

Поэтому

𝑓 ′1(0, 5) = ln𝑥− ln(𝑞𝜆𝑥𝑦) > ln𝑥 > 0, 𝑓 ′1(0, 75) = ln𝑥− 16

9
ln(𝑞𝜆𝑥𝑦) < 0,

и точка

𝑢0 =
3

2
−
(︂

ln(𝑞𝜆𝑥𝑦)

ln𝑥

)︂ 1
2

<
3

2
−
(︂

9

16

)︂ 1
2

=
3

4
,

где 𝑓 ′1(𝑢0) = 0 принадлежит интервалу [0, 5, 0, 75]. В этом интервале как мы уже отмечали
также выполняется неравенство 𝑓 ′′(𝑢) < 0. Поэтому в этом интервале 0, 5 ⩽ 𝑢 ⩽ 0, 75 график
функции 𝑓(𝑢) является выпуклым вверх, следовательно

B1 =
𝑦

1
2 L 12

𝑥
1
2

exp (𝑓1(𝑢0)) =
𝑦

1
2 L 12

𝑥
1
2

exp

(︂
𝑢0 ln𝑥+

(︂
3

2
+

1

𝑢0 − 1, 5

)︂
ln (𝑞𝜆𝑥𝑦)

)︂
=
𝑦

1
2 L 12

𝑥
1
2

exp

(︃(︃
3

2
−
(︂

ln(𝑞𝜆𝑥𝑦)

ln𝑥

)︂ 1
2

)︃
ln𝑥+

(︃
3

2
−
(︂

ln𝑥

ln(𝑞𝜆𝑥𝑦)

)︂ 1
2

)︃
ln (𝑞𝜆𝑥𝑦)

)︃

= 𝑥𝑦
1
2 L 12 exp

(︂
3

2
ln (𝑞𝜆𝑥𝑦)− 2 (ln(𝑞𝜆𝑥𝑦) ln𝑥)

1
2

)︂
= 𝑥𝑦

1
2 L 12 exp (𝑔 (𝑞𝜆𝑥𝑦)) , (15)

здесь 𝑔(𝑡) = 3
2 ln 𝑡− 2 (ln 𝑡 ln𝑥)

1
2 . Из условий

𝑞𝜆𝑥𝑦 ⩾ 𝑥
9
16 , 𝜆 ⩽

1

𝑞𝜏
, 𝜏 =

𝑦3

𝑥L 𝑏1
,

и формулы (13) следует, что

𝑥
9
16 ⩽ 𝑞𝜆𝑥𝑦 ⩽

𝑥𝑦

𝜏
=
𝑥2L 𝑏1

𝑦2
= 𝑥𝑢L 𝑣, 𝑢 = 2𝜇2, 𝑣 = 𝑏1 − 2𝑐. (16)

Поэтому с учётом соотношения 𝑡 = 𝑞𝜆𝑥𝑦 ⩾ 𝑥
9
16 , имеем

𝑔′(𝑡) =
3

2𝑡
− (ln𝑥)

1
2

𝑡(ln 𝑡)
1
2

=
9 ln 𝑡− 4 ln𝑥

2𝑡(ln 𝑡)
1
2 (3(ln 𝑡)

1
2 + 2(ln𝑥)

1
2 )
> 0,

то есть 𝑔(𝑡) в интервале своего изменения является возрастающей функцией, поэтому

𝑔
(︀
𝑞𝜆𝑥2𝑦

)︀
⩽ 𝑔 (𝑥𝑢L 𝑣) .
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Пользуясь этим неравенством и соотношением

𝑦−
1
2 = 𝑥−

1
2
+𝑢

4 L − 𝑏1−𝑣
4 ,

которая является следствием соотношения (16), правую часть (15) оценим следующим образом

B1 ⩽ 𝑥𝑦
1
2 L 12 exp (𝑔 (𝑥𝑢L 𝑣)) = 𝑦𝑥

1
2
+𝑢

4 L 12− 𝑏1−𝑣
4 exp (𝑔 (𝑥𝑢L 𝑣)) =

= 𝑦𝑥
1
2
+𝑢

4 L 12− 𝑏1−𝑣
4 exp

(︂
3

2
ln (𝑥𝑢L 𝑣)− 2 (ln (𝑥𝑢L 𝑣) L )

1
2

)︂
=

= 𝑦L 12− 𝑏1−𝑣
4

+ 3𝑣
2 · 𝑥

1
2
+𝑢

4
+ 3𝑢

2 exp
(︁
−2
(︀
𝑢L 2 + 𝑣L ln L

)︀ 1
2

)︁
=

= 𝑦L 12− 𝑏1
4
+ 7𝑣

4 𝑥
7𝑢
4
+ 1

2 exp

(︃
−2
√
𝑢L

(︂
1 +

𝑣 ln L

𝑢L

)︂ 1
2

)︃
. (17)

Пользуясь при |𝑡| ⩽ 0, 1 формулой

(1 + 𝑡)
1
2 = 1 +

𝑡

2
+𝑅1(𝑡), 𝑅1(𝑡, 𝜃) = − (1− 𝜃)𝑡2

8(1 + 𝜃𝑡)
3
2

,

которая является следствием разложения функции 𝑓(𝑡) = (1 + 𝑡)
1
2 в ряд Маклорена с оста-

точным членом в форме Коши вида

𝑓(𝑡) = 1+
𝑚∑︁
𝑛=1

1
2

(︀
1
2 − 1

)︀
. . .
(︀
1
2 − (𝑛− 1)

)︀
𝑛!

𝑡𝑛 +𝑅𝑚(𝑡, 𝜃),

𝑅𝑚(𝑡, 𝜃) =
𝑓 (𝑚+1)(𝜃𝑡)

(𝑚+ 1)!
(1− 𝜃)𝑚𝑡𝑚+1, 0 < 𝜃 < 1,

𝑓 ′(𝑡) =
1

2
(1 + 𝑡)−

1
2 , 𝑓 ′′(𝑡) = −1

4
(1 + 𝑡)−

3
2 ,

при 𝑚 = 1. В этой формуле, рассматривая остаточный член 𝑅1(𝑡, 𝜃) как функцию от 𝜃, имеем

𝜕𝑅1(𝑡, 𝜃)

𝜕𝜃
=
𝑡2(1 + 𝜃𝑡)

3
2 + (1− 𝜃)𝑡2 · 32(1 + 𝜃𝑡)

1
2 𝑡

8(1 + 𝜃𝑡)2
=

((3− 𝜃)𝑡+ 2)𝑡2

16(1 + 𝜃𝑡)
5
2

> 0.

Поэтому

min𝑅1(𝑡, 𝜃) = 𝑅1(𝑡, 0) = − 𝑡
2

8
, (1 + 𝑡)

1
2 = 1 +

𝑡

2
+𝑅1(𝑡) ⩾ 1 +

𝑡

2
− 𝑡2

8
.

Следовательно

− 2
√
𝑢L

(︂
1 +

𝑣 ln L

𝑢L

)︂ 1
2

⩽ −2
√
𝑢L

(︂
1 +

𝑣 ln L

2𝑢L
− 𝑣2 ln2 L

8𝑢2L 2

)︂
=

= ln𝑥−2
√
𝑢 + ln L

− 𝑣√
𝑢 +

𝑣2 ln2 L

4𝑢
3
2 L

⩽ ln𝑥−2
√
𝑢 + ln L

− 𝑣√
𝑢 + 1.

Подставляя найденную оценку в правую часть (17), находим

B1 ≪𝑦L 12− 𝑏1
4
+ 7𝑣

4 𝑥
7𝑢
4
+ 1

2 · 𝑥−2
√
𝑢L

− 𝑣√
𝑢 = 𝑦𝑥

7
4
𝑢−2

√
𝑢+ 1

2 L
12− 𝑏1

4
+
(︁

7
4
− 1√

𝑢

)︁
𝑣
. (18)
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Пользуясь соотношениями в формуле (16), показатели 𝑥 и L в правой части последнего нера-
венства выражаем через параметры 𝜇 и 𝑐, обозначив их соответственно через æ(𝜇) и 𝜔(𝜇, 𝑐),
имеем

æ(𝜇) =
7

2
𝜇2 − 2

√
2𝜇+

1

2
=

1

2

(︁
7𝜇2 − 4

√
2𝜇+ 1

)︁
,

𝜔(𝜇, 𝑐) = 12− 𝑏1
4

+

(︂
7

4
− 1√

2𝜇

)︂
(𝑏1 − 2𝑐) =

= 12 +

(︂
3

2
− 1√

2𝜇

)︂
𝑏1 −

(︃
7

2
−
√

2

𝜇

)︃
𝑐.

Величина æ = æ(𝜇) является квадратичным многочленом относительно 𝜇, имеющим два по-
ложительных корня. Большим корнем является 𝜇2:

𝜇2 =
2
√

2 + 1

7
=

1

2
√

2− 1
, 𝜇22 =

1

9− 4
√

2
. (19)

Поэтому наибольшее значение параметра 𝜇, при котором æ = æ(𝜇) — показатель 𝑥 в оценке
(18) равен нулю, является корень 𝜇2. При этом 𝜔(𝜇, 𝑐) — показатель L при 𝜇 = 𝜇2 определя-
ется следующим образом

𝜔(𝜇2, 𝑐) = 12 +

(︃
3

2
− 2
√

2− 1√
2

)︃
𝑏1 −

(︂
7

2
−
√

2(2
√

2− 1)

)︂
𝑐 =

= 12 +

√
2− 1

2
𝑏1 −

2
√

2− 1

2
𝑐.

и при 𝑐 = 𝑐2, где

𝑐2 =
2
(︁
𝐴+ 12 +

√
2−1
2 𝑏1

)︁
2
√

2− 1
=

2𝐴+ 24 +
(︀√

2− 1
)︀
𝑏1

2
√

2− 1
,

имеет место равенство 𝜔(𝜇𝑘, 𝑐2) = −𝐴, то есть оценка (18) превращается в оценку (14). Таким
образом, из представлений параметра 𝑦 в виде (13) и параметра 𝜇2𝑘 в виде (19) следует, что
оценка (14) имеет место при

𝑦 ⩾ 𝑥
1− 1

9−4
√
2 L 𝑐2 .

2.3.6. Оценка B2

Сумму B2 представим в виде

B2 =
L 2√︀
𝑞𝜆𝑥2

max
0,75⩽𝑢⩽1−𝛿(𝑞,𝑇0)

𝑥𝑢 (𝑞𝜆𝑥𝑦)
2
𝑢
(1−𝑢)+𝜀 =

𝑦
1
2 L 2

𝑥
1
2

(𝑞𝜆𝑥𝑦)−
1
2 max
0,75⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑓2(𝑢),

𝑓2(𝑢) = 𝑥𝑢 (𝑞𝜆𝑥𝑦)
2
𝑢
(1−𝑢)+𝜀 , 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0),

где функция 𝑓2(𝑢) и её производная второго порядка 𝑓 ′′(𝑢) положительны:

𝑓 ′2(𝑢) =𝑓2(𝑢)

(︂
ln𝑥− 2

𝑢2
ln (𝑞𝜆𝑥𝑦)

)︂
,

𝑓 ′′2 (𝑢) =𝑓2(𝑢)

(︃(︂
ln𝑥− 2

𝑢2
ln (𝑞𝜆𝑥𝑦)

)︂2

+
4

𝑢2
ln (𝑞𝜆𝑥𝑦)

)︃
⩾

⩾
4𝑓2(𝑢)

𝑢2
ln (𝑞𝜆𝑥𝑦) ⩾

4𝑓2(𝑢)

𝑢2
ln

(︂
𝑞𝑥

8𝜋𝑦

)︂
> 0.
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Следовательно график функции 𝑓2(𝑢) является выпуклым вниз, поэтому

B2 ⩽
𝑦

1
2 L 2

𝑥
1
2

(𝑞𝜆𝑥𝑦)−
1
2 (𝑓2(0, 75) + 𝑓2(1− 𝛿)) =

=
𝑦

1
2

𝑥
1
2

(︁
𝑥

3
4 (𝑞𝜆𝑥𝑦)

1
6
+𝜀 + 𝑥1−𝛿 (𝑞𝜆𝑥𝑦)−

1
2
+ 2𝛿

1−𝛿
+𝜀
)︁

L 2 =

= 𝑦
(︁
𝑥

1
4 𝑦−

1
2 (𝑞𝜆𝑥𝑦)

1+6𝜀
6 + 𝑦−

1
2𝑥

1
2
−𝛿 (𝑞𝜆𝑥𝑦)−

1
2
+ 2𝛿

1−𝛿
+𝜀
)︁

L 2.

Пользуясь условием рассматриваемого случая для параметра 𝜆, то есть соотношением

1

8𝜋𝑦2
< 𝜆 ⩽

1

𝑞𝜏
=
𝑥L 𝑏1

𝑞𝑦3
,

найдем

B2 ≪ 𝑦

⎛⎝𝑥 1
4 𝑦−

1
2

(︂
𝑥2L 𝑏1

𝑦2

)︂1+6𝜀
6

+ 𝑦−
1
2𝑥

1
2
−𝛿
(︂
𝑥

𝑦

)︂−1
2+

2𝛿
1−𝛿+𝜀

⎞⎠L 2 =

= 𝑦

⎛⎝𝑥2+ 3
2(1+6𝜀)L 𝑏1

𝑦
2+ 3

1+6𝜀

⎞⎠
1+6𝜀
6

L 2 + 𝑦

⎛⎜⎝𝑥
𝛿+𝛿2+(1−𝛿)𝜀
2𝛿+(1−𝛿)𝜀

𝑦

⎞⎟⎠
2𝛿
1−𝛿+𝜀

L 2 =

= 𝑦

⎛⎝𝑥1− 3
10+24𝜀L

𝑏1+6𝜀
5+12𝜀

𝑦

⎞⎠5+12𝜀
6

L 2 +

⎛⎜⎝𝑥
𝛿+𝛿2+(1−𝛿)𝜀
2𝛿+(1−𝛿)𝜀

𝑦

⎞⎟⎠
2𝛿
1−𝛿+𝜀

L 2 =

= 𝑦

⎛⎝𝑥1− 1
9−4

√
2L 𝑐2

𝑦

⎞⎠
5+12𝜀

6

𝑥𝑔(𝜀)L ℎ(𝜀) + 𝑦

⎛⎝𝑥1− 1
9−4

√
2L 𝑐2

𝑦

⎞⎠
2𝛿
1−𝛿+𝜀

𝑥𝑓(𝜀)L 𝑣(𝜀),

(20)

где функции 𝑔(𝜀), ℎ(𝜀), 𝑓(𝜀) и 𝑣(𝜀) определяются следующими соотношениями:

𝑔(𝜀) =

(︂
1

9− 4
√

2
− 3

10 + 24𝜀

)︂
5 + 12𝜀

6
;

ℎ(𝜀) =

(︂
𝑏1 + 6𝜀

5 + 12𝜀
− 𝑐2

)︂
5 + 12𝜀

6
+ 2𝑏;

𝑓(𝜀) =

(︂
𝛿 + 𝛿2 + (1− 𝛿)𝜀

2𝛿 + (1− 𝛿)𝜀
−
(︂

1− 1

9− 4
√

2

)︂)︂(︂
2𝛿

1− 𝛿
+ 𝜀

)︂
;

𝑣(𝜀) = −𝑐2
(︂

2𝛿

1− 𝛿
+ 𝜀

)︂
+ 2.

Теперь последовательно воспользовавшись неравенствами 40
√

2 < 57 и 𝑐2 > 0, а также опре-
делением параметра 𝜀 из (11), каждую из функции 𝑔(𝜀), ℎ(𝜀), 𝑓(𝜀) и 𝑣(𝜀) оценим сверху. Имеем

𝑔(𝜀) = −57− 40
√

2

588
+

(︃
3− 57− 40

√
2

245

)︃
𝜀 <

< −57− 40
√

2

588
+ 3𝜀 = − 1

84(57 + 40
√

2)
+ 3𝜀 < − 1

84 · 114
+ 3𝜀 =

= − 1

9576
+ 3𝜀 = − 1

10000
+ 3

(︂
𝜀− 53

3591 · 104

)︂
⩽ − 1

10000
.
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ℎ(𝜀) =

(︂
𝑏1 + 6𝜀

5 + 12𝜀
− 𝑐2

)︂
5 + 12𝜀

6
+ 2𝑏 =

𝑏1
6

+ 2 + 𝜀−
(︂

5

6
+ 𝜀

)︂
𝑐2 <

𝑏1
6

+ 2 + 𝜀,

𝑓(𝜀) = 𝛿 + 𝛿2 + (1− 𝛿)𝜀− 40− 4
√

2

49

(︂
2𝛿 + 2𝛿2 +

2𝛿3

1− 𝛿
+ 𝜀

)︂
<

< 𝛿 + 𝛿2 + (1− 𝛿)𝜀− 34

49

(︂
2𝛿 + 2𝛿2 +

2𝛿3

1− 𝛿
+ 𝜀

)︂
=

= −2

7
𝛿 +

15

49
𝜀− 5

49
𝛿 = −2

7
𝛿 +

15

49

(︂
𝜀− 𝛿

3

)︂
⩽ −2

7
𝛿;

𝑣(𝜀) = −𝑐2
(︂

2𝛿

1− 𝛿
+ 𝜀

)︂
+ 2 < 2.

В правой части формулы (20) воспользовавшись условием

𝑦 ⩾ 𝑥
1− 1

9−4
√
2 L 𝑐2 ,

а затем подставляя полученные оценки сверху для функций 𝑔(𝜀), ℎ(𝜀), 𝑓(𝜀) и 𝑣(𝜀), последова-
тельно получим

B2 ≪ 𝑦𝑥𝑔(𝜀)L ℎ(𝜀) + 𝑦𝑥𝑓(𝜀)L 𝑣(𝜀) ≪ 𝑦𝑥−
1

10000 L
𝑏1
6
+2+𝜀 + 𝑦𝑥−

2
7
𝛿L 2 ≪

≪ 𝑦L −𝐴 + 𝑦L 2 exp

(︂
−2

7
𝛿L

)︂
. (21)

Воспользовавшись условием (10), получим

𝑇0 =
(︀
𝑥𝑦−1 + 𝜆𝑥2

)︀
𝑞

1
2 L 𝐴+3 ⩽

(︂
𝑥
√
𝑞

𝑦
+

𝑥2
√
𝑞𝜏

)︂
L 𝐴+3 ⩽

⩽

(︂
𝑥
√
𝑞

𝑦
+
𝑥3L 𝑏1

𝑦3
√
𝑞

)︂
L 𝐴+3 ⩽

(︂
𝑥L 𝑏

𝑦
+
𝑥3L 𝑏1

𝑦3

)︂
L 𝐴+3 ⩽

⩽
(︁
𝑥

1
9−4

√
2 L 𝑏−𝑐2 + 𝑥

3
9−4

√
2 L 𝑏1−3𝑐2

)︁
L 𝐴+3 =

=
(︁
𝑥

9+4
√

2
49 L 𝑏−𝑐2 + 𝑥

27−12
√
2

49 L 𝑏1−3𝑐2
)︁

L 𝐴+3 <

<
(︁
𝑥

15
49 L 𝑏−𝑐2 + 𝑥

45
49 L 𝑏1−3𝑐2

)︁
L 𝐴+3 < 0, 01𝑥.

При помощи этой оценки оценим параметр 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0) снизу. Имеем

𝛿(𝑞, 𝑇0) ⩾
𝑐1

max
(︁
𝑏 ln L , (L ln L )

3
4

)︁ ⩾ 𝑐1L
−0,76.

Поэтому

B2 ≪ 𝑦L −𝐴 + 𝑦L 2 exp

(︂
−2

7
𝛿L

)︂
≪ 𝑦L −𝐴.

2.4. Нетривиальная оценка 𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) в случае 𝜆 ⩽ (8𝜋𝑦2)
−1

Из найденных оценок для B1 и B2 с учетом формулы (12), имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L −𝐴.
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Подставляя последнюю оценку в правую часть формулы (2), найдем

𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞)

𝑞∑︁
𝑛=1

(𝑎,𝑞)=1

𝑒

(︂
𝑎𝑛2

𝑞

)︂∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑒(𝜆𝑢2)𝑑𝑢+𝑂

(︁ 𝑦

L 𝐴

)︁
,

Переходя к оценкам и воспользовавшись тривиальной оценкой суммы по 𝑛, то есть числом
слагаемых, находим

𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦)≪
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑒(𝜆𝑢2)𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
+

𝑦

L 𝐴
.

Оценивая тригонометрический интеграл по величине первой производной, и воспользовав-
шись условиях 𝜆 >

(︀
8𝜋𝑦2

)︀−1
, а затем соотношением (10), то есть неравенством

𝑦 ⩽ 𝑥L −𝐴−0,5𝑏−10, имеем

𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦)≪ 1

min
𝑥−𝑦⩽𝑢⩽𝑥

2𝜆𝑥
+

𝑦

L 𝐴
≪ 𝑦

(︂
𝑦

𝑥
+

1

L 𝐴

)︂
≪ 𝑦

L 𝐴
.
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