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Аннотация

Решение начально-краевых задач для уравнения теплопроводности представляется в
виде разложения в ряд полиномов Эрмита. Для задачи Коши и ретроспективной задачи
Коши найдены коэффициенты разложения решения в ряды по полиномам Эрмита. Ис-
следована связь преобразования Лапласа и рядов по полиномам Эрмита. Найдена новая
формула обращения интегрального преобразования Лапласа по значениям изображения
на действительной полуоси. Функция оригинал строится как сумма квазистепенного ряда.
Получена формула для изображения Лапласа в виде суммы квазистепенного ряда. Решена
задача восстановления температурного поля неограниченного стержня по его моментам.
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Abstract

The initial boundary value problems solution for the heat equation is represented as
a decomposition into a series of Hermite polynomials. For the Cauchy problem and the
Cauchy retrospective problem, the coefficients of the solution expansion into series by Hermite
polynomials are found. The relationship between the Laplace transform and the Hermite
polynomial series is investigated. A new formula for inverting the integral Laplace transform
with respect to the values of the image on the real half- axis is found. The original function is
constructed as the sum of a quasi-series. A formula is obtained for the Laplace representation
as the sum of a quasi-minor series.The problem of reconstructing the temperature field of an
unlimited rod based on its moments has been solved.
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1. Введение

Метод интегральных преобразований Фурье [14] основной в теории дифференциальных
уравнений параболического типа. Вместе с тем в работах авторов [6,10,13] для уравнения теп-
лопроводности был предложен подход основанный на разложении решения в ряд полиномов
Эрмита [11]. Решение 𝑢 (𝜏, 𝑥) задачи Коши [1] для неограниченного стержня с начальным
распределением температурного поля 𝑓 (𝑥) в работе авторов [16] было представлено в форме
разложения в ряд полиномов Эрмита
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𝛽 > 0- произвольное, 𝐻𝑗

(︁
𝜉

2
√
𝛽

)︁
-полином Эрмита [11].

Обратная задача уравнения теплопроводности для бесконечного стержня состоит в том,
чтобы найти неизвестное начальное распределение 𝑓 (𝑥) теплового поля по известному тем-
пературному полю 𝑢 (𝜏, 𝑥) [7]. Эта обратная задача уравнения теплопроводности приводит к
решению интегрального уравнения Фредгольма первого типа [7]:∫︁ ∞

−∞

1
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𝜋𝜏
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Авторы в работе [6] показали, что решение уравнения (2) можно получить разложением в ряд
полиномов Эрмита. Справедлива формула
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Задача настоящего исследования состоит получить формулы, аналогичные (1), (4) для
начально-краевых задач. Приведем необходимые сведения из теории полиномов Эрмита [11].
Производящаяя функция для полиномов Эрмита [11] имеет вид
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Из нее следует явная формула
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Замечание 6. Предельный случай при 𝛽 → 0 в формуле (1) ранее не изучался. Восполь-
зуемся разложением ядра Пуассона в ряд полиномов Эрмита
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На основании формулы (2)получим представление решения задачи Коши для уравнения теп-
лопроводности [8]
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моменты порядка 𝑗 функции 𝑓(𝑥).

В теории вероятностей интеграл Пуассона (2) называется рандомизированной плотностью
распределения [9] для плотности распределения 𝑓(𝑥). Таким образом, формула (7) восстанав-
ливает рандомизированную плотность распределения по моментам Гамбургера [4] плотности
распределения 𝑓(𝑥). С физической точки зрения формула (6) восстанавливает распределение
температурного поля по известным моментам начального распределения температурного поля
[12,15].
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2. Интегральное преобразование Лапласа и разложение по поли-
номам Эрмита

2.1. Разложение оригинала в преобразовании Лапласа в ряд полиномам Эр-
мита

Запишем формулу Меллина для обращения преобразования Лапласа [2]
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𝜎1-показатель роста оригинала 𝑓(𝑡). Получим новую формулу обращения преобразования Ла-
пласа ассоциированную с полиномами Эрмита. Для этого перепишем формулу (8) в виде
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Формула для оригинала принимает вид

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋𝑖
lim
𝜔→∞

𝜎1+𝑖𝜔∫︁
𝜎1−𝑖𝜔

𝑒−𝛽
√
𝑠𝑒𝑠𝑡

∞∑︁
𝑛=0

(
√
𝑠)𝑛

𝑛!
𝑓𝑛 𝑑𝑠,

Осталось выполнить обратное преобразование Лапласа изображения 𝑒−𝛽
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Для вычисления производной в правой части воспользуемся формулой (10). В результате
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Таким образом, для оригинала Лапласа 𝑓(𝑡) получили разложение в ряд полиномов Эрмита
[3]
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Теорема 1. Изображение Лапласа Φ(𝑠) функции 𝑓(𝑡) можно предсавить в виде суммы
ряда квазистепенного ряда
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коэффициенты которого определяются по формулам (12).

Доказательство. Из определения изображения Лапласа следует формула
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Применим формулу (7). В результате получим
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Допуская возможность почленного интегрирования функционального ряда, доказательство
закончим.

2.2. Новая формула обращения преобразования Лапласа

Пусть Φ(𝑠) изображение, 𝑓(𝑡) оригинал [2]. Функцию оригинал можно восстановить по
известному изображению Φ(𝜆), 𝜆 ∈ 𝑅 на действительной оси или на некотором промежутке.
Известные решения проблемы востановления оригинала [5] основаны на теории ортогональ-
ных полиномов Лаггера [3]. Мы предлагаем применять разложения с полиномами Эрмита.
Будем считать далее, что изображение Лапласа допускает разложение ряд по полиномам Эр-
мита (9). Таким образом, изображение Лапласа можно представить в виде
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√
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√︀
𝜉)𝑛Φ(𝜉)𝑑𝜉.

Заметим, что каждое из слагаемых ряда (13) можно аналитически продолжить до функции
аналитической в правой полуплоскости 𝑅𝑒𝑠 > 0. Предположим далее, что ряд (13) равномерно
сходится на каждом из отрезков [𝜎1 − 𝑖𝜔, 𝜎1 + 𝑖𝜔] можно также продолжить аналитическим
образом в полуплоскость 𝑅𝑒𝑠 > 0. Тогда обе части формулы (13) допускают аналитическое
продолжение в правую полуплоскость 𝑅𝑒𝑠 > 0. Таким образом,
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Перейдем в формуле (14) к оригиналам. Применим формулу из таблицы преобразований Ла-
пласа [2]
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𝑠 [𝑒−𝛽

2/(4𝑠)/
√
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√
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Из формулы (6) следует тождество
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Из последнего соотношения на основании формулы (15) следует равенство
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Таким образом, на основании представления изображения Лапласа в виде (14) мы получим
оригинал 𝑓(𝑡) :

𝑓(𝑡) =
sin𝛽

√
𝑡

𝜋

∞∑︁
𝑛=0

𝜙2𝑛

(2𝑛)!
𝑡𝑛 +

√
𝑡 cos𝛽

√
𝑡

𝜋

∞∑︁
𝑛=0

𝜙2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
𝑡𝑛, (16)

где

𝜙𝑛 =

∫︁ ∞

0
𝐻𝑛

(︂
𝛽

2
√
𝜉

)︂
(
√︀
𝜉)𝑛Φ(𝜉)𝑑𝜉.

Формула (16) восстанавливает функцию оригинал по значениям его изображения на действи-
тельной полуоси.

Замечание 7. Класс функций изображений Φ(𝜆) , для которого справедлива формула
обращения (16) будет описан в последующих статьях.

3. Новая формула для решения смешанной краевой задачи на
действительной полуоси для уравнения теплопроводности

3.1. Смешанная краевая задача

Задача определения температурного поля в полуограниченном стержне приводит к урав-
нению [15]

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 0 < 𝑥 <∞, 0 < 𝑡 < 𝑇 (17)

при нулевом начальном условии

𝑢(𝑥, 0) = 0, 0 < 𝑥 <∞ (18)

и краевом условии
𝑢(0, 𝑡) = 𝑓(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝑇. (19)

В изображениях Лапласа задача принимает вид

𝑠𝑈 =
𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
, 0 < 𝑥 <∞, 𝑈(𝑠, 𝑥) = Φ(𝑠).

Для изображения Лапласа рещения получим выражение

𝑈(𝑠, 𝑥) = 𝑒−
√
𝑠𝑥Φ(𝑠).
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Из теоремы 1 следует, что

𝑈(𝑠, 𝑥) = 𝑒−(𝑥+𝛽)
√
𝑠

∞∑︁
𝑛=0

(
√
𝑠)𝑛

𝑛!
𝑓𝑛,

где

𝑓𝑛 =

∫︁ ∞

0
𝐻𝑛

(︂
𝛽

2
√
𝑡

)︂
(
√
𝑡)𝑛𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Таким образом, для оригинала Лапласа 𝑢(𝑥, 𝑡) получим разложение в ряд полиномов Эрмита

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

1√
𝜋𝑡
𝑒−

(𝑥+𝛽)2

4𝑡
1

(2
√
𝑡)𝑛+1

𝐻𝑛+1

(︂
𝑥+ 𝛽

2
√
𝑡

)︂
𝑓𝑛
𝑛!

(20)

где

𝑓𝑛 =

∫︁ ∞

0
𝐻𝑛

(︂
𝛽

2
√
𝑡

)︂
(
√
𝑡)𝑛𝑓(𝑡)𝑑𝑡 (21)

3.2. Обратная смешанная краевая задача

Обратная смешанная краевая задача состоит в определении закона распределения темпе-
ратурного поля 𝑢(0, 𝑡) на границе 𝑥 = 0 по известному температурному полю 𝑢(𝑙, 𝑡) во внут-
ренней точке 𝑥 = 𝑙. Как известно [7], эта задача не корректна. Тем не менее решение обратной
задачи существует и единственно, хотя при этом не выполняется свойство устойчивости. Най-
ти формулу для решения обратной краевой задачи будет нашей целью. Как показано в п. 3.1
справедлива формула

𝑈(𝑠, 𝑙) = 𝑒−
√
𝑠𝑙Φ(𝑠).

Тогда получим
Φ(𝑠) = 𝑒

√
𝑠𝑙𝑈(𝑠, 𝑙).

Из теоремы 1 следует равенство

Φ(𝑠) = 𝑒−(𝛽−𝑙)
√
𝑠

∞∑︁
𝑛=0

(
√
𝑠)𝑛

𝑛!
𝑢𝑛, 𝑙 < 𝛽,

где

𝑢𝑛 =

∫︁ ∞

0
𝐻𝑛

(︂
𝛽

2
√
𝑡

)︂
(
√
𝑡)𝑛𝑢(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡

Возвращаясь к оригиналам Лапласа получаем для 𝑓(𝑡) разложение в ряд полиномов Эрмита

𝑓(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=0

1√
𝜋𝑡
𝑒−

(𝛽−𝑙)2

4𝑡
1

(2
√
𝑡)𝑛+1

𝐻𝑛+1

(︂
𝛽 − 𝑙
2
√
𝑡

)︂
𝑢𝑛
𝑛!

(22)

где

𝑢𝑛 =

∫︁ ∞

0
𝐻𝑛

(︂
𝛽

2
√
𝑡

)︂
(
√
𝑡)𝑛𝑢(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 (23)

4. Задача Коши для уравнения теплопроводности на действи-
тельной полуоси

4.1. Задача Коши

Рассмотрим задачу определения температурного поля полуограниченного стержня и

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 0 < 𝑥 <∞, 0 < 𝑡 < 𝑇 (24)
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по начальному распределению поля

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 0 < 𝑥 <∞ (25)

и однородному краевому условию

𝑢(0, 𝑡) = 0, 0 < 𝑡 < 𝑇. (26)

Продолжим нечетным образом решение смешанной краевой задачи (24)-(26). Тогда продол-
жения имеют вид

𝑢̃(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡)𝐻(𝑥)− 𝑢(−𝑥, 𝑡)𝐻(−𝑥), 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝐻(𝑥)− 𝑓(−𝑥)𝐻(−𝑥),

где 𝐻(𝑥)- функция Хевисайда [2]. Обратно,

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑢̃(𝑥, 𝑡)− 𝑢̃(−𝑥, 𝑡)

2
, 𝑓(𝑥) =

𝑓(𝑥)− 𝑓(−𝑥)

2
.

Из формул (1)-(2) следует

𝑢̃(𝑡, 𝑥) =
𝑒
− 𝑥2

4(𝑡+𝛽)

2
√︀
𝜋(𝑡+ 𝛽)

∞∑︁
𝑗=0

1

(2
√
𝑡+ 𝛽)𝑗

𝐻𝑗

(︂
𝑥

2
√
𝑡+ 𝛽

)︂
𝛽

𝑗
2

𝑗!
𝑓𝑗 , (27)

где

𝑓𝑗 =

∫︁ ∞

−∞
𝐻𝑗

(︂
𝜉

2
√
𝛽

)︂
𝑓 (𝜉) 𝑑𝜉, (28)

Многочлен 𝐻𝑛(𝑥) чётен при чётном 𝑛 и нечётен при нечётном 𝑛, поэтому из формул (27)-(28)
следует формула для решения задачи (24)-(26)

𝑢(𝑡, 𝑥) =
𝑒
− 𝑥2

4(𝑡+𝛽)

2
√︀
𝜋(𝑡+ 𝛽)

∑︁
𝑗=1,3,5,...

1

(2
√
𝑡+ 𝛽)𝑗

𝐻𝑗

(︂
𝑥

2
√
𝑡+ 𝛽

)︂
𝛽

𝑗
2

𝑗!
𝑓𝑗 , (29)

где

𝑓𝑗 =

∫︁ ∞

0
𝐻𝑗

(︂
𝜉

2
√
𝛽

)︂
𝑓 (𝜉) 𝑑𝜉, 𝑗 = 1, 3, 5, ... (30)

Замечание 8. Для краевых условий Неймана справедливы формулы аналогичные (29)-
(30) с тем отличием, что суммирование берется по четным номерам.

4.2. Ретроспективная задача Коши на действительной полуоси

Ретроспективная задача на действительной полуоси с однородным краевым условием Ко-
ши состоит в определении начального закона распределения температурного поля 𝑢(𝑥, 0) по
известному температурному полю 𝑢(𝑥, 𝜏) в момент 𝑡 = 𝜏 . Ретроспективная задача не кор-
ректна [7]. Тем не менее ее решение существует и единственно, хотя при этом не выполняется
свойство устойчивости. Приведем формулу для решения обратной задачи Коши

𝑓(𝑥) =
𝑒
−𝑥2

4𝛽

2
√
𝜋𝛽

∑︁
𝑗=1,3,5,...

1

(2
√
𝛽)𝑗

𝐻𝑗

(︂
𝑥

2
√
𝛽

)︂
(𝜏 + 𝛽)

𝑗
2

𝑗!
𝑢𝑗 , (31)

где

𝑢𝑗 =

∫︁ ∞

−∞
𝐻𝑗

(︂
𝜉

2
√
𝜏 + 𝛽

)︂
𝑢 (𝜏, 𝜉) 𝑑𝜉, 𝑗 = 1, 3, 5, ....
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5. Обсуждение

В статье представлен метод разложения в ряд полиномов Эрмита как альтернатива методу
интегральных преобразований Фурье. Преимущества предлагаемого метода хорошо просле-
живаются на примере задачи Коши. Чтобы решить задачу Коши надо разложить функцию,
определяющую начальное распределение температурного поля, в ряд полиномов Эрмита, а
затем выполнить замену 𝛽 → 𝛽 + 𝑡. Решение ретроспективной задачи Коши или решение об-
ратной смешанной краевой задачи проводится по той же схеме: разложить данные задачи в
ряд полиномов Эрмита, а затем выполнить замену 𝛽 → 𝛽−𝜏 . Представленные в работе форму-
лы перспективны в плане создания эффективных вычислительных алгоритмов. Исследование
предполагается распространить на дифференциальные уравнения вида

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑝

(︂
𝑖
𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑢

где 𝑝(𝑧)− многочлен, для которого выполнено условие 𝑅𝑒𝑝(𝜆) ≥ 0.
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