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Аннотация

Данная статья посвящена установлению порядка гладкости 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) — наи-
большего выпуклого продолжения на [0, 1]𝑛 любой булевой функции 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛). В ре-
зультате исследования для каждой булевой функции 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) установлен порядок
дифференцируемости 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) — соответствующего ей наибольшего выпуклого
продолжения на [0, 1]𝑛, а именно, во-первых, с обеих сторон оценено наибольшее выпуклое
продолжение 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) так, что из чего следует непрерывность 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)
на [0, 1]𝑛 для любого натурального 𝑛, а во-вторых, доказано, что если число существен-
ных переменных булевой функции 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) меньше двух, то на [0, 1]𝑛 наибольшее
выпуклое продолжение 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) бесконечно дифференцируемо, а если не мень-
ше двух, то на [0, 1]𝑛 наибольшее выпуклое продолжение 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) не является
дифференцируемым, т. е. является лишь непрерывным.
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Abstract

This paper is devoted to establishing the order of smoothness of 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) —
the largest convex continuation to [0, 1]𝑛 of any Boolean function 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛). As a
result of the study, for each Boolean function 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), the order of differentiability
of 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) — the corresponding greatest convex continuation to [0, 1]𝑛 — was
established, namely, firstly, the greatest convex continuation 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) was estimated
from both sides so that, which implies the continuity of 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) on [0, 1]𝑛 for any
natural 𝑛, and secondly, it was proved that if the number of essential variables of the Boolean
function 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) is less than two, then on [0, 1]𝑛 the greatest convex continuation
𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) is infinite differentiable, and if there are at least two, then on [0, 1]𝑛 the
largest convex continuation 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) is not differentiable, i.e. it is only continuous.
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1. Введение

Системы булевых уравнений широко используются в математике, компьютерных и при-
кладных науках. Решение системы булевых уравнений проникает во многие области совре-
менной науки, такие как логическое проектирование, биология, грамматика, химия, право,
медицина, спектроскопия и теория графов [1, 2]. Многие важные задачи исследования опера-
ций можно свести к задаче решения системы булевых уравнений. Ярким примером является
задача коалиционной игры 𝑛 агентов с отношением доминирования между различными стра-
тегиями [3]. Решения булевых уравнений также служат важным инструментом при обработке
псевдобулевых уравнений, неравенств и связанных с ними задач целочисленного линейного
программирования [3]. В последние годы еще одной важной и перспективной областью, в
которой применяется решение системы булевых уравнений, является алгебраический крипто-
анализ, особенно применяется при анализе и атаках на блочные шифры, поскольку их можно
свести к задаче решения крупномасштабной системы булевых уравнений [5, 6, 7, 8, 9, 4, 2].
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Одно из первых успешных применений решения системы булевых уравнений в области крип-
тографии было продемонстрировано в [6]. В связи с этим, с одной стороны, совершенствуются
существующие методы и алгоритмы, с другой стороны, разрабатывается и адаптируется мно-
жество новых направлений исследования и алгоритмов решения систем булевых уравнений
[5, 7, 8, 9, 10]. Одним из таких направлений исследования является преобразование (трансфор-
мация) системы булевых уравнений в систему уравнений над полем действительных чисел,
поскольку в этой области известно множество методов и алгоритмов решения систем. Суть
этого направления состоит в том, что система булевых уравнений преобразуется в систему
уравнений над полем действительных чисел и решение ищется на множестве действительных
чисел [11, 12, 13]. В свою очередь, преобразованная система может быть сведена либо к задаче
численной оптимизации, что позволяет применять, анализировать и комбинировать такие ме-
тоды, как алгоритм наискорейшего спуска, метод Ньютона и алгоритм координатного спуска и
аналогичные методы вычислительной математики [14, 15, 16], либо к задаче MILP или QUBO,
решаемой классическими алгоритмами дискретной оптимизации или квантовыми алгоритма-
ми [17, 18], либо к системе полиномиальных уравнений, решаемой на множестве целых чисел
[19], либо к эквивалентной системе полиномиальных уравнений, решаемой и анализируемой
символьными методами [20, 21, 22, 4].

Имеется множество способов преобразования системы булевых уравнений к задаче непре-
рывной оптимизации, поскольку принципиальное отличие таких методов от “переборных” ал-
горитмов локального поиска состоит в том, что на каждой итерации алгоритма сдвиг по гра-
диенту (антиградиенту) производится по всем переменным одновременно [23, 14, 15]. Но одна
из основных проблем, возникающих при применении этих методов, заключается в том, что
оптимизируемая целевая функция в искомой области может иметь множество локальных экс-
тремумов, что существенно усложняет их практическое использование [26, 25, 24]. В [25, 24]
аргументировано, что при решении системы булевых уравнений методом численной оптими-
зации полилинейное продолжение булевой функции также играет важную роль, в том числе
в уменьшении числа локальных экстремумов соответствующей целевой функции. По этой те-
матике в [24] найдены явные формы полилинейных продолжений произвольных дискретных
функций, заданных на множестве вершин 𝑛-мерного единичного куба, произвольного куба и
параллелепипеда, и в каждом конкретном случае доказана единственность соответствующего
полилинейного продолжения. В этом направлении недавно в [27, 28, 4, 29, 30, 31] получены
некоторые важные результаты, а именно, построены выпуклые (вогнутые) продолжения бу-
левых функций на множество [0, 1]𝑛 и изучены их свойства. Также на основе построенных
выпуклых (вогнутых) продолжений булевых функций на [0, 1]𝑛, в частности, конструктивно
доказано, что задача решения системы булевых уравнений может быть сведена к задаче мини-
мизации (максимизации) целевой функции, любой локальный минимум (максимум) которой в
искомой области является глобальным минимумом (максимумом). Поэтому, несомненно, акту-
альным является построение вещественных продолжений булевых функций, представляющих
интерес при преобразовании систем булевых уравнений к задаче непрерывной оптимизации,
и изучение свойств таких вещественных продолжений булевых функций [4, 29].

Данная работа посвящается исследованию порядка гладкости наибольшего выпуклого про-
должения на [0, 1]𝑛 произвольной булевой функции 𝑓𝐵 : {0, 1}𝑛 → {0, 1}, недавно представлен-
ного в [28], а также является продолжением работ [13, 16, 26, 20, 25, 24, 27, 28, 4, 31]. В резуль-
тате исследования установлен порядок дифференцируемости наибольшего выпуклого продол-
жения на [0, 1]𝑛 произвольной булевой функции 𝑓𝐵 : {0, 1}𝑛 → {0, 1}, а именно, во-первых,
оценивая наибольшее выпуклое продолжение на [0, 1]𝑛 произвольной булевой функции 𝑓𝐵(𝑥)
с обеих сторон, аргументировано, что оно непрерывно на [0, 1]𝑛, а во-вторых, доказано, что
если число существенных переменных булевой функции 𝑓𝐵(𝑥) меньше двух, то соответству-
ющее наибольшее выпуклое продолжение является бесконечно дифференцируемым, а если
оно не меньше двух, то соответствующее наибольшее выпуклое продолжение является лишь
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непрерывным.

2. Используемые определения и обозначения

Пусть B𝑛 = {(𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) : 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛 ∈ {0, 1}} — множество всевозможных двоичных
слов (булевых векторов) длины 𝑛, K𝑛 = {(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ [0, 1]} — 𝑛-мерный
куб, натянутый на булевы векторы длины 𝑛.

Пусть 𝑖𝑛𝑡(K𝑛) = {(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ (0, 1)} — множество внутренних точек
куба K𝑛.

Определение 1. Отображение вида 𝑓𝐵 : B𝑛 → B называется булевой функцией.

Определение 2. Переменная 𝑥𝑘, где 𝑘 ∈ {1, 2, ..., 𝑛}, булевой функции 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)
называется существенной (булева функция 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) существенно зависит от 𝑥𝑘),
если имеет место

𝑓𝐵(𝑥1, ..., 𝑥𝑘−1, 0, 𝑥𝑘+1, ..., 𝑥𝑛) ̸≡ 𝑓𝐵(𝑥1, ..., 𝑥𝑘−1, 1, 𝑥𝑘+1, ..., 𝑥𝑛).

Пусть Λ(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =

{︂(︀
𝜆(0,0,...,0), 𝜆(0,0,...,1), ..., 𝜆(1,1,...,1)

)︀
∈ K2𝑛 :

∑︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

𝜆(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛) · (𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛, 1) = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛, 1)

}︂

— множество весовых коэффициентов, используемых для представления точки (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
в виде выпуклой комбинации вершин куба K𝑛.

Определение 3. Отображение вида 𝑓 : K𝑛 → R называется выпуклой функцией на K𝑛,
если для любых 𝑥, 𝑦 ∈ K𝑛 и любого 𝛼 ∈ [0, 1] выполняется

𝑓(𝛼 · 𝑥+ (1− 𝛼) · 𝑦) ≤ 𝛼 · 𝑓(𝑥) + (1− 𝛼) · 𝑓(𝑦).

Определение 4. Отображение вида 𝑓𝐶 : K𝑛 → R назовём выпуклым продолжением на
K𝑛 булевой функции 𝑓𝐵 : B𝑛 → B, если выполняются следующие два условия:

𝑎) отображение 𝑓𝐶 на K𝑛 является выпуклой функцией,

𝑏) имеет место равенство 𝑓𝐶(𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) = 𝑓𝐵(𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) ∀(𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛) ∈ B𝑛.

Определение 5. Отображение вида 𝑓𝑁𝑅 : K𝑛 → R назовём максимумом среди всех
выпуклых продолжений на K𝑛 булевой функции 𝑓𝐵 : B𝑛 → B, если выполняются следующие
два условия:

𝑎) отображение 𝑓𝑁𝑅 является выпуклым продолжением булевой функции 𝑓𝐵 на K𝑛,

𝑏) для любого 𝑓𝐶 – выпуклого продолжения на K𝑛 булевой функции 𝑓𝐵 и любой
(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ∈ K𝑛 справедливо 𝑓𝐶(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ≤ 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛).

Замечание 1. Не теряя общности будем считать, что все переменные 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛
каждой булевой функции 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), рассматриваемой далее в работе, являются су-
щественными.
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3. Установление порядка дифференцируемости максимального
выпуклого продолжения на [0, 1]𝑛 произвольной булевой функ-
ции 𝑓𝐵 : {0, 1}𝑛 → {0, 1}
В этом разделе сосредоточимся на изучении порядка дифференцируемости функции

𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), которая является максимумом среди всех выпуклых продолжений на K𝑛

произвольной булевой функции 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), а именно, во-первых, аргументируем непре-
рывность функции 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) на K𝑛 для любого натурального 𝑛, а во-вторых, дока-
жем, что если 𝑛 ≥ 2, то функция 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) на K𝑛 не дифференцируема, а если 𝑛 < 2,
то функция 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) на K𝑛 бесконечно дифференцируема.

Недавно в работе [28] доказано, что для произвольной булевой функции 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
соответствующая вещественная функция

𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = min
𝜆∈Λ(𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛)

[︂ ∑︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

𝜆(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛) · 𝑓𝐵(𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛)

]︂
(1)

является единственным максимумом среди всех её выпуклых продолжений на K𝑛.
Начнём с обоснования непрерывности функции 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) на K𝑛.

Теорема 1. Функция 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), определённая формулой (1) на K𝑛 непрерывна.

Доказательство. Доказательство проведём индукцией по 𝑛.
𝑖) Согласно следствиям 2 и 3, приведённым в [28] имеем, что, во-первых, для любой булевой

функции 𝑓𝐵(𝑥), зависящей от одной переменной вещественная функция вида

𝑓𝑁𝑅(𝑥) = (1− 𝑥) · 𝑓𝐵(0) + 𝑥 · 𝑓𝐵(1) (2)

является единственным максимумом среди всех её выпуклых продолжений на K, во-вторых,
для любой булевой функции 𝑓𝐵(𝑥, 𝑦), зависящей от двух переменных вещественная функция
вида

𝑓𝑁𝑅(𝑥, 𝑦) = (1− 𝑥− 𝑦) · 𝑓𝐵(0, 0) + 𝑥 · 𝑓𝐵(1, 0) + 𝑦 · 𝑓𝐵(0, 1)+

+
𝑓𝐵(0, 0)− 𝑓𝐵(0, 1)− 𝑓𝐵(1, 0) + 𝑓𝐵(1, 1)

4
· (2𝑥+ 2𝑦 − 1− |𝑥− 𝑦|+ |𝑥+ 𝑦 − 1|)+

+
|𝑓𝐵(0, 0)− 𝑓𝐵(0, 1)− 𝑓𝐵(1, 0) + 𝑓𝐵(1, 1)|

4
· (|𝑥− 𝑦|+ |𝑥+ 𝑦 − 1| − 1) (3)

является единственным максимумом среди всех её выпуклых продолжений на K2. Следова-
тельно, непрерывность функций 𝑓𝑁𝑅(𝑥) и 𝑓𝑁𝑅(𝑥, 𝑦), ввиду (2) и (3), очевидна.

𝑖𝑖) На основе базы 𝑖) предположим, что при 𝑛 = 𝑘 для произвольной булевой функции
𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘) соответствующее наибольшее выпуклое продолжение 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘) непре-
рывно на K𝑘.

𝑖𝑖𝑖) Основываясь на 𝑖) и 𝑖𝑖) докажем, что функция 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘+1), являющаяся мак-
симумом среди всех выпуклых продолжений на K𝑘+1 булевой функции 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘+1),
непрерывна на K𝑘+1. Пусть (𝑥*1, 𝑥

*
2, ..., 𝑥

*
𝑘+1) – произвольная точка куба K𝑘+1. Для этого пока-

жем, что имеет место равенство

lim
(Δ𝑥1,Δ𝑥2,...,Δ𝑥𝑘+1)→(0,0,...,0)

𝑓𝑁𝑅(𝑥*1 + Δ𝑥1, 𝑥
*
2 + Δ𝑥2, ..., 𝑥

*
𝑘+1 + Δ𝑥𝑘+1) = 𝑓𝑁𝑅(𝑥*1, 𝑥

*
2, ..., 𝑥

*
𝑘+1). (4)

С этой целью относительно (𝑥*1, 𝑥
*
2, ..., 𝑥

*
𝑘+1) рассмотрим два случая.

Случай 1. Пусть (𝑥*1, 𝑥
*
2, ..., 𝑥

*
𝑘+1) ∈ 𝑖𝑛𝑡(K𝑘+1). Ввиду близости точек, т. е. (𝑥*1 + Δ𝑥1, 𝑥

*
2 +

+ Δ𝑥2, ..., 𝑥
*
𝑘+1 + Δ𝑥𝑘+1) → (𝑥*1, 𝑥

*
2, ..., 𝑥

*
𝑘+1) и включения (𝑥*1, 𝑥

*
2, ..., 𝑥

*
𝑘+1) ∈ 𝑖𝑛𝑡(K𝑘+1) полу-

чим, что (𝑥*1 + Δ𝑥1, 𝑥
*
2 + Δ𝑥2, ..., 𝑥

*
𝑘+1 + Δ𝑥𝑘+1) ∈ 𝑖𝑛𝑡(K𝑘+1). Из включений 𝑥* ∈ 𝑖𝑛𝑡(K𝑘+1) и
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(𝑥* + Δ𝑥) ∈ 𝑖𝑛𝑡(K𝑘+1), где 𝑥* = (𝑥*1, 𝑥
*
2, ..., 𝑥

*
𝑘+1) и Δ𝑥 = (Δ𝑥1,Δ𝑥2, ...,Δ𝑥𝑘+1), следует, что

существует 𝛿 > 0 такое, что имеют место включения 𝑥𝐿 ∈ 𝑖𝑛𝑡(K𝑘+1) и 𝑥𝑈 ∈ 𝑖𝑛𝑡(K𝑘+1), где

𝑥𝐿 = 𝑥* − 𝛿

||Δ𝑥||
·Δ𝑥 и 𝑥𝑈 = 𝑥* + Δ𝑥+

𝛿

||Δ𝑥||
·Δ𝑥, (5)

а также
||Δ𝑥|| =

√︀
(Δ𝑥1)2 + (Δ𝑥2)2 + ...+ (Δ𝑥𝑘+1)2.

Из (5) получим

𝑥* =
||Δ𝑥||

𝛿 + ||Δ𝑥||
· 𝑥𝐿 +

𝛿

𝛿 + ||Δ𝑥||
· (𝑥* + Δ𝑥) и 𝑥* + Δ𝑥 =

||Δ𝑥||
𝛿 + ||Δ𝑥||

· 𝑥𝑈 +
𝛿

𝛿 + ||Δ𝑥||
· 𝑥*. (6)

Ввиду (6), выпуклости функции 𝑓𝑁𝑅(𝑥) на K𝑘+1 и неравенства Йенсена [32] имеем

𝑓𝑁𝑅(𝑥*) ≤ ||Δ𝑥||
𝛿 + ||Δ𝑥||

· 𝑓𝑁𝑅(𝑥𝐿) +
𝛿

𝛿 + ||Δ𝑥||
· 𝑓𝑁𝑅(𝑥* + Δ𝑥),

𝑓𝑁𝑅(𝑥* + Δ𝑥) ≤ ||Δ𝑥||
𝛿 + ||Δ𝑥||

· 𝑓𝑁𝑅(𝑥𝑈 ) +
𝛿

𝛿 + ||Δ𝑥||
· 𝑓𝑁𝑅(𝑥*). (7)

Из (7) получим

||Δ𝑥||
𝛿 + ||Δ𝑥||

·
(︀
𝑓𝑁𝑅(𝑥𝑈 )− 𝑓𝑁𝑅(𝑥*)

)︀
≥ 𝑓𝑁𝑅(𝑥*+Δ𝑥)−𝑓𝑁𝑅(𝑥*) ≥ ||Δ𝑥||

𝛿
·(𝑓𝑁𝑅(𝑥*)− 𝑓𝑁𝑅(𝑥𝐿)) . (8)

Из (1) следует, что ∀𝑛 ∈ N и ∀𝑥 ∈ K𝑛 имеет место цепочка

0 = min
(𝜆(0,0,...,0),...,𝜆(1,1,...,1))∈Λ(𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛)

[︂ ∑︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

𝜆(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛) · 0
]︂
≤ 𝑓𝑁𝑅(𝑥) ≤

≤ min
(𝜆(0,0,...,0),...,𝜆(1,1,...,1))∈Λ(𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛)

[︂ ∑︁
(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛)∈B𝑛

𝜆(𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛) · 1
]︂

= 1. (9)

Из (8) и (9) следует, что справедлива цепочка неравенств

||Δ𝑥||
𝛿 + ||Δ𝑥||

· (1− 𝑓𝑁𝑅(𝑥*)) ≥ 𝑓𝑁𝑅(𝑥* + Δ𝑥)− 𝑓𝑁𝑅(𝑥*) ≥ ||Δ𝑥||
𝛿
· (𝑓𝑁𝑅(𝑥*)− 1). (10)

Теперь легко заметить, что справедливость (4) следует из цепочки (10).
Случай 2. Пусть (𝑥*1, 𝑥

*
2, ..., 𝑥

*
𝑘+1) ∈ 𝜕(K𝑘+1) = K𝑘+1 ∖ 𝑖𝑛𝑡(K𝑘+1). Тогда существует

𝑖 ∈ {1, 2, ..., 𝑘 + 1} такое, что справедливо включение 𝑥*𝑖 ∈ {0, 1}. Согласно 𝑖𝑖), функции,
полученные путем сужения, вида

𝑓0(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑘+1) =

= 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 0, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑘+1) = min
(𝜆(0,0,...,0),...,𝜆(1,1,...,1))∈Λ(𝑥1,...,𝑥𝑖−1,𝑥𝑖+1,...,𝑥𝑘+1)

[︂
∑︁

(𝑏1,...,𝑏𝑖−1,𝑏𝑖+1,...,𝑏𝑘+1)∈B𝑘

𝜆(𝑏1,...,𝑏𝑖−1,𝑏𝑖+1,...,𝑏𝑘+1) · 𝑓𝐵(𝑏1, ..., 𝑏𝑖−1, 0, 𝑏𝑖+1, ..., 𝑏𝑘+1)

]︂
(11)

и
𝑓1(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑘+1) =
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= 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑘+1) = min
(𝜆(0,0,...,0),...,𝜆(1,1,...,1))∈Λ(𝑥1,...,𝑥𝑖−1,𝑥𝑖+1,...,𝑥𝑘+1)

[︂
∑︁

(𝑏1,...,𝑏𝑖−1,𝑏𝑖+1,...,𝑏𝑘+1)∈B𝑘

𝜆(𝑏1,...,𝑏𝑖−1,𝑏𝑖+1,...,𝑏𝑘+1) · 𝑓𝐵(𝑏1, ..., 𝑏𝑖−1, 1, 𝑏𝑖+1, ..., 𝑏𝑘+1)

]︂
, (12)

непрерывны на K𝑘. Аргументируем, что вещественная непрерывная функция вида

𝑔(𝑥1, ..., 𝑥𝑘+1) =

= max(𝑥𝑖, 𝑓0(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑘+1)) + max(1− 𝑥𝑖, 𝑓1(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑘+1))− 1 (13)

является выпуклым продолжением на K𝑘+1 булевой функции 𝑓𝐵(𝑥1, ..., 𝑥𝑘+1). Для этого до-
статочно показать справедливость следующих двух свойств:

𝑎) Имеет место равенство

𝑔(𝑏1, ..., 𝑏𝑘+1) = 𝑓𝐵(𝑏1, ..., 𝑏𝑘+1) ∀(𝑏1, ..., 𝑏𝑘+1) ∈ B𝑘+1.

𝑏) Функция 𝑔(𝑥1, ..., 𝑥𝑘+1) на K𝑘+1 является выпуклой.
Обоснуем эти свойства:

𝑎) Действительно, ∀(𝑏1, ..., 𝑏𝑘+1) ∈ B𝑘+1 имеем

𝑔(𝑏1, ..., 𝑏𝑘+1) = max(𝑏𝑖, 𝑓0(𝑏1, ..., 𝑏𝑖−1, 𝑏𝑖+1, ..., 𝑏𝑘+1))+max(1−𝑏𝑖, 𝑓1(𝑏1, ..., 𝑏𝑖−1, 𝑏𝑖+1, ..., 𝑏𝑘+1))−1 =

= (𝑏𝑖 ∨ 𝑓0(𝑏1, ..., 𝑏𝑖−1, 𝑏𝑖+1, ..., 𝑏𝑘+1)) +
(︀
𝑏𝑖 ∨ 𝑓1(𝑏1, ..., 𝑏𝑖−1, 𝑏𝑖+1, ..., 𝑏𝑘+1)

)︀
− 1 =

= (𝑏𝑖 ∨ 𝑓0(𝑏1, ..., 𝑏𝑖−1, 𝑏𝑖+1, ..., 𝑏𝑘+1)) ∧
(︀
𝑏𝑖 ∨ 𝑓1(𝑏1, ..., 𝑏𝑖−1, 𝑏𝑖+1, ..., 𝑏𝑘+1)

)︀
=

= 𝑓𝑏𝑖(𝑏1, ..., 𝑏𝑖−1, 𝑏𝑖+1, ..., 𝑏𝑘+1) = 𝑓𝑁𝑅(𝑏1, ..., 𝑏𝑖−1, 𝑏𝑖, 𝑏𝑖+1, ..., 𝑏𝑘+1) = 𝑓𝐵(𝑏1, ..., 𝑏𝑘+1).

𝑏) Функции 𝑓0(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑘+1) и 𝑓1(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑘+1), ввиду (11) и (12), на
K𝑘 являются выпуклыми и, следовательно, для любых 𝑥, 𝑦 ∈ K𝑘+1 и любого 𝛼 ∈ [0, 1] имеем

𝑔(𝛼 · 𝑥+ (1− 𝛼) · 𝑦) = max
(︁
𝛼𝑥𝑖 + (1− 𝛼)𝑦𝑖, 𝑓0(𝛼𝑥1 + (1− 𝛼)𝑦1, ..., 𝛼𝑥𝑖−1 + (1− 𝛼)𝑦𝑖−1, 𝛼𝑥𝑖+1+

+(1−𝛼)𝑦𝑖+1, ..., 𝛼𝑥𝑘+1 + (1−𝛼)𝑦𝑘+1)
)︁

+ max
(︁

1− (𝛼𝑥𝑖+ (1−𝛼)𝑦𝑖), 𝑓1(𝛼𝑥1 + (1−𝛼)𝑦1, ..., 𝛼𝑥𝑖−1+

+(1−𝛼)𝑦𝑖−1, 𝛼𝑥𝑖+1 + (1−𝛼)𝑦𝑖+1, ..., 𝛼𝑥𝑘+1 + (1−𝛼)𝑦𝑘+1)
)︁
− 1 ≤ max

(︁
𝛼𝑥𝑖 + (1−𝛼)𝑦𝑖, 𝛼 · 𝑓0(𝑥1,

..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑘+1) + (1− 𝛼) · 𝑓0(𝑦1, ..., 𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖+1, ..., 𝑦𝑘+1)
)︁

+ max
(︁
𝛼(1− 𝑥𝑖) + (1− 𝛼)(1− 𝑦𝑖),

𝛼 · 𝑓1(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑘+1) + (1− 𝛼) · 𝑓1(𝑦1, ..., 𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖+1, ..., 𝑦𝑘+1)
)︁
− 1 ≤

≤ 𝛼 ·max(𝑥𝑖, 𝑓0(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑘+1)) + (1− 𝛼) ·max(𝑦𝑖, 𝑓0(𝑦1, ..., 𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖+1, ..., 𝑦𝑘+1))+

+𝛼·max(1−𝑥𝑖, 𝑓1(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑘+1))+(1−𝛼)·max(1−𝑦𝑖, 𝑓1(𝑦1, ..., 𝑦𝑖−1, 𝑦𝑖+1, ..., 𝑦𝑘+1))−1 =

= 𝛼 · 𝑔(𝑥) + (1− 𝛼) · 𝑔(𝑦).

Далее, с одной стороны, ввиду определения максимума, для (𝑥* + Δ𝑥) ∈ K𝑘+1 имеем

𝑓𝑁𝑅(𝑥* + Δ𝑥)− 𝑓𝑁𝑅(𝑥*) ≥ 𝑔(𝑥* + Δ𝑥)− 𝑓𝑁𝑅(𝑥*), (14)

а с другой стороны, ввиду выпуклости функции 𝑓𝑁𝑅(𝑥), для (𝑥* + Δ𝑥) ∈ K𝑘+1 имеем

𝑓𝑁𝑅(𝑥* + Δ𝑥)− 𝑓𝑁𝑅(𝑥*) =
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𝑓𝑁𝑅

(︁
(1− (1− 2𝑥*𝑖 )Δ𝑥𝑖) · (𝑥*1 + Δ𝑥1, ..., 𝑥

*
𝑖−1 + Δ𝑥𝑖−1, 𝑥

*
𝑖 , 𝑥

*
𝑖+1 + Δ𝑥𝑖+1, ..., 𝑥

*
𝑘+1)+

+(1− 2𝑥*𝑖 )Δ𝑥𝑖 · (𝑥*1 + Δ𝑥1, ..., 𝑥
*
𝑖−1 + Δ𝑥𝑖−1, 1− 𝑥*𝑖 , 𝑥*𝑖+1 + Δ𝑥𝑖+1, ..., 𝑥

*
𝑘+1)

)︁
− 𝑓𝑁𝑅(𝑥*) ≤

≤ (1− (1− 2𝑥*𝑖 )Δ𝑥𝑖) · 𝑓𝑁𝑅(𝑥*1 + Δ𝑥1, ..., 𝑥
*
𝑖−1 + Δ𝑥𝑖−1, 𝑥

*
𝑖 , 𝑥

*
𝑖+1 + Δ𝑥𝑖+1, ..., 𝑥

*
𝑘+1)+

+(1− 2𝑥*𝑖 )Δ𝑥𝑖 · 𝑓𝑁𝑅(𝑥*1 + Δ𝑥1, ..., 𝑥
*
𝑖−1 + Δ𝑥𝑖−1, 1− 𝑥*𝑖 , 𝑥*𝑖+1 + Δ𝑥𝑖+1, ..., 𝑥

*
𝑘+1)− 𝑓𝑁𝑅(𝑥*). (15)

Итак, ввиду (13) и непрерывности функций 𝑓0(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, ..., 𝑥𝑘+1) и 𝑓1(𝑥1, ..., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1,
..., 𝑥𝑘+1), переходя к пределу в оценках (14) и (15) при (Δ𝑥1,Δ𝑥2, ...,Δ𝑥𝑘+1) → (0, 0, ..., 0),
получим (4). Теорема 1 полностью доказана. 2

Далее сформулируем теорему, утверждающую, что если 𝑛 ≥ 2, то функция 𝑓𝑁𝑅(𝑥), яв-
ляющаяся максимумом среди всех выпуклых продолжений на K𝑛 булевой функции 𝑓𝐵(𝑥), не
дифференцируема на K𝑛.

Теорема 2. Если 𝑛, что является числом существенных переменных произвольной бу-
левой функции 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), не менее двух, то вещественная функция 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛),
являющаяся максимумом среди всех выпуклых продолжений на K𝑛 булевой функции
𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), не является дифференцируемой на K𝑛.

Доказательство. Докажем от противного: пусть вещественная функция 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛),
которая является максимумом среди всех выпуклых продолжений на K𝑛 булевой функции
𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), является дифференцируемой в каждой точке (𝑥*1, 𝑥

*
2, ..., 𝑥

*
𝑛) куба K𝑛 при

𝑛 ≥ 2. Тогда имеем, что ∀(𝑏3, ..., 𝑏𝑛) ∈ B𝑛−2 суженная вещественная функция 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, 𝑏3,
..., 𝑏𝑛) является дифференцируемой в каждой точке (𝑥*1, 𝑥

*
2) квадрата K2. Нетрудно прове-

рить, что в силу того, что булева функция 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) существенно зависит от всех сво-
их переменных, у нее имеется выделимая пара переменных, которые без ограничения общ-
ности можно считать равными 𝑥1 и 𝑥2, т.е. существует (𝑏*3, ..., 𝑏

*
𝑛) ∈ B𝑛−2 такой, что пере-

менные 𝑥1 и 𝑥2 для суженной булевой функции 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, 𝑏
*
3, ..., 𝑏

*
𝑛) являются существенны-

ми. Отсюда получим, что вещественная функция вида 𝑔𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, 𝑏
*
3, ..., 𝑏

*
𝑛),

которая является максимумом среди всех выпуклых продолжений на K2 булевой функции
𝑔𝐵(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, 𝑏

*
3, ..., 𝑏

*
𝑛), является дифференцируемой в каждой точке (𝑥*1, 𝑥

*
2) квад-

рата K2. Хорошо известно, что переменные 𝑥1 и 𝑥2 являются существенными для булевой
функции 𝑔𝐵(𝑥1, 𝑥2) тогда и только тогда, когда справедливо включение

(𝑔𝐵(0, 0), 𝑔𝐵(0, 1), 𝑔𝐵(1, 0), 𝑔𝐵(1, 1)) ∈
{︀

(0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0),

(0, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1), (1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 0)
}︀
. (16)

Теперь, с одной стороны, ввиду включения (16), получаем, что

𝑔𝐵(0, 0)− 𝑔𝐵(0, 1)− 𝑔𝐵(1, 0) + 𝑔𝐵(1, 1) ̸= 0, (17)

а с другой стороны, ввиду (3), имеем, что

𝑔𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2) = (1− 𝑥1 − 𝑥2) · 𝑔𝐵(0, 0) + 𝑥1 · 𝑔𝐵(1, 0) + 𝑥2 · 𝑔𝐵(0, 1)+

+
𝑔𝐵(0, 0)− 𝑔𝐵(0, 1)− 𝑔𝐵(1, 0) + 𝑔𝐵(1, 1)

4
· (2𝑥1 + 2𝑥2 − 1− |𝑥1 − 𝑥2|+ |𝑥1 + 𝑥2 − 1|)+

+
|𝑔𝐵(0, 0)− 𝑔𝐵(0, 1)− 𝑔𝐵(1, 0) + 𝑔𝐵(1, 1)|

4
· (|𝑥1 − 𝑥2|+ |𝑥1 + 𝑥2 − 1| − 1). (18)

В силу (17) из (18) следует, что функция 𝑔𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2) не является дифференцируемой на K2,
т. е. не является дифференцируемой в каждой точке (𝑥*1, 𝑥

*
2) квадрата K2. Возникшее проти-

воречие завершает доказательство теоремы 2. 2
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4. Заключение

Итак, ввиду формулы (2) и теорем 1, 2 имеем, что если 𝑛 ≥ 2, то функция 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2,
. . . , 𝑥𝑛), являющаяся максимумом среди всех выпуклых продолжений на K𝑛 произвольной
булевой функции 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), непрерывна на K𝑛, но не дифференцируема на K𝑛, а если
𝑛 < 2, то функция 𝑓𝑁𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), являющаяся максимумом среди всех выпуклых про-
должений на K𝑛 произвольной булевой функции 𝑓𝐵(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), линейна и, следовательно,
бесконечно дифференцируема на K𝑛.
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