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Аннотация

При достаточно легко обозримых ограничениях на нелинейности, без предположения,
что они удовлетворяют условию Липшица, методом монотонных (по Браудеру – Минти)
операторов доказаны глобальные теоремы о существовании, единственности и оценках ре-
шения для трех различных классов неоднородных нелинейных интегральных уравнений,
в которые операторы дробного (по Риману – Лиувиллю) интегрирования с переменным
внешним коэффициентом входят линейно или нелинейно, либо эти операторы содержат
нелинейность под знаком интеграла (уравнения типа Гаммерштейна). В последнем слу-
чае существование и единственность решения установлены без условия коэрцитивности
на нелинейность. Во всех случаях важную роль играют найденные в работе условия при
которых операторы дробного интегрирования с переменным внешним коэффициентом дей-
ствуют непрерывно из вещественных пространства Лебега 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) в сопряженные с ними
пространства и являются строго положительными. Доказанные теоремы в рамках про-
странства 𝐿2(𝑎, 𝑏) охватывают соответствующие линейные уравнения с интегралами дроб-
ного порядка. Из полученных оценок, в частности, непосредственно вытекает, что при
условиях доказанных теорем соответствующие однородные линейные и нелинейные инте-
гральные уравнения имеют лишь тривиальное (нулевое) решение.

Приведены следствия, иллюстрирующие основные результаты.
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Abstract

Under reasonably easy-to-observe restrictions on the nonlinearities, without assuming that
they satisfy the Lipschitz condition, global theorems on the existence, uniqueness, and estimates
of the solution for three different classes of inhomogeneous nonlinear integral equations are
proved by the method of monotone (in the sense of Browder – Minty) operators. In these
equations, the operators of fractional (in the sense of Riemann – Liouville) integration with
a variable external coefficient enter linearly or nonlinearly, or these operators contain a
nonlinearity under the sign of the integral (Hammerstein-type equation). In the latter case,
the existence and uniqueness of the solution are established without the coercivity condition
on the nonlinearity. In all cases, the conditions found in the work under which the fractional
integration operators with a variable external coefficient act continuously from the real Lebesgue
space 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) to the spaces conjugate to them and are strictly positive play an important
role. The proved theorems within the framework of the space 𝐿2(𝑎, 𝑏) cover the corresponding
linear equations with integrals of fractional order. From the obtained estimates, in particular,
it directly follows that under the conditions of the proved theorems, the corresponding
homogeneous linear and nonlinear integral equations have only a trivial (zero) solution.
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1. Введение

Многие задачи современной математики, физики, биологии и других областей естество-
знания приводят к линейным и нелинейным интегральным уравнениям Вольтерра дробного
порядка. Такие уравнения возникают, в частности, в моделях динамики в пористых средах
и популяционной генетики, при описании процессов теплообмена и распространения ударных
волн в газонаполненных трубах, в задачах гидроаэродинамики и аномальной диффузии и
других (подробнее см. (см. монографии [1–3], а также статьи [4–7]). В данной работе в ве-
щественных пространствах Лебега 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), 1 < 𝑝 <∞, рассматриваются нелинейные уравне-
ния, содержащие операторы левостороннего 𝑊𝛼

𝑎+ и правостороннего 𝑊𝛼
𝑏− дробного (в смысле

Римана-Лиувилля) интегрирования порядка 𝛼 > 0 с переменным внешним коэффициентом
𝑤(𝑥) на отрезке [𝑎, 𝑏]:

(︀
𝑊𝛼
𝑎+𝑢

)︀
(𝑥) =

𝑤(𝑥)

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼
,
(︀
𝑊𝛼
𝑏−𝑢
)︀
(𝑥) =

𝑤(𝑥)

Γ(𝛼)

𝑏∫︁
𝑥

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡− 𝑥)1−𝛼
, 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) ,
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где 0 < 𝛼 < 1 и Γ(𝛼) есть гамма-функция Эйлера. Найдены условия на функцию (коэффи-
циент) 𝑤(𝑥), параметры 𝛼 и 𝑝 при которых операторы 𝑊𝛼

𝑎+ и 𝑊𝛼
𝑏− действуют непрерывно из

пространства 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), 1 < 𝑝 < ∞, в сопряженное с ним пространство 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏), 𝑝′ = 𝑝/(𝑝 − 1),
и являются строго положительными.

При этих условиях методом монотонных (по Браудеру-Минти) операторов доказаны гло-
бальные теоремы о существовании, единственности и оценках решения для трех различных
классов неоднородных нелинейных интегральных уравнений, в которые операторы𝑊𝛼

𝑎+ и𝑊𝛼
𝑏−

входят линейно или нелинейно, либо эти операторы содержат нелинейность под знаком инте-
грала (уравнения типа Гаммерштейна). В последнем случае существование и единственность
решения установлена без условия коэрцитивности на нелинейность. Из полученных оценок,
в частности, непосредственно вытекает, что при условиях доказанных теорем соответству-
ющие однородные нелинейные интегральные уравнения имеют лишь тривиальное (нулевое)
решение. Доказанные теоремы в рамках пространства 𝐿2(𝑎, 𝑏) охватывают соответствующие
линейные уравнения с интегралами дробного порядка.

Следует отметить, что операторы дробного интегрирования с переменными внешним и
внутренним коэффициентами вида:

(︀
𝐺𝛼𝑎+𝑢

)︀
(𝑥) =

𝑔(𝑥)

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑔(𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼
,
(︀
𝐺𝛼𝑏−𝑢

)︀
(𝑥) =

𝑔(𝑥)

Γ(𝛼)

𝑏∫︁
𝑥

𝑔(𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡− 𝑥)1−𝛼
, 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) ,

изучались во многих работах (см., например, статьи [8], [9] и приведенные в них библиогра-
фические ссылки), в которых получены критерии их ограниченности и компактности как опе-
раторов действующих из одних пространств Лебега 𝐿𝑝(0,∞) в другие пространства 𝐿𝑞(0,∞).
В работах [11], [12] были найдены условия при которых операторы вида 𝐺𝛼𝑎+ и 𝐺𝛼𝑏− являют-
ся положительными в пространствах Лебега 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) и 𝐿𝑝(0,∞). Вопрос о положительности
операторов 𝑊𝛼

𝑎+ и 𝑊𝛼
𝑏−, когда имеется только внешний переменный коэффициент 𝑤(𝑥), ока-

зался более трудным для исследования. С этим вопросом тесно связана задача найти условия
на функцию 𝑤(𝑥) и параметры 𝛼, 𝑝 при которых операторы вида 𝑊𝛼

𝑎+ и 𝑊𝛼
𝑏− действуют

непрерывно из пространств Лебега в сопряженные с ними пространства. Следует отметить,
что в случае пространства 𝐿2(𝑎, 𝑏) вопрос о положительности различных классов операторов
дробного интегродифференцирования детально изучен в монографии А.М. Нахушева [12], в
которой, в частности, обобщаются некоторые результаты Ф. Трикоми [13], С. Геллерстедта и
других авторов.

2. Строгая положительность операторов дробного интегрирова-
ния

Приведем сначала необходимые для изложения основных результатов определения, обо-
значения и вспомогательные факты (см., например, [14], [15]).

Пусть 𝑋 есть вещественное рефлексивное банахово пространство с нормой ‖ · ‖ и 𝑋* -
сопряженное с ним пространство. Обозначим через ⟨𝑓, 𝑢⟩ значение линейного непрерывного
функционала 𝑓 ∈ 𝑋* на элементе 𝑢 ∈ 𝑋. В частности, если 𝑋 есть гильбертово пространство,
то ⟨𝑓, 𝑢⟩ совпадает со скалярным произведением (𝑓, 𝑢).

Пусть 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 - произвольные элементы. Оператор 𝐴 : 𝑋 → 𝑋* (т.е. действующий из 𝑋 в
𝑋*) называется:

монотонным, если ⟨𝐴𝑢−𝐴𝑣, 𝑢− 𝑣⟩ ≥ 0;
строго монотонным, если ⟨𝐴𝑢−𝐴𝑣, 𝑢− 𝑣⟩ > 0 при 𝑢 ̸= 𝑣;
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коэрцитивным, если ⟨𝐴𝑢, 𝑢⟩ ≥ 𝛾(‖𝑢‖) · ‖𝑢‖, где 𝛾(𝑠) – вещественная функция неотрица-
тельного аргумента такая, что 𝛾(𝑠)→∞ при 𝑠→∞ или если

lim
‖𝑢‖→∞

⟨𝐴𝑢, 𝑢⟩
‖𝑢‖

=∞;

хеминепрерывным, если вещественная функция 𝑠 → ⟨𝐴(𝑢 + 𝑠 · 𝑣), 𝑤⟩ непрерывна на [0, 1]
при любых фиксированных 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑋.

Если 𝐴 - линейный оператор, то определение монотонного и строго монотонного опера-
тора совпадает, соответственно, с определением положительного и строго положительного
оператора [13].

Обозначим через ‖ · ‖𝑝 обычную норму в пространстве Лебега 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Из-
вестно, что операторы левостороннего 𝐼𝛼𝑎+ и правостороннего 𝐼𝛼𝑏− дробного (в смысле Римана-
Лиувилля) интегрирования порядка 𝛼 > 0:

(︀
𝐼𝛼𝑎+𝑢

)︀
(𝑥) =

1

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼
,
(︀
𝐼𝛼𝑏−𝑢

)︀
(𝑥) =

1

Γ(𝛼)

𝑏∫︁
𝑥

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑡− 𝑥)1−𝛼
, 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) ,

действуют ограниченно из 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) в 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) при любом 𝑝 ≥ 1 [15, с. 48] и являются строго
положительными в 𝐿2(𝑎, 𝑏) [12, c. 45], причем

‖𝐼𝛼𝑎+𝑢‖𝑝 ≤
(𝑏− 𝑎)𝛼

𝛼 · Γ(𝛼)
‖𝑢‖𝑝, ‖𝐼𝛼𝑏−𝑢‖𝑝 ≤

(𝑏− 𝑎)𝛼

𝛼 · Γ(𝛼)
‖𝑢‖𝑝, (1)

(︀
𝐼𝛼𝑎+𝑢, 𝑢

)︀
=
(︀
𝐼𝛼𝑏−𝑢, 𝑢

)︀
≥ 0 ∀𝑢 ∈ 𝐿2(𝑎, 𝑏) ,

(︀
𝐼𝛼𝑎+𝑢, 𝑢

)︀
=
(︀
𝐼𝛼𝑏−𝑢, 𝑢

)︀
> 0 ∀𝑢 ̸= 0. (2)

Обозначим через ‖𝐴‖𝑋→𝑌 норму линейного оператора 𝐴, действующего ограничено из
банахова пространства 𝑋 в банахово пространство 𝑌 . В частности, если 𝑋 = 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), а
𝑌 = 𝐿𝑞(𝑎, 𝑏), то будем писать ‖𝐴‖𝑝→𝑞.

Лемма 1. Если 0 < 𝛼 < 1, то операторы 𝐼𝛼𝑎+ и 𝐼𝛼𝑏− действуют непрерывно из 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏)
в сопряженное с ним пространство 𝐿2/(1−𝛼)(𝑎, 𝑏) и являются строго положительными, при-
чем ∀𝑢 ∈ 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏) выполняются неравенства:

‖𝐼𝛼𝑎+𝑢‖2/(1−𝑎) ≤ 𝑛(𝛼) · ‖𝑢‖2/(1+𝛼), ‖𝐼𝛼𝑏−𝑢‖2/(1−𝑎) ≤ 𝑛(𝛼) · ‖𝑢‖2/(1+𝛼), (3)

где

𝑛(𝛼) = ‖𝐼𝛼𝑎+‖2/(1+𝛼)→2/(1−𝛼) = ‖𝐼𝛼𝑏−‖2/(1+𝛼)→2/(1−𝛼) (4)

есть норма этих операторов.

Доказательство. То, что оператор 𝐼𝛼𝑎+ действует ограниченно из 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏) в
𝐿2/(1−𝛼)(𝑎, 𝑏) и является строго положительным подробно доказано в [10, Лемма 1]. Для
оператора 𝐼𝛼𝑏− доказательство вполне аналогично. Осталось доказать равенства (4). Обозна-
чим для удобства 𝐴 = 𝐼𝛼𝑎+, 𝑋 = 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏) и 𝑌 = 𝐿2/(1−𝛼)(𝑎, 𝑏). Из формулы дробно-
го интегрирования по частям (2.20) [15] непосредственно вытекает, что 𝐴* = 𝐼𝛼𝑏−. Так как
𝑋* = 𝐿2/(1−𝛼)(𝑎, 𝑏) и 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 , а 𝐴* : 𝑌 * → 𝑋*, то по известной теореме 6 [16, с. 247], имеем
‖𝐴‖𝑋→𝑌 = ‖𝐴*‖𝑌 *→𝑋* , то есть ‖𝐼𝛼𝑎+‖2/(1+𝛼)→2/(1−𝛼) = ‖𝐼𝛼𝑏−‖2/(1+𝛼)→2/(1−𝛼) – что и требовалось
доказать.

Далее нам понадобится следующая лемма, являющаяся известным вариантом второй тео-
ремы о среднем (см., например, [17, с. 414]). Для удобства её формулировки, следуя [17, с. 387],
обозначим через ℛ[𝑎, 𝑏] множество всех функций, интегрируемых по Риману на отрезке [𝑎, 𝑏].
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Лемма 2 (Формула Бонне). Если 𝑓, 𝑔 ∈ ℛ[𝑎, 𝑏] и 𝑔 – неотрицательная и невозрастаю-
щая на отрезке [𝑎, 𝑏] функция, то найдется точка 𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏] такая, что

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑔(𝑎)

𝜉∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥. (5)

Рассмотрим теперь операторы 𝑊𝛼
𝑎+ и 𝑊𝛼

𝑏− с переменным внешним коэффициентом 𝑤(𝑥).
Будем всюду предполагать, что функция 𝑤(𝑥) удовлетворяет условию:

𝑤(𝑥) непрерывна, неотрицательна и не возрастает на отрезке [𝑎, 𝑏], причем 𝑤(𝑎) > 0. (6)

Лемма 3. Пусть 0 < 𝛼 < 1 и выполнено условие (6). Тогда операторы 𝑊𝛼
𝑎+ и 𝑊𝛼

𝑏− дей-
ствуют непрерывно из 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏) в 𝐿2/(1−𝛼)(𝑎, 𝑏) и являются строго положительными,
причем для любого 𝑢 ∈ 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏) выполняются неравенства:

‖𝑊𝛼
𝑎+𝑢‖2/(1−𝑎) ≤ 𝑤(𝑎) · 𝑛(𝛼) · ‖𝑢‖2/(1+𝛼), ‖𝑊𝛼

𝑏−𝑢‖2/(1−𝑎) ≤ 𝑤(𝑎) · 𝑛(𝛼) · ‖𝑢‖2/(1+𝛼), (7)

⟨𝑊𝛼
𝑎+𝑢, 𝑢⟩ ≥ 0, ⟨𝑊𝛼

𝑏−𝑢, 𝑢⟩ ≥ 0 и ⟨𝑊𝛼
𝑎+𝑢, 𝑢⟩ > 0, ⟨𝑊𝛼

𝑏−𝑢, 𝑢⟩ > 0 при 𝑢 ̸= 0, (8)

где число 𝑛(𝛼) определено в (4).
Доказательство. Рассмотрим оператор 𝑊𝛼

𝑎+. Пусть 𝑢 ∈ 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏). Так как, в силу
условия (6), 𝑤(𝑥) ≤ 𝑤(𝑎) для любого 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], то используя первую оценку из (3), имеем

‖𝑊𝛼
𝑎+𝑢‖2/(1−𝑎) ≤ 𝑤(𝑎) · ‖𝐼𝛼𝑎+𝑢‖2/(1−𝑎) ≤ 𝑤(𝑎) · 𝑛(𝛼) · ‖𝑢‖2/(1+𝛼), (9)

то есть оператор 𝑊𝛼
𝑎+ действует непрерывно из 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏) в 𝐿2/(1−𝛼)(𝑎, 𝑏) и справедливо

первое неравенство из (7).
Докажем положительность оператора𝑊𝛼

𝑎+. Рассмотрим в пространстве 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏) квад-
ратичную форму:

⟨𝑊𝛼
𝑎+𝑢, 𝑢⟩ =

𝑏∫︁
𝑎

⎛⎝𝑤(𝑥)

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼

⎞⎠𝑢(𝑥)𝑑𝑥. (10)

Так как, в силу неравенства Гельдера и оценки (9),⃒⃒
⟨𝑊𝛼

𝑎+𝑢, 𝑢⟩
⃒⃒
≤ 𝑤(𝑎) · 𝑛(𝛼) · ‖𝑢‖22/(1+𝛼),

то выражение ⟨𝑊𝛼
𝑎+𝑢, 𝑢⟩ представляет собой непрерывный функционал в пространстве

𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏).
Пусть 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 [𝑎, 𝑏], т.е. 𝑢(𝑥) есть бесконечно дифференцируемая на отрезке [𝑎, 𝑏] финит-
ная функция, то есть равная нулю в окрестности концов этого отрезка. Тогда очевидно (см.,
например, [15, c. 56]), что функция

𝑓(𝑥) =
𝑢(𝑥)

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼
(11)

интегрируема по Риману на отрезке [𝑎, 𝑏], то есть 𝑓 ∈ ℛ[𝑎, 𝑏]. Так как для функций (11) и
𝑔(𝑥) = 𝑤(𝑥) выполнены все требования леммы 2, то по формуле Бонне (5) существует число
𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏] такое, что

𝑏∫︁
𝑎

⎛⎝𝑢(𝑥)

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼

⎞⎠𝑤(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑤(𝑎)

𝜉∫︁
𝑎

⎛⎝ 1

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼

⎞⎠𝑢(𝑥)𝑑𝑥. (12)
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В работе А.М. Нахушева [18] показано, что правая часть равенства (12) неотрицательна для
любой функции 𝑢 ∈ ℛ[𝑎, 𝑏], причем она строго положительна, если 𝑢 ̸= 0. Но тогда, очевидно,
что эти два утверждения тем более справедливы для любой функции 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 [𝑎, 𝑏]. Поэтому,
в силу равенств (10) и (12), имеем:

⟨𝑊𝛼
𝑎+𝑢, 𝑢⟩ ≥ 0 ∀𝑢 ∈ 𝐶∞

0 [𝑎, 𝑏] и ⟨𝑊𝛼
𝑎+𝑢, 𝑢⟩ > 0 при 𝑢 ̸= 0. (13)

Так как множество 𝐶∞
0 [𝑎, 𝑏] плотно в 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏) и, в силу неравенства (11), выражение

⟨𝑊𝛼
𝑎+𝑢, 𝑢⟩ представляет собой непрерывный функционал в 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏), то по теореме Банаха

оба неравенства из (13) справедливы и для любой функции 𝑢 ∈ 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏). Значит,𝑊
𝛼
𝑎+ есть

строго положительный оператор в пространстве 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏) и для оператора𝑊
𝛼
𝑎+ выполнены

неравенства (8).
В случае оператора 𝑊𝛼

𝑏− доказательство аналогично.
В связи с леммой 3 заметим, что если в условии (6) 𝑤(𝑎) = 0, то 𝑤(𝑥) = 0 для любого

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] и, следовательно, в этом случае операторы 𝑊𝛼
𝑎+ и 𝑊𝛼

𝑏− являются нулевыми (в смыс-
ле определения данного в [16, с. 234]). Требование непрерывности функции 𝑤(𝑥) в условии (6),
как и предположение, что 𝑤(𝑎) > 0, также существенно для справедливости леммы 3 посколь-
ку, например, для функции 𝑤(𝑥) такой, что 𝑤(𝑎) = 1 и 𝑤(𝑥) = 0 при 𝑥 > 𝑎 операторы 𝑊𝛼

𝑎+

и 𝑊𝛼
𝑏− являются нулевыми и, следовательно, не являются строго положительными. Отметим,

что эта функция удовлетворяет всем условиям, накладываемым на функцию 𝑔(𝑥) в лемме 2.
Лемма 4. Если 0 < 𝛼 < 1, 2/(1 + 𝛼) < 𝑝 <∞ и выполнено условие (6), то оператор 𝑊𝛼

𝑎+

действует непрерывно из 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) в сопряженное с ним пространство 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) и является
строго положительным, причем для любого 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) выполняются неравенства:

‖𝑊𝛼
𝑎+𝑢‖𝑝′ ≤ (𝑏− 𝑎)[𝑝(1+𝛼)−2]/𝑝𝑤(𝑎) · 𝑛(𝛼) · ‖𝑢‖𝑝, (14)

⟨𝑊𝛼
𝑎+𝑢, 𝑢⟩ ≥ 0 и ⟨𝑊𝛼

𝑎+𝑢, 𝑢⟩ > 0 при 𝑢 ̸= 0. (15)

Доказательство. Пусть 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏). Применяя неравенство Гельдера с показателями
𝑝(1 + 𝛼)/2 и 𝑝(1 + 𝛼)/[𝑝(1 + 𝛼)− 2], имеем

‖𝑢‖2/(1+𝛼) ≤ (𝑏− 𝑎)[𝑝(1+𝛼)−2]/(2𝑝)‖𝑢‖𝑝, (16)

то есть 𝑢 ∈ 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏). Но тогда, по лемме 3, 𝑊
𝛼
𝑎+𝑢 ∈ 𝐿2/(1−𝛼)(𝑎, 𝑏), причем

‖𝑊𝛼
𝑎+𝑢‖2/(1−𝛼) ≤ 𝑤(𝑎) · 𝑛(𝛼) · ‖𝑢‖2/(1+𝛼). (17)

Обозначим 𝑣 = 𝑊𝛼
𝑎+𝑢. Применяя неравенство Гельдера с показателями 2(𝑝 − 1)/[𝑝(1 − 𝛼)] и

2(𝑝 − 1)/[𝑝(1 + 𝛼) − 2] (заметим, что оба показателя больше единицы так как неравенство
2(𝑝− 1)/[𝑝(1− 𝛼)] > 1 равносильно условию леммы, что 2/(1 + 𝛼) < 𝑝), имеем

‖𝑣‖𝑝′ ≤ (𝑏− 𝑎)[𝑝(1+𝛼)−2]/(2𝑝)‖𝑣‖2/(1−𝛼).

Следовательно,
‖𝑊𝛼

𝑎+𝑢‖𝑝′ ≤ (𝑏− 𝑎)[𝑝(1+𝛼)−2]/(2𝑝)‖𝑊𝛼
𝑎+𝑢‖2/(1−𝛼). (18)

Используя оценки (16), (17), (18), получаем

‖𝑊𝛼
𝑎+𝑢‖𝑝′ ≤ (𝑏− 𝑎)[𝑝(1+𝛼)−2]/(2𝑝)𝑤(𝑎) · 𝑛(𝛼) · ‖𝑢‖2/(1+𝛼) ≤ (𝑏− 𝑎)[𝑝(1+𝛼)−2]/𝑝𝑤(𝑎) · 𝑛(𝛼) · ‖𝑢‖𝑝,

то есть оператор 𝑊𝛼
𝑎+ действует непрерывно из 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) в 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) и справедливо неравенство

(14).
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Докажем строгую положительность оператора 𝑊𝛼
𝑎+. Пусть 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏). Так как, в силу

неравенства (16), 𝑢 ∈ 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏) и, в силу неравенства (17), 𝑊𝛼
𝑎+𝑢 ∈ 𝐿2/(1−𝛼)(𝑎, 𝑏), то по

лемме 3 на основании неравенств (8) для любого 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), имеем

⟨𝑊𝛼
𝑎+𝑢, 𝑢⟩ ≥ 0 и ⟨𝑊𝛼

𝑎+𝑢, 𝑢⟩ > 0 при 𝑢 ̸= 0,

то есть оператор 𝑊𝛼
𝑎+ является строго положительным в пространстве 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), причем спра-

ведливы неравенства (15) – что и требовалось доказать.
Лемма 4 остается справедливой и в случае оператора 𝑊𝛼

𝑏−.
Из лемм 3 и 4 непосредственно вытекает следующая теорема.
Теорема 1. Пусть 0 < 𝛼 < 1, 2/(1 + 𝛼) ≤ 𝑝 < ∞ и выполнено условие (6). Тогда опе-

раторы 𝑊𝛼
𝑎+ и 𝑊𝛼

𝑏− действуют непрерывно из пространства 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) в сопряженное с ним
пространство 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) и строго положительны. При этом для любого 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) выполня-
ются неравенства

‖𝐺𝛼𝑎+𝑢‖𝑝′ ≤ 𝐶1 · ‖𝑢‖𝑝, ‖𝐺𝛼𝑏−𝑢‖𝑝′ ≤ 𝐶1 · ‖𝑢‖𝑝,

где

𝐶1 =

{︂
𝑤(𝑎) · 𝑛(𝛼), если 𝑝 = 2/(1 + 𝛼),

(𝑏− 𝑎)[𝑝(1+𝛼)−2]/𝑝𝑤(𝑎) · 𝑛(𝛼), если 2/(1 + 𝛼) < 𝑝 <∞,

а число 𝑛(𝛼) определено в (4).

При исследовании методом монотонных (по Браудеру-Минти) операторов нелинейных ин-
тегральных уравнений типа Гаммерштейна в пространствах Лебега 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) приходится рас-
сматривать интегральные операторы, действующие из сопряженного пространства 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) в
исходное пространство 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) в котором разыскиваются решения. В этой связи нам далее
понадобится следующая теорема, двойственная теореме 1, которая доказывается на основе
аналогов лемм 1–4 (в связи с аналогом леммы 1 заметим, что ограниченное действие операто-
ров 𝐼𝛼𝑎+ и 𝐼𝛼𝑏− из 𝐿2/(1−𝛼)(𝑎, 𝑏) в 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏) и их строгая положительность очевидны, в силу
неравенств (1), (2) и непрерывных вложений 𝐿2/(1−𝛼)(𝑎, 𝑏) ⊂ 𝐿2(𝑎, 𝑏) ⊂ 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏)).

Теорема 2. Пусть 0 < 𝛼 < 1, 1 < 𝑝 ≤ 2/(1 − 𝛼) и выполнено условие (6). Тогда опе-
раторы 𝑊𝛼

𝑎+ и 𝑊𝛼
𝑏− действуют непрерывно из пространства 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) в сопряженное с ним

пространство 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) и строго положительны. При этом для любого 𝑢 ∈ 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) выполня-
ются неравенства

‖𝑊𝛼
𝑎+𝑢‖𝑝 ≤ 𝐶2 · ‖𝑢‖𝑝′ , ‖𝑊𝛼

𝑏−𝑢‖𝑝 ≤ 𝐶2 · ‖𝑢‖𝑝′ ,

где

𝐶2 =

{︃
𝑤(𝑎) · (𝑏− 𝑎)𝛼+(2−𝑝)/𝑝(︀𝛼 · Γ(𝛼)

)︀−1
, если 1 < 𝑝 ≤ 2,

𝑤(𝑎) · (𝑏− 𝑎)2−𝑝(1−𝛼)]/𝑝 · 𝑛(𝛼), если 2 < 𝑝 ≤ 2/(1− 𝛼),

а число 𝑛(𝛼) определено в (4).

Заметим, что при 𝑤(𝑥) = 1 и 𝑝 = 2/(1 + 𝛼) из теоремы 2 непосредственно вытекает нера-
венство

‖𝐼𝛼𝑎+𝑢‖2/(1+𝛼) ≤
(𝑏− 𝑎)2𝛼

𝛼 · Γ(𝛼)
· ‖𝑢‖2/(1−𝛼). (19)

В отличие от оценки (3), неравенство (19) не является следствием теоремы Харди-Литтлвуда с
предельным показателем [15, c. 64], поскольку при 𝑝 = 2/(1+𝛼) не для всех 𝛼 ∈ (0, 1), а только
для 𝛼 < 1/3, выполняется условие 𝑝 < 1/𝛼 этой теоремы. Тем не менее, неравенство (19) легко
доказать с использованием вложений 𝐿2/(1−𝛼)(𝑎, 𝑏) ⊂ 𝐿2(𝑎, 𝑏) ⊂ 𝐿2/(1+𝛼)(𝑎, 𝑏) и первой оценки
из (1).
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3. Глобальные теоремы существования и единственности

В данном пункте доказываются глобальные теоремы об однозначной разрешимости для
трех различных классов нелинейных уравнений, содержащих оператор дробного интегриро-
вания 𝑊𝛼

𝑎+ с переменным внешним коэффициентом 𝑤(𝑥), без ограничений на область суще-
ствования решения и требования липшицевости нелинейности. Всюду ниже предполагается,
что функция 𝐹 (𝑥, 𝑡), определяющая нелинейность рассматриваемых уравнений, определена
при 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑡 ∈ R и удовлетворяет условиям Каратеодори: она измерима по 𝑥 почти при
каждом фиксированном 𝑡 и почти при всех 𝑥 непрерывна по 𝑡. Обозначим через 𝐹 оператор
суперпозиции (оператор Немыцкого) 𝐹𝑢 = 𝐹 [𝑥, 𝑢(𝑥)], порожденный этой функцией 𝐹 (𝑥, 𝑡), а
через 𝐿+

𝑝 (𝑎, 𝑏) – множество всех неотрицательных функций из 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏).
Теорема 3. Пусть 0 < 𝛼 < 1, 2/(1+𝛼) ≤ 𝑝 <∞ и выполнено условие (6). Если для почти

всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] и всех 𝑡 ∈ R нелинейность 𝐹 (𝑥, 𝑡) удовлетворяет условиям:
1) |𝐹 (𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑐(𝑥) + 𝑑1 |𝑡|𝑝−1, где 𝑐 ∈ 𝐿+

𝑝′(𝑎, 𝑏), 𝑑1 > 0;
2) 𝐹 (𝑥, 𝑡) не убывает по 𝑡 почти при каждом фиксированном 𝑥;
3) 𝐹 (𝑥, 𝑡) · 𝑡 ≥ 𝑑2 |𝑡|𝑝 −𝐷(𝑥), где 𝐷 ∈ 𝐿+

1 (𝑎, 𝑏), 𝑑2 > 0;
то при любом 𝑓 ∈ 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) уравнение

𝐹 [𝑥, 𝑢(𝑥)] +
𝑤(𝑥)

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼
= 𝑓(𝑥) (20)

имеет единственное решение 𝑢* ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏). Кроме того, если условие 3) выполнено при
𝐷(𝑥) = 0, то справедлива оценка:

‖𝑢*‖𝑝 ≤
(︀
𝑑−1
2 ‖𝑓‖𝑝′

)︀1/(𝑝−1)
. (21)

Доказательство. Запишем данное уравнение (20) в операторном виде: 𝐴𝑢 = 𝑓 , где
𝐴𝑢 = 𝐹𝑢+𝑊𝛼

𝑎+𝑢. Из условий 1)–3) вытекает, что оператор суперпозиции 𝐹 : 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏)→ 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏)
непрерывен, монотонен и коэрцитивен. В силу теоремы 1 оператор дробного интегриро-
вания 𝑊𝛼

𝑎+ : 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) → 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) непрерывен и строго положителен. Поэтому оператор
𝐴 : 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) → 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) непрерывен, строго монотонен и коэрцитивен. Значит, по теореме
2.1 (Браудера-Минти) [14], уравнение 𝐴𝑢 = 𝑓 , а с ним и данное уравнение (20), имеет един-
ственное решение 𝑢* ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏).

Осталось доказать оценку (21). Так как 𝐴𝑢* = 𝑓 , то используя последовательно условие 3)
при 𝐷(𝑥) = 0, положительность оператора 𝑊𝛼

𝑎+ и неравенство Гельдера, имеем

𝑑2 · ‖𝑢*‖𝑝𝑝 ≤ ⟨𝐹𝑢*, 𝑢*⟩ ≤ ⟨𝐹𝑢*, 𝑢*⟩+ ⟨𝑊𝛼
𝑎+𝑢

*, 𝑢*⟩ = ⟨𝐴𝑢*, 𝑢*⟩ = ⟨𝑓, 𝑢*⟩ ≤ ‖𝑓‖𝑝′ · ‖𝑢*‖𝑝 ,

откуда легко получаем оценку (21). 2

Следствие 1. Пусть 0 < 𝛼 < 1, 𝛾 ≥ 0 и 𝑛 ∈ N. Тогда при любом 𝑓 ∈ 𝐿2𝑛/(2𝑛−1)(𝑎, 𝑏)
уравнение

𝑢2𝑛−1(𝑥) +
(𝑏− 𝑥)𝛾

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼
= 𝑓(𝑥)

имеет единственное решение 𝑢* ∈ 𝐿2𝑛(𝑎, 𝑏), причем ‖𝑢*‖2𝑛 ≤ ‖𝑓‖2𝑛/(2𝑛−1).
Рассмотрим теперь другой класс нелинейных интегральных уравнений дробного порядка,

соответствующий случаю когда нелинейность находится под знаком интеграла (так называ-
емое уравнение типа Гаммерштейна). В данном случае применить непосредственно теорему
Браудера-Минти нельзя, поскольку произведение монотонных операторов не является, вооб-
ще говоря, монотонным оператором и поэтому требуется другой подход к исследованию таких
классов уравнений. Справедлива следующая теорема.
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Теорема 4. Пусть 0 < 𝛼 < 1, 1 < 𝑝 ≤ 2/(1 − 𝛼) и выполнено условие (6). Если 𝐹 (𝑥, 𝑡)
удовлетворяет условиям 1), 3) теоремы 3 и строго возрастает по 𝑡, то уравнение

𝑢(𝑥) +
𝑤(𝑥)

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝐹
[︀
𝑡, 𝑢(𝑡)

]︀
𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼
= 𝑓(𝑥) (22)

имеет единственное решение 𝑢* ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) при любом 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏). Кроме того, если условия
1) и 3) выполнены при 𝑐(𝑥) = 𝐷(𝑥) = 0, то справедлива оценка:

‖𝑢*‖𝑝 ≤ 𝑑1 · 𝑑−1
2 · ‖𝑓‖𝑝 . (23)

Доказательство. Из условий теоремы следует, что оператор 𝐹 отображает 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) на
𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏), непрерывен, строго монотонен и коэрцитивен. Поэтому, в силу леммы 2.1 [2], суще-
ствует обратный оператор 𝐹−1, отображающий 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) на 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), хеминепрерывный, строго
монотонный и такой, что

lim
‖𝑣‖𝑝′→∞

⟨𝐹−1𝑣, 𝑣⟩
‖𝑣‖𝑝′

=∞.

Поэтому, с учетом теоремы 2 имеем, что оператор 𝐴 = 𝐹−1+𝑊𝛼
𝑎+ удовлетворяет всем условиям

теоремы Браудера-Минти. Значит, уравнение 𝐹−1𝑣 + 𝐺𝛼𝑎+𝑣 = 𝑓 имеет единственное решение
𝑣* ∈ 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏). Но тогда 𝑢* = 𝐹−1𝑣* ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) является решением уравнения 𝑢 + 𝑊𝛼

𝑎+𝐹𝑢 = 𝑓 ,
т.е. данного уравнения (22). В самом деле, так как 𝐹−1𝑣*+𝑊𝛼

𝑎+𝑣
* = 𝑓 , то, в силу доказанного

в лемме 2.1 [2, c. 21] равенства 𝐹 𝐹−1𝜓 = 𝜓 ∀𝜓 ∈ 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏), имеем

𝑢* +𝑊𝛼
𝑎+𝐹𝑢

* = 𝐹−1𝑣* +𝑊𝛼
𝑎+𝐹 𝐹

−1𝑣* = 𝐹−1𝑣* +𝑊𝛼
𝑎+𝑣

* = 𝑓 . (24)

Докажем единственность решения уравнения (22). В самом деле, если допустить против-
ное, что уравнение (22) имеет два различных решения 𝑢1 и 𝑢2, т.е. 𝑢1 + 𝑊𝛼

𝑎+𝐹𝑢1 = 𝑓 и
𝑢2 +𝑊𝛼

𝑎+𝐹𝑢2 = 𝑓 , то придем к противоречию:

0 = ⟨𝑢1 +𝑊𝛼
𝑎+𝐹𝑢1 − 𝑢2 −𝑊𝛼

𝑎+𝐹𝑢2, 𝐹𝑢1 − 𝐹𝑢2⟩ =

= ⟨𝑢1 − 𝑢2, 𝐹𝑢1 − 𝐹𝑢2⟩+ ⟨𝑊𝛼
𝑎+(𝐹𝑢1 − 𝐹𝑢2), 𝐹𝑢1 − 𝐹𝑢2⟩ > 0

так как в силу строгого возрастания функции 𝐹 (𝑥, 𝑡) по 𝑡 и теоремы 2, оба последних слагае-
мых в правой части строго положительны.

Осталось доказать оценку нормы решения. Используя условия 1) и 3) (с учетом, что
𝑐(𝑥) = 𝐷(𝑥) = 0), положительность оператора 𝑊𝛼

𝑎+, равенство (24) и неравенство Гельдера,
имеем

𝑑2‖𝑢*‖𝑝𝑝 ≤ ⟨𝑢*, 𝐹𝑢*⟩ ≤ ⟨𝑢*, 𝐹𝑢*⟩+ ⟨𝑊𝛼
𝑎+𝐹𝑢

*, 𝐹𝑢*⟩ = ⟨𝑓, 𝐹𝑢*⟩ ≤ ‖𝑓‖𝑝‖𝐹𝑢*‖𝑝′ ≤ 𝑑1‖𝑓‖𝑝‖𝑢*‖𝑝−1
𝑝 ,

откуда легко получаем доказываемую оценку.
Следствие 2. Пусть 0 < 𝛼 < 1, 𝛾 ≥ 0 и 𝑛 ∈ N. Тогда при любом 𝑓 ∈ 𝐿2𝑛/(2𝑛−1)(𝑎, 𝑏)

уравнение

𝑢(𝑥) +
(𝑏− 𝑥)𝛾

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑢1/(2𝑛−1)(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼
= 𝑓(𝑥)

имеет единственное решение 𝑢* ∈ 𝐿2𝑛/(2𝑛−1)(𝑎, 𝑏), причем ‖𝑢*‖2𝑛/(2𝑛−1) ≤ ‖𝑓‖2𝑛/(2𝑛−1).
Замечание 1. Используя результаты работы Х. Брезиса и Ф. Браудера [19] (см. также

теорему 3.2 [20] и комментарии после неё), существование и единственность решения в
теореме 4 (без оценки нормы решения) можно доказать при условиях 1) и 2), не предполагая
выполнение условия коэрцитивности 3).
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Рассмотрим, наконец, класс нелинейных интегральных уравнений, соответствующий слу-
чаю когда оператор дробного интегрирования входит в уравнение нелинейно. Обратим внима-
ние на то, что в этом случае ограничения на нелинейность подбираются таким образом, чтобы
соответствующий оператор суперпозиции (оператор Немыцкого) действовал непрерывно из со-
пряженного пространства 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) в исходное пространство 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), в котором разыскиваются
решения, и был строго монотонным и коэрцитивным.

Теорема 5. Пусть 0 < 𝛼 < 1, 2/(1+𝛼) ≤ 𝑝 <∞ и выполнено условие (6). Если для почти
всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] и всех 𝑡 ∈ R нелинейность 𝐹 (𝑥, 𝑡) удовлетворяет условиям:
4) |𝐹 (𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑔(𝑥) + 𝑑3 · |𝑡|1/(𝑝−1), где 𝑔 ∈ 𝐿+

𝑝 (𝑎, 𝑏), 𝑑3 > 0;
5) 𝐹 (𝑥, 𝑡) строго возрастает по 𝑡 почти при каждом фиксированном 𝑥;
6) 𝐹 (𝑥, 𝑡) · 𝑡 ≥ 𝑑4 · |𝑡|𝑝/(𝑝−1) −𝐷(𝑥), где 𝐷 ∈ 𝐿+

1 (𝑎, 𝑏), 𝑑4 > 0;
то уравнение

𝑢(𝑥) + 𝐹

⎡⎣𝑥, 𝑤(𝑥)

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼

⎤⎦ = 𝑓(𝑥) (25)

имеет единственное решение 𝑢* ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) при любом 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏). Кроме того, если в усло-
виях 4) и 6) 𝑔(𝑥) = 0 и 𝐷(𝑥) = 0, то:

‖𝑢* − 𝑓‖𝑝 ≤
[︂
𝑑𝑝3 · 𝑑

−1
4 · 𝐶1 · ‖𝑓‖𝑝

]︂1/(𝑝−1)

, (26)

где число 𝐶1 > 0 определено в теореме 1.
Доказательство. Из теоремы 1 и условий 4)–6) вытекает, соответственно, что оператор

𝑊𝛼
𝑎+ : 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏)→ 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) непрерывен и строго положителен, а оператор 𝐹 : 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏)→ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏)

непрерывен, строго монотонен и коэрцитивен. Значит, по лемме 2.1 [2], существует хемине-
прерывный, строго монотонный обратный оператор 𝐹−1 : 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) → 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) и выполня-
ется условие коэрцитивности (2.1а) [2, c. 20]. Запишем уравнение (25) в операторном виде:
𝑢+𝐹 𝑊𝛼

𝑎+𝑢 = 𝑓 . Полагая в нем 𝑢 = 𝑓 − 𝑣 приходим к уравнению 𝐹
(︀
𝑊𝛼
𝑎+𝑓 −𝑊𝛼

𝑎+𝑓
)︀
. Применив

к обеим частям последнего уравнения оператор 𝐹−1, получаем уравнение:

Φ𝑣 = 0 , где Φ𝑣 ≡ 𝐹−1𝑣 +𝑊𝛼
𝑎+𝑣 −𝑊𝛼

𝑎+𝑓 . (27)

Очевидно, что оператор Φ : 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏) → 𝐿𝑝′(𝑎, 𝑏) хеминепрерывен, строго монотонен и коэрци-
тивен, поскольку

lim
‖𝑣‖𝑝→∞

⟨Φ𝑣, 𝑣⟩
‖𝑣‖𝑝

=∞.

Значит, оператор Φ удовлетворяет всем требованиям теоремы Браудера-Минти. Поэтому урав-
нение (27) имеет единственное решение 𝑣* ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏). Но тогда данное уравнение (25) имеет
решение 𝑢* = 𝑓 − 𝑣* ∈ 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏). Покажем, что это решение единственно. Допустим противное,
что уравнение (25) имеет два разных решения 𝑢1 и 𝑢2, т.е. 𝑢1+𝐹𝑊𝛼

𝑎+𝑢1 = 𝑓 и 𝑢2+𝐹𝑊𝛼
𝑎+𝑢2 = 𝑓 .

Тогда приходим к противоречию:

0 = ⟨𝑢1 + 𝐹 𝑊𝛼
𝑎+𝑢1 − 𝑢2 − 𝐹 𝑊𝛼

𝑎+𝑢2,𝑊
𝛼
𝑎+𝑢1 −𝑊𝛼

𝑎+𝑢2⟩ =

= ⟨𝑢1 − 𝑢2,𝑊𝛼
𝑎+(𝑢1 − 𝑢2)⟩+ ⟨𝐹 𝑊𝛼

𝑎+𝑢1 − 𝐹 𝑊𝛼
𝑎+𝑢2,𝑊

𝛼
𝑎+𝑢1 −𝑊𝛼

𝑎+𝑢2⟩ > 0

так как в силу строгой положительности оператора 𝑊𝛼
𝑎+ и строгого возрастания функ-

ции 𝐹 (𝑥, 𝑡) по 𝑡, оба последних слагаемых в правой части строго положительны (заметим,
что 𝑊𝛼

𝑎+(𝑢1 − 𝑢2) ̸= 0, так как если предположить противное, то получим противоречие:
0 = ⟨𝑊𝛼

𝑎+(𝑢1 − 𝑢2), 𝑢1 − 𝑢2⟩ > 0, в силу строгой положительности оператора 𝑊𝛼
𝑎+).

Осталось доказать оценку (26). Воспользуемся доказанными выше равенствами 𝑢* +
+ 𝐹 𝑊𝛼

𝑎+𝑢
* = 𝑓 и 𝐹−1𝑣* + 𝑊𝛼

𝑎+𝑣
* = 𝑊𝛼

𝑎+𝑓 , где 𝑢* = 𝑓 − 𝑣*. Положим 𝜓 = 𝐹−1𝑣*. Тогда



54 С. Н. Асхабов

𝐹𝜓 = 𝑣*. Используя условия 4) и 6) (с учетом, что 𝑔(𝑥) = 𝐷(𝑥) = 0), положительность
оператора 𝑊𝛼

𝑎+, теорему 1 и неравенство Гельдера, имеем

𝑑4 · ‖𝜓‖𝑝
′

𝑝′ ≤ ⟨𝐹𝜓,𝜓⟩ = ⟨𝑣*, 𝐹−1𝑣*⟩ ≤ ⟨𝑣*, 𝐹−1𝑣*⟩+ ⟨𝑣*,𝑊𝛼
𝑎+𝑣

*⟩ = ⟨𝑣*,𝑊𝛼
𝑎+𝑓⟩ ≤

≤ ‖𝑣*‖𝑝 · ‖𝑊𝛼
𝑎+𝑓‖𝑝′ ≤ ‖𝑣*‖𝑝 · 𝐶1 · ‖𝑓‖𝑝 = 𝐶1 · ‖𝑓‖𝑝 · ‖𝐹𝜓‖𝑝 ≤ 𝐶1 · ‖𝑓‖𝑝 · 𝑑3 · ‖𝜓‖𝑝

′−1
𝑝′ ,

откуда
‖𝜓‖𝑝′ ≤ 𝑑3 · 𝑑−1

4 · 𝐶1 · ‖𝑓‖𝑝 . (28)

Так как
‖𝑓 − 𝑢*‖𝑝 = ‖𝑣*‖𝑝 = ‖𝐹𝜓‖𝑝 ≤ 𝑑3 · ‖𝜓‖𝑝

′−1
𝑝′ ,

то, используя оценку (28) с учетом, что 𝑝′ − 1 = 1/(𝑝− 1), получаем

‖𝑢* − 𝑓‖𝑝 ≤ 𝑑3 ·
[︁
𝑑3 · 𝑑−1

4 · 𝐶1 · ‖𝑓‖𝑝
]︁1/(𝑝−1)

- что и требовалось доказать.
Следствие 3. Пусть 0 < 𝛼 < 1, 𝛾 ≥ 0 и 𝑛 ∈ N. Тогда уравнение

𝑢(𝑥) +

⎛⎝(𝑏− 𝑥)𝛾

Γ(𝛼)

𝑥∫︁
𝑎

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼

⎞⎠1/(2𝑛−1)

= 𝑓(𝑥)

имеет единственное решение 𝑢* ∈ 𝐿2𝑛(𝑎, 𝑏) при любом 𝑓 ∈ 𝐿2𝑛(𝑎, 𝑏), причем

‖𝑢* − 𝑓‖2𝑛 ≤
(︀
𝐶 · ‖𝑓‖2𝑛

)︀1/(2𝑛−1)
,

где 𝐶 = (𝑏− 𝑎)1+𝛼+𝛾−1/𝑛𝑛(𝛼).
Легко видеть, что теоремы 3–5 остаются справедливыми и в случае оператора 𝑊𝛼

𝑏−, то
есть уравнений с переменным нижним пределом интегрирования. Из оценок (21), (23) и (26)
непосредственно вытекает, что при 𝑓(𝑥) = 0 нелинейные уравнения (20), (22) и (25) имеют
лишь тривиальное (нулевое) решение 𝑢*(𝑥) = 0.

В заключение отметим, что в рамках пространства 𝐿2(𝑎, 𝑏) теоремы 3–5 охватывают и
случай соответствующих линейных уравнений с интегралами дробного порядка 𝑊𝛼

𝑎+ и 𝑊𝛼
𝑏−.

Кроме того, следуя работам [20], [21], [22] комбинированием метода монотонных операторов и
принципа сжимающих отображений, можно доказать, что решения уравнений (20), (22) и (25)
можно найти в пространстве 𝐿2(𝑎, 𝑏) методом последовательных приближений пикаровского
типа и получить оценки скорости их сходимости.
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