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Аннотация

В статье обсуждается класс всех метрических пространств, рассматриваемых с точно-
стью до нулевого расстояния Громова –Хаусдорфа между ними. Этот класс разбивается
на облака — классы пространств, лежащих на конечном расстоянии от данного. В ра-
боте доказывается, что каждое облако является собственным классом. Между облаками
естественно определяется расстояние Громова –Хаусдорфа по аналогии с метрическими
пространствами. В работе показано, что при некоторых ограничениях расстояние между
облаком ограниченных метрических пространств и облаком с нетривиальной стационарной
группой равно бесконечности. В частности, посчитано расстояние между облаком ограни-
ченных метрических пространств и облаком, содержащим вещественную прямую.
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Abstract

The paper studies the class of all metric spaces considered up to zero Gromov –Hausdorff
distance between them. In this class, we examine clouds — classes of spaces situated at finite
Gromov –Hausdorff distances from a reference space. The paper proves that all clouds are
proper classes. The Gromov –Hausdorff distance is defined for clouds analogous to the case of
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1. Введение

Настоящая работа посвящена исследованию расстояния Громова –Хаусдорфа [1, 2, 3], опре-
деленному на классе всех непустых метрических пространств. Известно, что на этом классе
расстояние является обобщенной псевдометрикой, равной нулю на парах изометричных про-
странств, причем на неизометричных пространствах расстояние также может быть равно ну-
лю (здесь ”псевдо-” означает, что расстояние может быть равным 0 на неравных элементах,
а ”обобщенная” означает, что расстояние может принимать бесконечные значения). Тради-
ционно расстояние Громова –Хаусдорфа изучается на классе компактных метрических про-
странств, рассматриваемых с точностью до изометрии. Этот класс называется пространством
Громова –Хаусдорфа. На нем расстояние становится метрикой. Далее расстояние Громова –
Хаусдорфа между пространствами 𝑋 и 𝑌 будем обозначать 𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) или |𝑋,𝑌 |.

Сам М. Громов использовал расстояние Громова –Хаусдорфа в [2] для доказательства тео-
ремы о группах полиномиального роста. Позднее это расстояние нашло применение в сфере
компьютерной геометрии, где было использовано для сопоставления образов и измерения их
похожести [4]. Также расстояние Громова –Хаусдорфа может быть использовано в сфере ро-
бототехники при планировании перемещений [5]. Измерение расстояния Громова –Хаусдорфа
алгоритмически является NP-трудной проблемой, для упрощения расчетов расстояние часто
модифицируют, например см. [6].

В [3] М. Громов рассматривал расстояние Громова –Хаусдорфа также и на классах неогра-
ниченных пространств, находящихся на конечном расстоянии друг от друга. Данные классы
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впоследствии стали называться облаками, именно они являются основным предметом иссле-
дования настоящей работы. Громов утверждал, что все облака полные и стягиваемые, но
доказательства этих фактов не приводил [3]. В дальнейшем Богатый С. А. и Тужилин А. А.
в [7] доказали полноту облаков. Проблема стягиваемости оказалась существенно сложнее.

Прежде всего отметим, что стягиваемость является топологическим понятием, так как
основана на непрерывных отображениях. Напомним, что в аксиоматике фон Неймана–
Бернайса–Гёделя (NBG) всякий объект является либо множеством, либо собственным классом.
Отличие в том, что собственный класс не может быть элементом другого класса [8, 9, 10].
Для собственных классов нельзя задать топологию в привычном понимании, так как тогда
сам класс должен быть ее элементом. В работе [11] для собственного класса обобщения то-
пологии и непрерывного отображения определяются с использованием понятия фильтрации
множествами. Если в классе существует такая фильтрация, то такой класс называется то-
пологическим. В настоящей работе доказывается, что каждое облако является собственным
классом. Поэтому, для того, чтобы можно было говорить о стягиваемости облаков, необходимо
обобщение топологии, что было сделано в [11].

Обобщения топологии оказывается недостаточно. Для того чтобы это продемонстрировать,
введем ряд дополнительных понятий. Для всякого метрического пространства можно задать
операцию умножения его на вещественное положительное число 𝜆. Под действием этой опе-
рации 𝐻𝜆 : 𝑋 → 𝜆𝑋 все расстояния в метрическом пространстве 𝑋 умножаются на 𝜆. Кроме
того, в случае ограниченных метрических пространств можно доопределить эту операцию в
нуле, положив 0·𝑋 := Δ1. Хорошо известно, что для любых ограниченных пространств𝑋, 𝑌 и
вещественных неотрицательных 𝜆, 𝜇 выполняется |𝜆𝑋, 𝜇𝑋| = |𝜆−𝜇| |𝑋,Δ1| = 1

2 |𝜆−𝜇| diam𝑋
и |𝜆𝑋, 𝜆𝑌 | = 𝜆|𝑋,𝑌 |, где Δ1 — одноточечное метрическое пространство, а diam𝑋 — диа-
метр пространства 𝑋. Исходя из этих свойств несложно показать, что облако ограниченных
метрических пространств действительно является стягиваемым. Если же рассматривать об-
лако, содержащее пространство R𝑛, в них операция 𝐻𝜆 при всех 𝜆 переводит облако в себя,
но в некоторых точках разрывна. Более того, существуют также пространства, которые при
умножении на некоторые положительные вещественные числа переходят в пространства на
бесконечном расстоянии Громова –Хаусдорфа [7]. Это означает, что содержащие их облака
при таком умножении не переходят в себя.

Из приведенных выше свойств видно, что если при умножении на 𝜆 пространство остается
в своем облаке, то и все пространства из этого облака также остаются в нем. Более того, если
пространство переходит в другое облако, то и все пространства из того же облака переходят
туда же. Тем самым операция умножения на 𝜆 переносится и на облака. Из сказанного выше
вытекает, что это отображение обладает нетривиальными свойствами, что мотивирует интерес
к его исследованию. Для изучения операции 𝐻𝜆 было введено понятие стационарной группы
облака — мультипликативной группы всех тех положительных 𝜆, для которых 𝐻𝜆 оставляет
облако на месте. В [12] было введено понятие центра облака — пространства, переходящего
в пространство на нулевом расстоянии от себя под действием преобразований стационарной
группы, а также было показано, что в каждом центр существует и единственен с точностью до
нулевых расстояний. Понятия стационарной группы и центра облака играют ключевую роль
в данной работе.

Настоящая работа в большей степени посвящена исследованию расстояния Громова –
Хаусдорфа между облаками, одно из которых — облако ограниченных метрических про-
странств. Формулируется и доказывается теорема об образе Δ1 при соответствии с конечным
искажением между облаком ограниченных метрических пространств и облаком с нетривиаль-
ной стационарной группой. Далее, как следствие доказывается теорема о том, что расстояние
от облака ограниченных метрических пространств до облаков специального вида с нетри-
виальными стационарными группами равно бесконечности. В качестве примера приводится
облако, содержащее R.
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2. Основные определения и предварительные результаты

Пусть 𝑋 и 𝑌 — метрические пространства. Тогда между ними можно задать расстояние,
называемое расстоянием Громова –Хаусдорфа. Введем два его эквивалентных определения
[13].

Определение 1. Пусть 𝑋, 𝑌 — метрические пространства. Соответствием 𝑅 между
этими пространствами называется сюръективное многозначное отображение между ни-
ми. Множество всех соответствий между 𝑋 и 𝑌 обозначается ℛ(𝑋,𝑌 ). Также будем
отождествлять соответствие и его график.

Определение 2. Пусть 𝑅 — соответствие между 𝑋 и 𝑌 . Искажением соответствия
𝑅 является величина

dis𝑅 = sup
{︁⃒⃒
|𝑥𝑥′| − |𝑦𝑦′|

⃒⃒
: (𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′) ∈ 𝑅

}︁
.

Тогда расстояние Громова –Хаусдорфа 𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) можно определить следующим образом

𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) =
1

2
inf
{︀
dis𝑅 : 𝑅 ∈ ℛ(𝑋,𝑌 )

}︀
.

Определение 3. Реализацией пары метрических пространств (𝑋,𝑌 ) назовем трой-
ку метрических пространств (𝑋 ′, 𝑌 ′, 𝑍) таких, что 𝑋 ′ ⊂ 𝑍, 𝑌 ′ ⊂ 𝑍, 𝑋 ′ изометрично 𝑋,
𝑌 ′ изометрично 𝑌 . Расстоянием Громова –Хаусдорфа 𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) между метрическими про-
странствами 𝑋,𝑌 является точная нижняя грань чисел 𝑟 таких, что существует реали-
зация (𝑋 ′, 𝑌 ′, 𝑍) и 𝑑𝐻(𝑋

′, 𝑌 ′) ⩽ 𝑟, где 𝑑𝐻 — расстояние Хаусдорфа.

Далее, расстояние Громова –Хаусдорфа между метрическими пространствами𝑋 и 𝑌 будет
обозначаться |𝑋,𝑌 |.

Рассмотрим собственный класс всех метрических пространств и отождествим в нем между
собой все метрические пространства, находящиеся на нулевом расстоянии друг от друга. Обо-
значим получившийся класс 𝒢ℋ0. На нем расстояние Громова – Хаусдорфа будет являться
обобщенной метрикой.

Определение 4 ([7]). В классе 𝒢ℋ0 рассмотрим следующее отношение: 𝑋 ∼ 𝑌 ⇔
⇔ 𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) < ∞. Нетрудно убедиться, что оно будет отношением эквивалентности.
Классы этой эквивалентности называются облаками. Облако, в котором лежит метриче-
ское пространство 𝑋 будем обозначать [𝑋].

Для любого метрического пространства 𝑋 определена операция умножения его на поло-
жительное вещественное число 𝜆 : 𝑋 ↦→ 𝜆𝑋, а именно (𝑋, 𝜌) ↦→ (𝑋,𝜆𝜌), расстояние между
любыми точками пространства изменяется в 𝜆 раз.

Замечание 20. Пусть метрические пространства 𝑋, 𝑌 лежат в одном облаке. Тогда
𝑑𝐺𝐻(𝜆𝑋, 𝜆𝑌 ) = 𝜆𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) <∞, т.е. пространства 𝜆𝑋, 𝜆𝑌 также будут лежать в одном
облаке.

Определение 5. Определим операцию умножения облака [𝑋] на положительное веще-
ственное число 𝜆 как отображение, переводящее все пространства 𝑌 ∈ [𝑋] в пространства
𝜆𝑌 . По замечанию 20 все полученные пространства будут лежать в облаке [𝜆𝑋].
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При таком отображении облако может как измениться, так и перейти в себя. Для послед-
него случая вводится специальное определение.

Определение 6 ([12]). Стационарной группой St
(︀
[𝑋]
)︀
облака [𝑋] называется подмноже-

ство R+ такое, что для всех 𝜆 ∈ St
(︀
[𝑋]
)︀
, [𝑋] = [𝜆𝑋]. Полученное подмножество действи-

тельно будет подгруппой в R+. Тривиальной будем называть стационарную группу равную
{1}.

Приведем несколько примеров облаков и их стационарных групп.

� Пусть Δ1 — одноточечное метрическое пространство. Тогда
St
(︀
[Δ1]

)︀
= R+.

� St
(︀
[R]
)︀
= R+.

� Предположим, что функция 𝜙(𝑛) удовлетворяет соотношению lim
𝑛→∞

𝜙(𝑛+1)−𝜙(𝑛) = +∞.

Для 𝑞>1 зададим пространство𝑋𝑞=
{︀
𝑞𝜙(𝑛) :𝑛∈N

}︀
. Тогда выполняется St

(︀
[𝑋𝑞]

)︀
= {1}[7].

� Для натурального 𝑝 зададим пространство 𝑋𝑝 = {𝑝𝑛 : 𝑛 ∈ Z}. Для любого простого 𝑝
выполняется St [𝑋𝑝] = {𝑝𝑛 : 𝑛 ∈ Z}[14].

Лемма 1 ([12]). В каждом облаке с нетривиальной стационарной группой существует
единственное пространство 𝑋 такое, что для любого 𝜆 из стационарной группы выполня-
ется 𝑋 = 𝜆𝑋.

Определение 7. Пространство из леммы 1 будем называть центром облака.

Замечание 21. В облаке [Δ1] для любого пространства 𝑋 выполняется:

|𝜆𝑋, 𝜇𝑋| = |𝜆− 𝜇||𝑋,Δ1|.

Замечание 22 (Ультраметрическое неравенство). В облаке [Δ1] для всех пространств
𝑋1, 𝑋2 выполняется неравенство:

|𝑋1, 𝑋2| ⩽ max{|𝑋1,Δ1|, |𝑋2,Δ1|}

3. Мощность облаков

Метрические пространства по своему определению являются множествами. Соответствен-
но для переноса конструкции расстояния Громова-Хаусдорфа на облака, необходимо либо
установить, что они — множества, либо соответствующим образом изменить определение рас-
стояния.

Воспользуемся леммой о виде множеств кардинальных чисел.

Лемма 2 ([15]). У любого множества кардинальных чисел есть верхняя грань.

Для доказательства теоремы нам понадобится следующее следствие.

Следствие 1. Класс кардиналов, не ограниченных сверху, является собственным.

Далее, сформулируем и докажем теорему о классе пространств в каждом облаке.

Теорема 1. Все облака представляют собой собственные классы.
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Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно показать, по следствию 1, что в
любом облаке лежат пространства сколь угодно большой мощности. Пусть 𝑋 – метрическое
пространство мощности 𝛼. Расширим это пространство до пространства большей мощности.
ОбозначимΔ𝛽 — симплекс мощности 𝛽, где 𝛽 > 𝛼. Обозначим𝑋𝛽 = 𝑋∪Δ𝛽 . Зафиксируем про-
извольную точку 𝑥 пространства 𝑋 и положим расстояние от нее до любой точки симплекса
равным 1. Для точек 𝑥′ ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ Δ𝛽 определим

𝜌𝑋𝛽
(𝑦, 𝑥′) = 𝜌𝑋𝛽

(𝑥′, 𝑦) := 𝜌𝑋(𝑥
′, 𝑥) + 1.

Расстояния между другими парами точек оставим без изменений. Симметричность и неотр-
цательность расстояния 𝜌𝑋𝛽

очевидны. Для того чтобы полученное расстояние являлось мет-
рикой достаточно проверить выполнение неравенства треугольника 𝜌𝑋𝛽

(𝑥′, 𝑧′) ⩽ 𝜌𝑋𝛽
(𝑥′, 𝑦′) +

+ 𝜌𝑋𝛽
(𝑦′, 𝑧′) только в том случае, если точки 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′ не лежат одновременно в Δ𝛽 или в 𝑋.

Случаи 𝑥′, 𝑧′ ∈ Δ𝛽 и 𝑥′, 𝑧′ ∈ 𝑋 очевидны. Разберем подробнее случаи, когда 𝑥′ ∈ 𝑋, 𝑧′ ∈ Δ𝛽 :

𝑦′ ∈ 𝑋 : 𝜌𝑋𝛽
(𝑥′, 𝑧′) = 𝜌𝑋(𝑥, 𝑥

′) + 1 ⩽ 𝜌𝑋(𝑥, 𝑦
′) + 𝜌𝑋(𝑦

′, 𝑥′) + 1 = 𝜌𝑋(𝑥
′, 𝑦′) + 𝜌𝑋(𝑦

′, 𝑧′)

𝑦′ ∈ Δ𝛽 : 𝜌𝑋𝛽
(𝑥′, 𝑧′) = 𝜌𝑋(𝑥, 𝑥

′) + 1 ⩽ 𝜌𝑋(𝑥
′, 𝑥) + 2 = 𝜌𝑋(𝑥

′, 𝑦′) + 𝜌𝑋(𝑦
′, 𝑧′)

Итак, полученное пространство действительно будет метрическим. Осталось заметить, что
если вложить 𝑋 в 𝑋𝛽 , то 𝑋𝛽 будет лежать в замкнутой окрестности 𝑋 радиуса 1, что означает
конечность расстояния между ними. 2

Замечание 23. Поскольку все облака являются собственными классами, между любыми
двумя облаками существует биекция. Это означает, в частности, что класс соответствий
между любыми двумя облаками не пуст.

Определение 8. Пусть ℛ
(︀
[𝑋], [𝑌 ]

)︀
— класс всех соответствий между облаками [𝑋] и

[𝑌 ]. Определим искажение соответствия dis𝑅 аналогично определению 2.

Расстоянием Громова –Хаусдорфа между облаками будем называть величину 𝑑𝐺𝐻
(︀
[𝑋],[𝑌 ]

)︀
=

= 1
2 inf

{︀
dis𝑅 : 𝑅 ∈ ℛ

(︀
[𝑋], [𝑌 ]

)︀}︀
.

4. Теорема об образе центра

Прежде, чем сформулировать теорему, приведем некоторые полезные утверждения о со-
ответствиях.

Лемма 3. Диаметр образа пространства не превосходит искажение соответствия.

Доказательство. Если пространства 𝑌1, 𝑌2 лежат в образе 𝑋, то

dis𝑅 ⩾
⃒⃒
|𝑌1, 𝑌2| − |𝑋,𝑋|

⃒⃒
= |𝑌1, 𝑌2|,

откуда diam𝑅(𝑋) ⩽ dis𝑅. 2

Следствие 2. Если пространства лежат на расстоянии большем, чем искажение со-
ответствия, то они не могут лежать в образе одного пространства.

Теорема 2. Пусть 𝑀 – центр облака [𝑀 ], имеющего нетривиальную
стационарную группу. 𝑅 – соответствие между [Δ1] и [𝑀 ] с конечным искажением 𝜖. Тогда
образ пространства Δ1 лежит от 𝑀 на расстоянии не большем 2𝜖.
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Доказательство. Нетривиальность стационарной группы [𝑀 ] означает, что найдется число
𝑙 > 1 такое, что {𝑙𝑗 |𝑗 ∈ Z} является подгруппой в St [𝑀 ].

Зафиксируем 𝑌 из образа Δ1. Предположим, что |𝑀,𝑌 | = 𝑑 > 𝜖. Обозначим |𝑌, 𝑘𝑌 | = 𝜌,
𝑘 ⩾ 2, 𝑘 = 𝑙𝑗1 . По неравенству треугольника 𝜌+ 𝑑 ⩾ 𝑘𝑑, откуда 𝜌 ⩾ (𝑘 − 1)𝑑 > (𝑘 − 1)𝜖. Тогда
𝑘𝑌 лежит в образе 𝑋 ̸= Δ1. При этом, 𝜌− 𝜖 ⩽ |𝑋,Δ1| ⩽ 𝜌+ 𝜖.

Возьмем произвольные 𝛼 > 0 и 𝛽 ∈ (0, 1). Для пространств (1 + 𝛼)𝑋, (1 − 𝛽)𝑋 будут
выполняться неравенства:

|𝑋, (1 + 𝛼)𝑋| = 𝛼|𝑋,Δ1| ⩽ 𝛼𝜌+ 𝛼𝜖,

|𝑋, (1− 𝛽)𝑋| = 𝛽|𝑋,Δ1| ⩽ 𝛽𝜌+ 𝛽𝜖,

|(1 + 𝛼)𝑋, (1− 𝛽)𝑋| = (𝛼+ 𝛽)|𝑋,Δ1| ⩾ (𝛼+ 𝛽)𝜌− (𝛼+ 𝛽)𝜖.

Существуют 𝑌𝛼, 𝑌𝛽 ∈ [𝑀 ] такие, что 𝑘𝑌𝛼 ∈ 𝑅
(︀
(1 + 𝛼)𝑋

)︀
, 𝑘𝑌𝛽 ∈ 𝑅

(︀
(1 − 𝛽)𝑋

)︀
, и для них

выполняются следующие неравенства:

|𝑘𝑌, 𝑘𝑌𝛼| ⩽ |𝑋, (1 + 𝛼)𝑋|+ 𝜖 ⩽ 𝛼𝜌+ (𝛼+ 1)𝜖,

|𝑘𝑌, 𝑘𝑌𝛽| ⩽ |𝑋, (1− 𝛽)𝑋|+ 𝜖 ⩽ 𝛽𝜌+ (𝛽 + 1)𝜖,

|𝑘𝑌𝛼, 𝑘𝑌𝛽| ⩾ |(1 + 𝛼)𝑋, (1− 𝛽)𝑋| − 𝜖 ⩾ (𝛼+ 𝛽)𝜌− (𝛼+ 𝛽 + 1)𝜖.

Поделим эти неравенства на 𝑘:

|𝑌, 𝑌𝛼| ⩽
𝛼

𝑘
𝜌+

𝛼+ 1

𝑘
𝜖,

|𝑌, 𝑌𝛽| ⩽
𝛽

𝑘
𝜌+

𝛽 + 1

𝑘
𝜖,

|𝑌𝛼, 𝑌𝛽| ⩾
𝛼+ 𝛽

𝑘
𝜌− 𝛼+ 𝛽 + 1

𝑘
𝜖.

и возьмем прообразы пространств 𝑌, 𝑌𝛼, 𝑌𝛽 :

|Δ1, 𝑋𝛼| ⩽
𝛼

𝑘
𝜌+

(︀𝛼+ 1

𝑘
+ 1
)︀
𝜖,

|Δ, 𝑋𝛽| ⩽
𝛽

𝑘
𝜌+

(︀𝛽 + 1

𝑘
+ 1
)︀
𝜖,

|𝑋𝛼, 𝑋𝛽| ⩾
𝛼+ 𝛽

𝑘
𝜌−

(︀𝛼+ 𝛽 + 1

𝑘
+ 1
)︀
𝜖.

Считая, что 𝛼 > 𝛽 получаем неравенство:

𝛼+ 𝛽

𝑘
𝜌−

(︀𝛼+ 𝛽 + 1

𝑘
+ 1
)︀
𝜖 ⩽

𝛼

𝑘
𝜌+

(︀𝛼+ 1

𝑘
+ 1
)︀
𝜖,

⇕

𝜌 ⩽
𝑘

𝛽

(︂
2𝛼+ 𝛽 + 2

𝑘
+ 2

)︂
𝜖,

⇕

𝜌 ⩽

(︂
1 +

2𝛼+ 2

𝛽
+ 2

𝑘

𝛽

)︂
𝜖.

Нас интересует оценка сверху для 𝑑:

𝑑 ⩽
𝜌

𝑘 − 1
⩽

(︂
1

𝑘 − 1
+

2𝛼+ 2

𝛽(𝑘 − 1)
+ 2

𝑘

𝛽(𝑘 − 1)

)︂
𝜖.
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Последнее слагаемое в скобках строго больше 2 при любых 𝑘 > 2, 𝛼 > 0, 𝛽 ∈ (0, 1), а остальные
слагаемые с ростом 𝑘 стремятся к 0. Так как стационарная группа нетривиальна, в ней есть
последовательности чисел стремящихся к 0 и к ∞. Устремив 𝛽 к 1, а 𝑘 к бесконечности
получаем оценку:

|𝑌,𝑀 | ⩽ 2𝜖,

которая завершает доказательство.
2

5. Невыполнение ультраметрического неравенства

Лемма 4. Если 𝑋 является подмножеством прямой и в R ∖𝑋 лежит интервал диа-
метра 2𝑑, то 𝑋 лежит от R на расстоянии, не меньшем 𝑑.

Доказательство. В R ∖𝑋 лежит интервал (𝑎− 𝑑, 𝑎+ 𝑑). Предположим, что 𝑑𝐺𝐻(R, 𝑋) < 𝑑.
Пусть (R′, 𝑋 ′, 𝑌 ) - реализация (R, 𝑋) такая, что 𝑑𝐻 (R′, 𝑋 ′) = 𝑑′ < 𝑑. Обозначим

𝑈1 := ∪𝑥∈𝑋′,𝑥⩽𝑎−𝑑𝐵

(︂
𝑥, 𝑑′ +

𝑑− 𝑑′

2

)︂
, 𝑈2 := ∪𝑥∈𝑋′,𝑥⩾𝑎+𝑑𝐵

(︂
𝑥, 𝑑′ +

𝑑− 𝑑′

2

)︂
,

то есть 𝑈1∪𝑈2 — покрытие 𝑋 ′ шарами радиуса 𝑑′+ 𝑑−𝑑′
2 . Получаем, что 𝑈1, 𝑈2 - два открытых

непересекающихся множества, но также R′ ∈ 𝑈1 ∪𝑈2, что противоречит связности прямой. 2

Для облака [Δ1], по замечанию 22 справедливо ультраметрическое неравенство. Следующая
лемма показывает, что для облака [R] это неравенство может не выполняться.

Рассмотрим R как подмножество R2 и добавим к нему точку (0, 1), расстояние до которой
будет соответствовать метрике 𝐿1 в R2. Обозначим это пространство ̃︀R.

Теорема 3. Для пространств Z и ̃︀R выполняются следующие утверждения:

(1) Пространства Z и ̃︀R находятся от R на расстоянии не большем 1
2 .

(2) Расстояние между Z и ̃︀R строго больше 1
2 .

Доказательство. Вложением целых чисел в вещественную прямую получается реализация
Z, R с расстоянием Хаусдорфа равным 1

2 . Если вложить ̃︀R в R2 естественным образом, а R
вложить как подмножество R2, равное

{︀
(𝑥, 12) : 𝑥 ∈ R

}︀
, расстояние Хаусдорфа между ними

также будет равно 1
2 . Таким образом, доказан пункт 1.

Пусть 𝑅 — соответствие между Z и ̃︀R, с искажением, равным 1+ 𝜖 и в образе точки 𝑖 из Z
лежит (0, 1). По лемме 3 диаметр образа точки не может быть больше искажения соответствия,
следовательно, образ 𝑖 лежит в (−𝜖, 𝜖)∪

{︀
(0, 1)

}︀
. Это означает, что для 𝑥 не лежащих в (−𝜖, 𝜖),

пара (𝑖, 𝑥) не лежит в 𝑅. Обозначим через 𝒩 множество всех целых чисел таких, что их образ
лежит в (−𝜖, 𝜖) ∪

{︀
(0, 1)

}︀
. Множество 𝒩 не пусто и не равно Z, следовательно, по лемме 4,

расстояние от Z ∖ 𝒩 до R будет не меньше 1. Из соответствия 𝑅 уберем пару
(︀
𝑖, (0, 1)

)︀
, а

также все пары (𝑘, 𝑥) такие, что 𝑥 ∈ (−𝜖, 𝜖). Получившееся множество обозначим 𝑅′. Так как
все точки из R ∖ (−𝜖, 𝜖) лежат в 𝑅 только в паре с точками из Z ∖ 𝒩 и наоборот, множество
𝑅′ будет соответствием между R ∖ (−𝜖, 𝜖) и Z ∖ 𝒩 . Искажение подмножества соответствия по
определению не больше искажения самого соответствия. Получаем цепочку неравенств:

1 + 𝜖 = dis𝑅 ⩾ dis𝑅′ ⩾ 2𝑑𝐺𝐻
(︀
R ∖ (−𝜖, 𝜖),Z ∖ 𝒩

)︀
.

По неравенству треугольника

2𝑑𝐺𝐻
(︀
R ∖ (−𝜖, 𝜖),Z ∖ 𝒩

)︀
⩾ 2
⃒⃒⃒
𝑑𝐺𝐻

(︀
R,Z ∖ 𝒩

)︀
− 𝑑𝐺𝐻

(︀
R ∖ (−𝜖, 𝜖),R

)︀⃒⃒⃒
⩾ 2− 2𝜖.
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Получили неравенство: 1 + 𝜖 ⩾ 2− 2𝜖. Из него получаем нижнюю оценку на 𝜖:

𝜖 ⩾
1

3
,

откуда dis𝑅 ⩾ 4
3 и 𝑑𝐺𝐻

(︁̃︀R,Z)︁ ⩾ 2
3 >

1
2 , что доказывает пункт 2. 2

6. Основная теорема

Приведем лемму о расстоянии между облаками с пересекающимися стационарными груп-
пами.

Лемма 5. Если два облака имеют нетривиальное пересечение стационарных групп, то
расстояние между ними может быть равно 0 или ∞.

Доказательство. Для любых облаков [𝑋], [𝑌 ] и любого 𝜆 из R+ верно⃒⃒
𝜆[𝑋], 𝜆[𝑌 ]

⃒⃒
= 𝜆

⃒⃒
[𝑋], [𝑌 ]

⃒⃒
.

Отсюда, если 𝜆 ̸= 1 лежит в стационарных группах обоих облаков, то⃒⃒
[𝑋], [𝑌 ]

⃒⃒
=
⃒⃒
𝜆[𝑋], 𝜆[𝑌 ]

⃒⃒
= 𝜆

⃒⃒
[𝑋], [𝑌 ]

⃒⃒
.

Так как 𝜆 ̸= 1, величина
⃒⃒
[𝑋], [𝑌 ]

⃒⃒
может быть равна только 0 или бесконечности. 2

Теорема 4. Пусть у облака [𝑍] нетривиальная стационарная группа, и 𝑍 явля-
ется его центром. Также, пусть в этом облаке есть пространства 𝑌1, 𝑌2 такие, что
max

{︀
|𝑌1, 𝑍|, |𝑌2, 𝑍|

}︀
= 𝑟 > 0, а |𝑌1, 𝑌2| > 𝑟. Тогда, расстояние между облаками [Δ1] и [𝑍]

равно бесконечности.

Доказательство. У облаков [Δ1] и [𝑍] стационарные группы имеют нетривиальное пересе-
чение, и, по лемме 5, расстояние между ними может быть равно либо 0, либо ∞.

Для доказательства утверждения теоремы достаточно будет показать, что расстояние меж-
ду ними не равно 0. Для этого необходимо установить, что между ними не может существовать
соответствия со сколь угодно малым искажением. Итак, пусть 𝑅 — соответствие между [Δ1]
и [𝑍], dis𝑅 = 𝜖 < ∞. Зафиксируем 𝑌 из 𝑅(Δ1). По теореме 2 расстояние между 𝑌 и 𝑍 не
больше 2𝜖.

По условию теоремы выполнено неравенство:

max
{︀
|𝑌1, 𝑍|, |𝑌2, 𝑍|

}︀
= 𝑟 < |𝑌1, 𝑌2|

Неравенство означает, что существует 𝑐 > 0 такое, что |𝑌1, 𝑌2| = (1 + 𝑐)𝑟. Вместе с 𝑌1 и
𝑌2 рассмотрим их прообразы 𝑋1 ∈ 𝑅−1(𝑌1), 𝑋2 ∈ 𝑅−1(𝑌2). Получаем следующую цепочку
неравенств:

|𝑋1,Δ1| ⩽ |𝑌1, 𝑌 |+ 𝜖 ⩽ |𝑌1,R|+ |R, 𝑌 |+ 𝜖 ⩽ 𝑟 + 2𝜖+ 𝜖 = 𝑟 + 3𝜖.

Аналогичное неравенство имеет место для 𝑋2, при этом

|𝑋1, 𝑋2| ⩾ |𝑌1, 𝑌2| − 𝜖 = (1 + 𝑐)𝑟 − 𝜖.

По замечанию 22:
|𝑋1, 𝑋2| ⩽ max

{︀
|𝑋1,Δ1|, |𝑋2,Δ1|

}︀
,

⇕
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(1 + 𝑐)𝑟 − 𝜖 ⩽ 𝑟 + 3𝜖,

⇕

𝜖 ⩾
𝑐𝑟

4
.

Мы получаем оценку снизу для 𝜖 = dis𝑅. Это означает, что искажение не может быть произ-
вольно малым, и, следовательно, расстояние между пространствами не может быть равно 0.
Значит, оно равно бесконечности.

2

Тем самым получаем следующее: любое облако с нетривиальной стационарной подгруппой
и не выполняющимся ультраметрическим неравенством для центра лежит на бесконечном
расстоянии от [Δ1]. В частности это верно для облака [R].

Следствие 3. В облаке [R] в качестве пространств 𝑌1, 𝑌2 можно взять Z, ̃︀R. Для них, по
теореме 3 будет выполнено неравенство из условия теоремы 4 с 𝑟 = 1

2 . Стационарная группа
облака [R] равна R+, то есть нетривиальна. Получаем, что расстояние между облаками [Δ1]
и [R] равно бесконечности.
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10. Gödel K. The Consistency of the Axiom of Choice and of the Generalized Continuum Hypothesis
with the Axioms of Set Theory. Princeton: Princeton University Press, 1940. 72 p. ISBN 978-
0-691-07927-1.



196 Б. А. Нестеров

11. Borzov S.I., Ivanov A.O., Tuzhilin A.A. Extendability of Metric Segments in Gromov –
Hausdorff Distance // ArXiv e-prints. 2020. arXiv:2009.00458 [math.MG].

12. Bogataya S.I., Bogatyy S.A., Redkozubov V.V., Tuzhilin A.A. Clouds in Gromov –Hausdorff
Class: their completeness and centers // ArXiv e-prints. 2022. arXiv:2202.07337 [math.MG].

13. Burago D., Burago Yu., Ivanov S. A Course in Metric Geometry. Providence: AMS, 2001. 512
p.

14. Bogataya S.I., Bogatyy S.A. Isometric Cloud Stabilizer // Topology and its Applications. 2023.
Vol. 329. P. 108-125.

15. Levy A. Basic set theory. Perspectives in mathematical logic. Berlin: Springer, 1979. 420 p.

REFERENCES

1. Edwards, D., 1975, “The Structure of Superspace”, in Studies in Topology, eds. Stavrakas, N.M.,
Allen, K.R., New York: Academic Press.

2. Gromov, M., 1981, Structures métriques pour les variétés riemanniennes, eds. Lafontaine, J.,
Pansu, P., Paris: CEDIC.

3. Gromov, M., 1999, Metric structures for Riemannian and non-Riemannian spaces, Boston:
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