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Аннотация

В работе доказаны теоремы о представлении действительных чисел 𝛼 с помощью беско-
нечной итерации последовательности положительных монотонных функций 𝛼𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥𝑛)
в виде

𝛼 = 𝜆0 + 𝑓1(𝜆1 + 𝑓2(𝜆2 + 𝑓3(𝜆3 + . . . ))),

где «цифры» 𝜆𝑛, 𝑛 ≥ 0, и “остатки”

𝑟𝑛 = 𝑟𝑛(𝛼) = 𝑓𝑛+1(𝜆𝑛+1 + 𝑓𝑛+2(𝜆𝑛+2 + 𝑓𝑛+3(𝜆𝑛+3 + . . . ))), 𝑛 ≥ 0,

определяются по следующим рекуррентным формулам

𝜆0 = [𝛼], 𝑟0 = {𝛼},

𝜆𝑛 = [𝜙𝑛(𝑟𝑛−1(𝛼))], 𝑟𝑛 = {𝜙(𝑟𝑛−1)},

причем {𝑧} и [𝑧] обозначают соответственно дробную и целую части действительного числа
𝑧 и 𝑥𝑛 = 𝜙𝑛(𝛼𝑛), 𝑛 ≥ 1, — обратные функции для 𝛼𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥𝑛).

В частности, представление числа 𝛼 с помощью функции 𝑓(𝑥) = 1
𝑥 приводит к цепной

дроби для числа 𝛼. Общий случай, когда 𝑓(𝑥) — убывающая функция, был рассмотрен Б.
Х. Биссинжером (1944) и А. Реньи (1957). Для функции 𝑓(𝑥) = 𝑥

𝑞 при 𝑞 ≥ 2 — натуральном
числе получается 𝑞-адическое представление вида 𝛼 =

∑︀
𝜆𝑛𝑞

−𝑛, где цифры 𝜆𝑛, 𝑛 ≥ 1,
могут принимать все целые значения от 0 до 𝑞 − 1. Случай возрастающей функции 𝑓(𝑥)
исследовался С. И. Эвереттом (1946) и А. Реньи (1957). Представление 𝛼 для 𝑓(𝑥) = 𝑥

𝜃
при нецелом 𝜃 > 1 изучалось А. Реньи (1957) и А. О. Гельфондом (1959). В настоящей
работе для последовательности функций 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥

𝑞𝑛
, 𝑞𝑛 ≥ 2, — целые числа, исследуется

представление 𝛼 по мультипликативной системе чисел при 𝑛 ≥ 1 в виде

𝛼 = 𝜆0 +
𝜆1
𝑞1

+ · · ·+ 𝜆𝑛
𝑞1 . . . 𝑞𝑛

+
𝑥𝑛

𝑞1 . . . 𝑞𝑛
,

где цифры 𝜆𝑛 могут принимать целые значения от 0 до 𝑞𝑛 − 1. А. Х. Гияси (2007)
обобщила теорему Гельфонда, касающуюся мультипликативной системы чисел. Пусть
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𝜃𝑛, 𝑛 ≥ 1, — последовательность действительных чисел, каждое из которых больше еди-
ницы. Тогда любое действительное число 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, может быть представлено в форме

𝛼 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜆𝑘

𝑞1...𝑞𝑘
+ 𝑥𝑛

𝑞1...𝑞𝑛
, 𝑛 ≥ 1, где последовательность 𝑥𝑛 остаточных членов определяется

рекуррентно
𝑥0 = {𝛼}, 𝑥1 = {𝜃1𝑥0}, . . . , 𝑥𝑛 = {𝜃𝑛𝑥𝑛−1}, . . . ,

и последовательность целых чисел 𝜆𝑛 определяется по правилу

𝜆0 = [𝛼], 𝜆1 = [𝜃1𝑥0], . . . , 𝜆𝑛 = [𝜃𝑛𝑥𝑛−1], . . . .

Ключевые слова: 𝑞-адическое представление, непрерывная (цепная) дробь, мультипли-
кативная система чисел.
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Abstract

In this paper theorems on the representations of real numbers 𝛼 by using infinite iteration
of a sequence of positive monotonic functions 𝛼𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥𝑛) in the form

𝛼 = 𝜆0 + 𝑓1(𝜆1 + 𝑓2(𝜆2 + 𝑓3(𝜆3 + . . . ))),

where “digits” 𝜆𝑛, 𝑛 ≥ 0, and “remainders”

𝑟𝑛 = 𝑟𝑛(𝛼) = 𝑓𝑛+1(𝜆𝑛+1 + 𝑓𝑛+2(𝜆𝑛+2 + 𝑓𝑛+3(𝜆𝑛+3 + . . . ))), 𝑛 ≥ 0,

are defined by the following recurrent formulas

𝜆0 = [𝛼], 𝑟0 = {𝛼},

𝜆𝑛 = [𝜙𝑛(𝑟𝑛−1(𝛼))], 𝑟𝑛 = {𝜙(𝑟𝑛−1)},

moreover {𝑧} and [𝑧] denote accordingly the fractional and the integral parts of the real number
𝑧, and 𝑥𝑛 = 𝜙𝑛(𝛼𝑛), 𝑛 ≥ 1, are inverse functions of 𝛼𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥𝑛).
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In particular, the representation of the number 𝛼 by using function 𝑓(𝑥) = 1
𝑥 leads to the

continued fraction of the number 𝛼. The general case when 𝑓(𝑥) is decreasing function have been
considered by B.H. Bissinger (1944) and A. Rényi (1957). For the function 𝑓(𝑥) = 𝑥

𝑞 as 𝑞 ≥ 2 is
the natural number, is obtained 𝑞-adic the representation of the form 𝛼 =

∑︀
𝜆𝑛𝑞

−𝑛, where digits
𝜆𝑛, 𝑛 ≥ 1, can to receive all integral values from 0 to 𝑞 − 1. The case when 𝑓(𝑥) is increasing
function have been investigated by C.I. Everett (1946) and A. Rényi (1957). The representation
𝛼 for 𝑓(𝑥) = 𝑥

𝜃 is nonintegral number 𝜃 > 1 have been studied A. Rényi (1957) and A.O.
Gelfond (1959). In the present paper for the sequence of functions 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥

𝑞𝑛
, 𝑞𝑛 ≥ 2, are

integer, has been investigated the representation of 𝛼 on the multiplicative system of numbers
as 𝑛 ≥ 1 in the form

𝛼 = 𝜆0 +
𝜆1
𝑞1

+ · · ·+ 𝜆𝑛
𝑞1 . . . 𝑞𝑛

+
𝑥𝑛

𝑞1 . . . 𝑞𝑛
,

where digits 𝜆𝑛 can to receive integral values from 0 to 𝑞𝑛 − 1.
A. Kh. Ghyasi (2007) has been generalized Gelfond theorem concerning the multiplicative

system of numbers. Let 𝜃𝑛, 𝑛 ≥ 1, be a sequence of real numbers, each of which
greater than 1. Then any real number 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, can be represented in the form

𝛼 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜆𝑘

𝜃1...𝜃𝑘
+ 𝑥𝑛

𝜃1...𝜃𝑛
, 𝑛 ≥ 1, where the sequence 𝑥𝑛 of error terms is defined by recurrence

𝑥0 = {𝛼}, 𝑥1 = {𝜃1𝑥0}, 𝑥𝑛 = {𝜃𝑛𝑥𝑛−1}, . . . ,

and the sequence of integers 𝜆𝑛 is defined by the rule

𝜆0 = [𝛼], 𝜆1 = [𝜃1𝑥0], . . . , 𝜆𝑛 = [𝜃𝑛𝑥𝑛−1], . . . .
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1. Введение

В настоящей работе даны обобщения теорем об однозначном представлении действитель-
ного числа в позиционной системе счисления и в виде цепной дроби [1]-[9].

Пусть 𝑥 = 𝑓(𝛼) неотрицательная монотонная функция при 𝛼 ≥ 1 и 𝛼 = 𝜙(𝑥) — обратная
к ней функция. Для любого неотрицательного действительного числа 𝛼 определим представ-
ление его в виде

𝛼 = 𝜆0 + 𝑓(𝜆1 + 𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛 + 𝑟𝑛) . . . )), 𝑛 ≥ 0, (1)

где «цифры» 𝜆̄𝑛 = 𝜆̄𝑛(𝛼), 𝑛 ≥ 0, — целые числа,

𝜆0 = 𝜆0(𝛼) = [𝛼], 𝑟0 = 𝑟0(𝛼) = {𝛼},

𝜆𝑛 = 𝜆𝑛(𝛼) = [𝜙(𝑟𝑛−1(𝛼))], 𝑟𝑛 = 𝑟𝑛(𝛼) = {𝜙(𝑟𝑛−1(𝛼))}, 𝑛 ≥ 1,

причем [𝛼] и {𝛼} обозначают соответственно целую и дробную часть числа 𝛼 ([1]-[3]).
Заметим, что 𝜆𝑛 + 𝑟𝑛 = 𝜙(𝑟𝑛−1), 𝜆0 + 𝑟0 = 𝛼, 𝑛 ≥ 1.
Рассмотрим конкретные примеры функций 𝑓(𝛼).
1. Пусть 𝑞 > 1 — натуральное число,

𝑥 = 𝑓(𝛼) =
𝛼

𝑞
, 𝛼 = 𝜙(𝑥) = 𝑞𝑥.
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Тогда имеем
𝜆𝑛 = [𝜙(𝑟𝑛−1(𝛼))] = [𝑞𝑟𝑛−1(𝛼)], 𝑟𝑛 = {𝑞𝑟𝑛−1(𝛼)} = {𝑞𝑛𝛼}.

Следовательно,
0 ≤ 𝜆𝑛 ≤ 𝑞𝑟𝑛−1(𝛼) < 𝑞,

т.е. «цифры» 𝜆𝑛 могут принимать целые значения от 0 до 𝑞 − 1.
Тем самым получено 𝑞-адическое представление числа в виде

𝛼 = 𝜆0 +
𝜆1
𝑞

+ · · ·+ 𝜆𝑛
𝑞𝑛

+
𝑟𝑛
𝑞𝑛

= 𝑆𝑛(𝛼) +
𝑟𝑛
𝑞𝑛
, 0 ≤ 𝑟𝑛 < 1.

В частности, последовательность {𝑆𝑛(𝛼)} равномерно сходится к 𝛼, а последовательность
𝑟𝑛(𝛼) почти для всех 𝛼 ∈ [0, 1] в смысле меры Лебега равномерно распределена по модулю 1.
По критерию Г. Вейля условие равномерного распределения по модулю единица последова-
тельности 𝑟𝑛(𝛼) эквивалентно тому, что для любой функции 𝑔(𝑥), интегрируемой по Риману
на отрезке [0, 1], справедливо предельное равенство

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑔(𝑟𝑛) =

1∫︁
0

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡.

2. Пусть 𝜃 > 1 — нецелое действительное число,

𝑥 = 𝑓(𝛼) =
𝛼

𝜃
, 𝛼 = 𝜙(𝑥) = 𝜃𝑥.

Положим
𝜆0 = [𝛼], 𝑟0 = {𝛼},

а при 𝑛 ≥ 1

𝜆𝑛 = [𝜙(𝑟𝑛−1(𝛼))] = [𝜃𝑟𝑛−1(𝛼)], 𝑟𝑛 = {𝜃𝑟𝑛−1(𝛼)} = {{𝜃 . . . {𝜃𝛼} . . . }}.

Следовательно,
0 ≤ 𝜆𝑛 ≤ 𝜃𝑟𝑛−1(𝛼) < 𝜃,

т.е. «цифры» 𝜆𝑛 могут принимать целые значения от 0 до [𝜃].
Тем самым получено представление числа 𝛼 в виде

𝛼 = 𝜆0 +
𝜆1
𝜃

+ · · ·+ 𝜆𝑛
𝜃𝑛

+
𝑟𝑛
𝜃𝑛

= 𝑆𝑛(𝛼) +
𝑟𝑛
𝜃𝑛
, 0 ≤ 𝑟𝑛 < 1.

В частности, последовательность {𝑆𝑛(𝛼)}, 𝑛 ≥ 1, равномерно сходится к 𝛼 [5].
3. Пусть 𝐹0 = 𝐹1 = 1, 𝐹𝑛+1 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−1, 𝑛 ≥ 1, — последовательность чисел Фибоначчи,

𝑥𝑛 = 𝑓𝑛(𝛼𝑛) =
𝛼𝑛𝐹𝑛−1

𝐹𝑛
, 𝛼𝑛 = 𝜙𝑛(𝑥𝑛−1) =

𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1.

Положим
𝜆0 = [𝛼] = 0, 𝑥0 = {𝛼},

а при 𝑛 ≥ 1

𝜆𝑛 = [𝜙𝑛(𝑥𝑛−1(𝛼))] =

[︂
𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1(𝛼)

]︂
,

𝑥𝑛(𝛼) = {𝜙𝑛(𝑥𝑛−1(𝛼))} =
{︂{︂

𝐹0

𝐹1
. . .

{︂
𝐹𝑛−1

𝐹𝑛
𝛼

}︂
. . .

}︂}︂
, 0 ≤ 𝑥𝑛 < 1.
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Следовательно,

0 ≤ 𝜆𝑛 ≤
𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1(𝛼) <
𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

< 2,

т.е. «цифры» 𝜆𝑛 могут принимать целые значения 0 и 1.
Тем самым получено представление числа 𝛼 в виде

𝛼 = 𝜆0 +
𝐹0

𝐹1

(︂
𝜆1 +

𝐹1

𝐹2

(︂
𝜆2 + · · ·+

𝐹𝑛−1

𝐹𝑛
(𝜆𝑛 + 𝑥𝑛) . . .

)︂)︂
=

= 𝜆1 +
𝜆2
𝐹2

+ · · ·+ 𝜆𝑛
𝐹𝑛

+
𝑥𝑛
𝐹𝑛

=

∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛
𝐹𝑛
.

([9], [10]).
4. Пусть теперь 𝑥 = 𝑓(𝛼) = 1

𝛼 , 𝛼 = 𝜙(𝑥) = 1
𝑥 . Тогда выражение (1) приводит к цепной

дроби для числа 𝑥. Находим

𝜆𝑛 = [𝜙(𝑟𝑛−1(𝛼))] =

[︂
1

𝑟𝑛−1

]︂
, 𝑟𝑛 =

{︂
1

𝑟𝑛−1

}︂
.

Таким образом при 𝑟0𝑟1 . . . 𝑟𝑛−1 ̸= 0 имеем цепную дробь вида

𝛼 = 𝜆0 +
1

𝜆1 +
1

. . .
1

𝜆𝑛−1 +
1

𝜆𝑛 + 𝑟𝑛

.

Если 𝑟𝑛 = 0, то цепная дробь представляет собой конечное выражение. Если же 𝛼 — ирраци-
онально, то для любого 𝑛 справедливо неравенство 𝑟𝑛 ̸= 0 ([1], [3], [4]).

5. При целом 𝑚 ≥ 2 и 0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝑚 − 1 положим

𝑥 = 𝑓(𝛼) = 𝑚
√
1 + 𝛼− 1, 𝛼 = 𝜙(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑚 − 1.

Тогда «цифры» 𝜆𝑛 и последовательность остатков 𝑟𝑛 образуются рекуррентным образом

𝜆0 = [𝛼], 𝑟𝑛 = {𝛼}, 𝜆0 + 𝑟0 = 𝛼,

𝜆𝑛 = [(1 + 𝑟𝑛−1)
𝑚 − 1], 𝑟𝑛 = {(1 + 𝑟𝑛−1)

𝑚 − 1}, 𝜆𝑛 + 𝑟𝑛 + 1 = (1 + 𝑟𝑛−1)
𝑚, 𝑛 ≥ 1.

Следовательно,

𝛼 = 𝜆0 − 1 +
𝑚

√︃
𝜆1 +

𝑚

√︂
𝜆2 + · · ·+

𝑚

√︁
𝜆𝑛−1 +

𝑚
√︀
𝜆𝑛 + 𝑟𝑛 + 1

(см. [3]).
Пусть теперь задана последовательность 𝑥𝑛 = 𝑓𝑛(𝛼𝑛) неотрицательных монотонных (воз-

растающих, соответственно, убывающих) функций при 𝛼𝑛 ≥ 1 и 𝛼𝑛 = 𝜙𝑛(𝑥𝑛) — последова-
тельность обратных к ним функций. Для любого неотрицательного действительного числа 𝛼
определим представление его в виде

𝛼 = 𝜆0 + 𝑓1(𝜆1 + 𝑓2(𝜆2 + · · ·+ 𝑓𝑛(𝜆𝑛 + 𝑟𝑛) . . . )), 𝑛 ≥ 0, (1′)

где «цифры» 𝜆̄𝑛 = 𝜆̄𝑛(𝛼), 𝑛 ≥ 0, — целые числа,

𝜆0 = 𝜆0(𝛼) = [𝛼], 𝑟0 = 𝑟0(𝛼) = {𝛼},
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𝜆𝑛 = 𝜆𝑛(𝛼) = [𝜙𝑛−1(𝑟𝑛−1(𝛼))], 𝑟𝑛 = 𝑟𝑛(𝛼) = {𝜙𝑛−1(𝑟𝑛−1(𝛼))}, 𝑛 ≥ 1,

причем [𝛼] и {𝛼} обозначают соответственно целую и дробную часть числа 𝛼.
6. Пусть при 𝑛 ≥ 1 заданы последовательность 𝑞𝑛 > 1 натуральных чисел,

𝑥𝑛 = 𝑓𝑛(𝛼𝑛) =
𝛼𝑛
𝑞𝑛
, 𝛼𝑛 = 𝜙𝑛(𝑥𝑛) = 𝑞𝑛𝑥𝑛.

Тогда имеем

𝜆𝑛 = [𝜙𝑛(𝑟𝑛−1(𝛼))] = [𝑞𝑛𝑟𝑛−1(𝛼)], 𝑟𝑛 = {𝑞𝑛𝑟𝑛−1(𝛼)} = {𝑞1 . . . 𝑞𝑛𝛼}.

Следовательно,
0 ≤ 𝜆𝑛 ≤ 𝑞𝑛𝑟𝑛−1(𝛼) < 𝑞𝑛,

т.е. «цифры» 𝜆𝑛 могут принимать целые значения от 0 до 𝑞𝑛 − 1.
Тем самым получено представление числа 𝛼 в виде

𝛼 = 𝜆0 +
𝜆1
𝑞1

+ · · ·+ 𝜆𝑛
𝑞1 . . . 𝑞𝑛

+
𝑟𝑛

𝑞1 . . . 𝑞𝑛
= 𝑆𝑛(𝛼) +

𝑟𝑛
𝑞1 . . . 𝑞𝑛

, 0 ≤ 𝑟𝑛 < 1.

В частности, при 𝛼 ∈ [0, 1] последовательность {𝑆𝑛(𝛼)} равномерно сходится к 𝛼 (см. [6]-[8]).
§1. Представление действительных чисел с помощью убывающей функции

[1],[3].
Пусть 𝑓(1) = 1 и 𝑓(𝑡) — неотрицательная, убывающая функция при 𝑡 ≥ 1. Если существует

число 𝑇 ≥ 1 такое, что 𝑓(𝑇 ) = 0, то при 𝑡 ≥ 𝑇 имеем 𝑓(𝑡) = 0. В противном случае справедливо
предельное соотношение

lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡) = 0.

Пусть, как и раньше, существует обратная функция 𝑡 = 𝜙(𝑥) для функции 𝑥 = 𝑓(𝑡) такая,
что 𝜙(𝑓(𝑡)) ≡ 𝑡 при 𝑡 ∈ [1, 𝑇 ]. Пусть, также,

𝜆0 = [𝑡], 𝑟0 = {𝑡}, 𝑡 = 𝜆0 + 𝑟0;

𝜆𝑛 = [𝜙(𝑟𝑛−1)], 𝑟𝑛 = {𝜙(𝑟𝑛−1)}, 𝜆𝑛 + 𝑟𝑛 = 𝜙(𝑟𝑛−1).

Наконец, пусть найдется число 0 < 𝛿 < 1 такое, что для всех 𝑡, 𝑢 ∈ [1, 𝑇 ] справедливо нера-
венство

|𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑢)| ≤ 𝛿|𝑡− 𝑢|. (2)

Положим
𝐶𝑛 = 𝜆0 + 𝑓(𝜆1 + 𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛) . . . )).

Теорема 1. Последовательность 𝐶𝑛 сходится к числу 𝑡.
Доказательство. Сначала, используя критерий Коши, установим сходимость последова-

тельности 𝐶𝑛, 𝑛 ≥ 1. Оценим при 𝑝 ≥ 1 модуль разности

|𝐶𝑛+𝑝 − 𝐶𝑛| = |𝑓(𝜆1 + 𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛+𝑝) . . . ))− 𝑓(𝜆1 + 𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛) . . . ))| =

= |𝑓(𝜆1 + 𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛 + 𝜎𝑛,𝑝) . . . ))− 𝑓(𝜆1 + 𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛) . . . ))|,

где
𝜎𝑛,𝑝 = 𝑓(𝜆𝑛+1 + 𝑓(𝜆𝑛+2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛+𝑝) . . . )).

Далее, используя неравенство (2), находим |𝐶𝑛+𝑝 − 𝐶𝑛| ≤

≤ 𝛿|𝑓(𝜆2 + 𝑓(𝜆3 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛 + 𝜎𝑛,𝑝) . . . ))− 𝑓(𝜆2 + 𝑓(𝜆3 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛) . . . ))| ≤ . . .
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· · · ≤ 𝛿𝑛−1|𝑓(𝜆𝑛 + 𝜎𝑛,𝑝)− 𝑓(𝜆𝑛)| ≤ 𝛿𝑛𝜎𝑛,𝑝 ≤ 𝛿𝑛.

Тем самым при 𝑛→∞ и любом 𝑝 ≥ 1 имеем, что 𝐶𝑛+𝑝−𝐶𝑛 → 0. Это и доказывает существо-
вание предела lim

𝑛→∞
𝐶𝑛.

Докажем теперь, что найденный предел равен 𝑡. Действительно, при 𝑛 ≥ 1 справедливо
тождество

𝜆𝑛 + 𝑟𝑛 = 𝜙(𝑟𝑛−1).

Тогда при 𝑛 ≥ 1 получим

𝜆0 + 𝑓(𝜆1 + 𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛 + 𝑟𝑛) . . . )) =

= 𝜆0 + 𝑓(𝜆1 + 𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓([𝜙(𝑟𝑛−1)] + {𝜙(𝑟𝑛−1)}) . . . )) =

𝜆0 + 𝑓(𝜆1 + 𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛−1 + 𝑓(𝜙(𝑟𝑛−1)) . . . )) = . . .

= 𝜆0 + 𝑓(𝜆1 + 𝑟1) = 𝜆0 + 𝑟0 = 𝑡.

Оценим сверху модуль разности

|𝑡− 𝐶𝑛| = |𝑓(𝜆1 + 𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛 + 𝑟𝑛) . . . ))− 𝑓(𝜆1 + 𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛) . . . ))| ≤

≤ 𝛿|𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛 + 𝑟𝑛) . . . ))− 𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛) . . . )| ≤ . . .

≤ 𝛿𝑛−1|𝑓(𝜆𝑛 + 𝑟𝑛)− 𝑓(𝜆𝑛)| ≤ 𝛿𝑛𝑟𝑛 ≤ 𝛿𝑛.

Теорема доказана.
§2. Представление действительного числа с помощью возрастающей функции

[2],[3].
Пусть 𝑓(0) = 0 и 𝑓(𝑡) — возрастающая функция при 𝑡 ≥ 1. Если существует число 𝑇 ≥ 1

такое, что 𝑓(𝑇 ) = 1, то при 𝑡 ≥ 𝑇 имеем 𝑓(𝑡) = 1. В противном случае справедливо предельное
соотношение

lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡) = 1.

Пусть, как и раньше, существует обратная функция 𝑡 = 𝜙(𝑥) для функции 𝑥 = 𝑓(𝑡) такая,
что 𝜙(𝑓(𝑡)) ≡ 𝑡 при 𝑡 ∈ [1, 𝑇 ]. Пусть, также,

𝜆0 = [𝑡], 𝑟0 = {𝑡}, 𝑡 = 𝜆0 + 𝑟0;

𝜆𝑛 = [𝜙(𝑟𝑛−1)], 𝑟𝑛 = {𝜙(𝑟𝑛−1)}, 𝜆𝑛 + 𝑟𝑛 = 𝜙(𝑟𝑛−1).

Наконец, пусть найдется число 0 < 𝛿 < 1 такое, что для всех 𝑡, 𝑢 ∈ [1, 𝑇 ] справедливо нера-
венство

|𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑢)| ≤ 𝛿|𝑡− 𝑢|.

Положим
𝐶𝑛 = 𝜆0 + 𝑓(𝜆1 + 𝑓(𝜆2 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛) . . . )).

Теорема 2. Последовательность 𝐶𝑛 сходится к числу 𝑡.

Доказательство теоремы 2 повторяет доказательство теоремы 1 с очевидной заменой усло-
вия убывания функции 𝑓(𝑥) на ее возрастание и соответствующей заменой пределов изменения
этой функции.

§3. Представление действительных чисел с помощью последовательности воз-

растающих функций.
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Пусть при 𝑛 ≥ 1 имеем 𝑓𝑛(0) = 0 и 𝑓𝑛(𝑡) — возрастающая функция для 𝑡 ≥ 1. Если
существует число 𝑇𝑛 ≥ 1 такое, что для всех 𝑛 ≥ 1 справедливо равенство 𝑓𝑛(𝑇 ) = 1, то при
𝑡 ≥ 𝑇𝑛 имеем 𝑓𝑛(𝑡) = 1. В противном случае справедливо предельное соотношение

lim
𝑡→∞

𝑓𝑛(𝑡) = 1.

Пусть, как и раньше, существует обратная функция 𝑡𝑛 = 𝜙𝑛(𝑥𝑛) для функции 𝑥𝑛 = 𝑓(𝑡𝑛)
такая, что 𝜙𝑛(𝑓𝑛(𝑡𝑛)) ≡ 𝑡𝑛 при 𝑡𝑛 ∈ [1, 𝑇𝑛]. Пусть, также,

𝜆0 = [𝑡], 𝑟0 = {𝑡}, 𝑡 = 𝜆0 + 𝑟0;

𝜆𝑛 = [𝜙𝑛−1(𝑟𝑛−1)], 𝑟𝑛 = {𝜙𝑛−1(𝑟𝑛−1)}, 𝜆𝑛 + 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛−1(𝑟𝑛−1).

Наконец, пусть для 𝑛 ≥ 1 найдется число 0 < 𝛿 < 1 такое, что для всех 𝑡, 𝑢 ∈ [1, 𝑇𝑛] справед-
ливо неравенство

|𝑓𝑛(𝑡)− 𝑓𝑛(𝑢)| ≤ 𝛿|𝑡− 𝑢|.
Положим

𝐶𝑛 = 𝜆0 + 𝑓1(𝜆1 + 𝑓2(𝜆2 + · · ·+ 𝑓𝑛(𝜆𝑛) . . . )).

Теорема 3. Последовательность 𝐶𝑛 сходится к числу 𝑡.
Доказательство. Используя критерий Коши, установим сходимость последовательности

𝐶𝑛, 𝑛 ≥ 1. Оценим при 𝑝 ≥ 1 модуль разности

|𝐶𝑛+𝑝 − 𝐶𝑛| = |𝑓1(𝜆1 + 𝑓2(𝜆2 + · · ·+ 𝑓𝑛+𝑝(𝜆𝑛+𝑝) . . . ))− 𝑓1(𝜆1 + 𝑓2(𝜆2 + · · ·+ 𝑓𝑛(𝜆𝑛) . . . ))| =

= |𝑓1(𝜆1 + 𝑓2(𝜆2 + · · ·+ 𝑓𝑛(𝜆𝑛 + 𝜎𝑛,𝑝) . . . ))− 𝑓1(𝜆1 + 𝑓2(𝜆2 + · · ·+ 𝑓𝑛(𝜆𝑛) . . . ))|,
где

𝜎𝑛,𝑝 = 𝑓𝑛+1(𝜆𝑛+1 + 𝑓𝑛+2(𝜆𝑛+2 + · · ·+ 𝑓𝑛+𝑝(𝜆𝑛+𝑝) . . . )).

Далее, используя неравенство (2), находим |𝐶𝑛+𝑝 − 𝐶𝑛| ≤

≤ 𝛿|𝑓(𝜆2 + 𝑓(𝜆3 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛 + 𝜎𝑛,𝑝) . . . ))− 𝑓(𝜆2 + 𝑓(𝜆3 + · · ·+ 𝑓(𝜆𝑛) . . . ))| ≤ . . .

· · · ≤ 𝛿𝑛−1|𝑓𝑛(𝜆𝑛 + 𝜎𝑛,𝑝)− 𝑓𝑛(𝜆𝑛)| ≤ 𝛿𝑛𝜎𝑛,𝑝 ≤ 𝛿𝑛.
Тем самым при 𝑛→∞ и любом 𝑝 ≥ 1 имеем, что 𝐶𝑛+𝑝−𝐶𝑛 → 0. Это и доказывает существо-
вание предела lim

𝑛→∞
𝐶𝑛.

Докажем теперь, что найденный предел равен 𝑡. Действительно, при 𝑛 ≥ 1 справедливо
тождество

𝜆𝑛 + 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛(𝑟𝑛−1).

Тогда при 𝑛 ≥ 1 получим

𝜆0 + 𝑓1(𝜆1 + 𝑓2(𝜆2 + · · ·+ 𝑓𝑛(𝜆𝑛 + 𝑟𝑛) . . . )) =

= 𝜆0 + 𝑓1(𝜆1 + 𝑓2(𝜆2 + · · ·+ 𝑓𝑛([𝜙(𝑟𝑛−1)] + {𝜙(𝑟𝑛−1)}) . . . )) =
𝜆0 + 𝑓1(𝜆1 + 𝑓2(𝜆2 + · · ·+ 𝑓𝑛(𝜆𝑛−1 + 𝑓𝑛(𝜙𝑛(𝑟𝑛−1)) . . . )) = . . .

= 𝜆0 + 𝑓1(𝜆1 + 𝑟1) = 𝜆0 + 𝑟0 = 𝑡.

Оценим сверху модуль разности

|𝑡− 𝐶𝑛| = |𝑓1(𝜆1 + 𝑓2(𝜆2 + · · ·+ 𝑓𝑛(𝜆𝑛 + 𝑟𝑛) . . . ))− 𝑓1(𝜆1 + 𝑓2(𝜆2 + · · ·+ 𝑓𝑛(𝜆𝑛) . . . ))| ≤

≤ 𝛿|𝑓2(𝜆2 + · · ·+ 𝑓𝑛(𝜆𝑛 + 𝑟𝑛) . . . ))− 𝑓2(𝜆2 + · · ·+ 𝑓𝑛(𝜆𝑛) . . . )| ≤ . . .
≤ 𝛿𝑛−1|𝑓𝑛(𝜆𝑛 + 𝑟𝑛)− 𝑓𝑛(𝜆𝑛)| ≤ 𝛿𝑛𝑟𝑛 ≤ 𝛿𝑛.

Теорема доказана.
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