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Аннотация

В статье рассматривается задача о дифракции гармонической цилиндрической зву-
ковой волны на многослойном сфероиде, состоящем из абсолютно жесткого сфероида и
окружающих его однородных сфероидальных слоев идеальной сжимаемой жидкости. По-
лагается, что сфероид находится в безграничной идеальной жидкости. Цилиндрическая
волна излучается бесконечно длинным линейным источником, параллельным оси враще-
ния сфероида.

Задача решается в вытянутой сфероидальной системе координат. Получено аналити-
ческое решение задачи. Рассмотрен частный случай двухслойного сфероида.
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Abstract

The article considers the problem of diffraction of a harmonic cylindrical sound wave on a
multilayered spheroid is considered. The multilayered spheroid consist from an absolutely rigid
spheroid and surroundштп homogeneous spheroidal layers of an ideal compressible liquid. It
is assumed that the spheroid is in an infinite ideal liquid. A cylindrical wave is emitted by an
infinitely long linear source parallel to the axis of rotation of the spheroid.

The problem is solved in an elongated spheroidal coordinate system. An analytical solution
of the problem has been obtained. A special case of a two-layer spheroid is considered.
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1. Введение

Сфероидальной гнометрией охватывается большое разнообразие форм. Многие реальные
объекты хорошо аппроксимируются телами, имеющими форму сфероида. В предельных слу-
чаях сфероид превращается в сферу, диск, сигарообразное тело. Изучению проблемы дифрак-
ции звуковых волн на сфероидах посвящено большое количество работ.

Дифракция плоских звуковых волны на идеальных (абсолютно жестких и акустически
мягких) сфероидах рассматривалась в работах [1 – 8]. Низкочастотные аппроксимации реше-
ний таких дифракционных задач построены в [9 – 13], а высокочастотные — в [14 – 17].

Задачи дифракции цилиндрических и сферических звуковых волн на идеальных сферои-
дах рассмотрены в [18 – 21].

Дифракции звука на сфероидальных телах со смешанными граничными условиями изу-
чалась в [22 – 24]. В [22, 23] падающая волна полагалась плоской, а в [24] — цилиндрической
и сферической.

В [25 – 28] получены решения задач о рассеянии плоских звуковых волн на проницаемых
(жидких) сфероидах.

Дифракция плоских звуковых волн на однородных упругих сфероидах исследовалась в
[29 – 37], а сферических и цилиндрических — в [38, 39].

В [40] получено решение задачи о рассеянии плоской волны на твердом вытянутом сферо-
иде, окруженном конфокальной оболочкой из акустического материала. Задача о рассеянии
сферической волны на многослойном проницаемом сфероиде с жестким включением решена
в [41]. На основе полученного решения рассмотрен случай одного сфероидального жидкого
слоя, окружающего жесткий сфероид [42].

В настоящей работе рассматривается дифракция цилиндрических звуковых волн на мно-
гослойном проницаемом сфероиде с абсолютно жестким сфероидальным включением.

2. Постановка задачи

Рассмотрим многослойный сфероид, состоящий из абсолютно жесткого сфероида и 𝑁
окружающих его однородных сфероидальных слоев идеальной сжимаемой жидкости или по-
добным жидкости материалов, в которых не распространяются сдвиговые волны. Каждый 𝑗 –
ый слой (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁) характеризуется плотностью 𝜌𝑗 и скоростью распространения звука
𝑐𝑗 . На многослойный сфероид, находящийся в безграничной однородной идеальной жидкости
с плотностью 𝜌 и скоростью звука 𝑐, падает гармоническая цилиндрическая волна, излучаемая
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бесконечно длинным линейным источником с временной зависимостью 𝑒−𝑖𝜔𝑡, где 𝜔 — круго-
вая частота; 𝑡 — время (в дальнейшем временной множитель будем опускать). Ось источника
параллельна оси вращения сфероида. Определим акустическое поле, рассеянное сфероидом.

3. Аналитическое решение задачи

Для решения задачи введем прямоугольную декартову систему координат 𝑥, 𝑦, 𝑧 с началом
в центре сфероида, ось 𝑧 которой является осью вращения сфероида. Для определенности
будем считать сфероидальное тело вытянутым.

Свяжем с координатами 𝑥, 𝑦, 𝑧 вытянутые сфероидальные координаты 𝜉, 𝜂, 𝜙 [43]

𝑥 = ℎ
[︀
(𝜉2 − 1)(1− 𝜂2)

]︀1/2
cos𝜙, 𝑦 = ℎ

[︀
(𝜉2 − 1)(1− 𝜂2)

]︀1/2
sin𝜙, 𝑧 = ℎ𝜉𝜂

(1 ⩽ 𝜉 <∞, −1 ⩽ 𝜂 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝜙 ⩽ 2𝜋),

где ℎ — половина межфокусного расстояния сфероида.
Фокусы сфероидальной системы координат, жесткого сфероида и каждого сфероидального

слоя полагаются общими.
В системе координат 𝜉, 𝜂, 𝜙 поверхности 𝑗 – го жидкого слоя (𝜉𝑗−1 ⩽ 𝜉 ⩽ 𝜉𝑗) определяются

уравнениями 𝜉 = 𝜉𝑗−1 и 𝜉 = 𝜉𝑗 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁), а уравнение поверхности абсолютно жесткого
сфероида записывается в виде 𝜉 = 𝜉0.

В вытянутой сфероидальной системе координат поверхность 𝜉 = 𝜉* = const является вытя-
нутым эллипсоидом вращения с большой осью, равной 2ℎ𝜉*, и малой осью, равной 2ℎ(𝜉2*−1)1/2.

Ведем дополнительную цилиндрическую систему координат 𝑟, 𝜙, 𝑧, связанную с рассеива-
телем. Линейный источник параллелен оси 𝑧 и в системе координат 𝑟, 𝜙, 𝑧 имеет цилиндриче-
ские координаты (𝑟0, 𝜙0).

Потенциал скоростей падающей волны имеет вид

Ψ0 = 𝐴𝐻0(𝑘𝑅), 𝑅 = [𝑟2 + 𝑟20 − 2𝑟𝑟0 cos(𝜙− 𝜙0)]
1/2

где 𝐴 — амплитуда падающей волны; 𝐻0(𝑥) — цилиндрическая функция Ганкеля первого рода
нулевого порядка; 𝑘 = 𝜔/𝑐 — волновое число жидкости, окружающей многослойный сфероид;
𝑅 — расстояние от источника до произвольной точки внешнего пространства.

Цилиндрическая волна может быть представлена разложением [44]

Ψ0 = 𝐴
∞∑︁

𝑚=0

(2− 𝛿0𝑚) cos𝑚(𝜙− 𝜙0)

{︂
𝐽𝑚(𝑘𝑟)𝐻𝑚(𝑘𝑟0), 𝑟 < 𝑟0
𝐽𝑚(𝑘𝑟0)𝐻𝑚(𝑘𝑟), 𝑟 > 𝑟0,

(1)

где 𝐽𝑚(𝑥) и 𝐻𝑚(𝑥) — цилиндрические функции Бесселя и Ганкеля первого рода порядка 𝑚,
𝛿0𝑚 — символ Кронекера.

Движение идеальной жидкости в установившемся режиме колебаний описывается уравне-
нием Гельмгольца [45].

Во внешней области потенциал скорости полного акустического поля Ψ удовлетворяет
уравнению Гельмгольца

ΔΨ+ 𝑘2Ψ = 0, (2)

где Ψ = Ψ0 +Ψ𝑠; Ψ𝑠 — потенциал скорости рассеянной волны.
Потенциал скорости акустического поля в 𝑗 – ом слое Ψ(𝑗) удовлетворяет уравнению

ΔΨ(𝑗) + 𝑘2𝑗Ψ
(𝑗) = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁, (3)

где 𝑘𝑗 = 𝜔/𝑐𝑗 — волновое число в 𝑗 – ом слое.
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При этом скорость частиц жидкости и акустическое давление во внешней среде и в слоях
определяются по формулам

v = gradΨ, 𝑝 = 𝑖𝜌𝜔Ψ,

v(𝑗) = gradΨ(𝑗), 𝑝(𝑗) = 𝑖𝜌𝜔Ψ(𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁.

В вытянутой сфероидальной системе координат оператор Лапласа Δ имеет вид

Δ =
1

𝐻𝜉𝐻𝜂𝐻𝜙

[︂
𝜕

𝜕𝜉

(︂
𝐻𝜂𝐻𝜙

𝐻𝜉

𝜕

𝜕𝜉

)︂
+

𝜕

𝜕𝜂

(︂
𝐻𝜉𝐻𝜙

𝐻𝜂

𝜕

𝜕𝜂

)︂
+

𝜕

𝜕𝜙

(︂
𝐻𝜉𝐻𝜂

𝐻𝜙

𝜕

𝜕𝜙

)︂]︂
,

где 𝐻𝜉 = ℎ

(︂
𝜉2 − 𝜂2

𝜉2 − 1

)︂1/2

, 𝐻𝜂 = ℎ

(︂
𝜉2 − 𝜂2

1− 𝜂2

)︂1/2

, 𝐻𝜙 = ℎ
[︀
(𝜉2 − 1)(1− 𝜂2)

]︀
— коэффициенты

Ламе системы координат 𝜉, 𝜂, 𝜙.
ПотенциалΨ𝑠 должен удовлетворять граничным условиям на внешней поверхности 𝜉 = 𝜉𝑁 ,

которые заключаются в равенстве акустических давлений и нормальных скоростей частиц во
внешней среде и в 𝑁 – ом слое

𝑝|𝜉=𝜉𝑁 = 𝑝(𝑁)|𝜉=𝜉𝑁 , 𝑣𝑛|𝜉=𝜉𝑁 = 𝑣(𝑁)
𝑛 |𝜉=𝜉𝑁 .

Учитывая, что нормальные скорости определяются через потенциалы выражениями

𝑣𝑛 =
1

𝐻𝜉

𝜕Ψ

𝜕𝜉
, 𝑣(𝑗)𝑛 =

1

𝐻𝜉

𝜕Ψ(𝑗)

𝜕𝜉
,

граничные условия на поверхности 𝜉 = 𝜉𝑁 запишем в виде

𝜌(Ψ0 +Ψ𝑠)|𝜉=𝜉𝑁 = 𝜌𝑁Ψ(𝑁)|𝜉=𝜉𝑁 , (4)

𝜕

𝜕𝜉
(Ψ0 +Ψ𝑠)

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉𝑁

=
𝜕

𝜕𝜉
Ψ(𝑁)

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉𝑁

. (5)

Потенциал Ψ𝑠 должен удовлетворять условиям излучения на бесконечности [45].
Граничные условия на границах раздела слоев 𝜉 = 𝜉𝑗 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1) заключаются в

непрерывности акустических давлений и нормальных скоростей частиц жидкостей

𝜌𝑗+1Ψ
(𝑗+1)|𝜉=𝜉𝑗 = 𝜌𝑗Ψ

(𝑗)|𝜉=𝜉𝑗 , (6)

𝜕

𝜕𝜉
Ψ(𝑗+1)

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉𝑗

=
𝜕

𝜕𝜉
Ψ(𝑗)

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝜉𝑗

. (7)

Граничное условие на поверхности жесткого сфероида состоит в равенстве нулю нормаль-
ной скорости частиц жидкости

𝜕Ψ(1)

𝜕𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜉=𝜉0

= 0. (8)

Акустические поля во внешней области и в каждом слое симметричны относительно плос-
кости, проходящей через линейный источник и ось 𝑧. Поэтому потенциал скорости рассеянной
волны Ψ𝑠, являющийся решением уравнения (2), при учете условий излучения на бесконечно-
сти будем искать в виде

Ψ𝑠 =

∞∑︁
𝑛=𝑚

∞∑︁
𝑚=0

𝐴𝑚𝑛𝑆𝑚𝑛(𝑞, 𝜂)𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉) cos𝑚(𝜙− 𝜙0), (9)
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а потенциалы скорости в 𝑗 – ом слое — в виде

Ψ(𝑗) =
∞∑︁

𝑛=𝑚

∞∑︁
𝑚=0

[︁
𝐵(𝑗)

𝑚𝑛𝑅
(1)
𝑚𝑛(𝑞𝑗 , 𝜉) + 𝐶(𝑗)

𝑚𝑛𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞𝑗 , 𝜉)

]︁
𝑆𝑚𝑛(𝑞𝑗 , 𝜂) cos𝑚(𝜙− 𝜙0), 𝑗 = 1, 2, . . . 𝑁. (10)

Здесь 𝑆𝑚𝑛(𝑞, 𝜂) — вытянутая угловая сфероидальная функция первого рода порядка 𝑚 сте-

пени 𝑛; 𝑅(𝑖)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉) — вытянутая радиальная сфероидальная 𝑖 – го рода (𝑖 = 1, 3); 𝑞 = 𝑘ℎ —

волновой размер сфероида.
Коэффициенты 𝐴𝑚𝑛, 𝐵

(𝑗)
𝑚𝑛, 𝐶

(𝑗)
𝑚𝑛 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁) полежат определению из граничных усло-

вий (4 – 8).
Прежде всего получим интегральные соотношения между цилиндрическими и сферои-

дальными функциями, которые будут использованы при удовлетворении граничных условий
(4) и (5).

Воспользуемся соотношением [43]

𝐽𝑚

[︁
𝑞(𝜉2 − 1)1/2(1− 𝜂2)1/2

]︁
= 2

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝑖𝑛−𝑚𝑁−1
𝑚𝑛𝑆𝑚𝑛(𝑞, 0)𝑆𝑚𝑛(𝑞, 𝜂)𝑅

(1)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉), (11)

где 𝑁𝑚𝑛(𝑞) — нормa угловой сфероидальной функции;

𝑆𝑚𝑛(𝑞, 0) =
(−1)

𝑛−𝑚
2 (𝑛+𝑚)!

2𝑛
(︂
𝑛−𝑚

2

)︂
!

(︂
𝑛+𝑚

2

)︂
!

при (𝑛−𝑚) — четное,

𝑆𝑚𝑛(𝑞, 0) = 0 при (𝑛−𝑚) — нечетное.
Умножим левую и правую части (11) на 𝑆𝑚𝑛(𝑞, 𝜂) и проинтегрируем по 𝜂 в пределах от -1

до 1. Учитывая условие ортогональности угловых сфероидальных функций [43]

1∫︁
−1

𝑆𝑚𝑛(𝑞, 𝜂)𝑆𝑚𝑘(𝑞, 𝜂)𝑑𝜂 = 𝛿𝑚𝑘𝑁𝑚𝑛, (12)

получаем следующее выражение:

1∫︁
−1

𝐽𝑚

[︁
𝑞(𝜉2 − 1)1/2(1− 𝜂2)1/2

]︁
𝑆𝑚𝑛(𝑞, 𝜂)𝑑𝜂 = 2𝑖𝑛−𝑚𝑆𝑚𝑛(𝑞, 0)𝑅

(1)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉). (13)

Дифференцируя (12) по 𝜉, получаем

1∫︁
−1

𝑞𝜉(1− 𝜂2)1/2

(𝜉2 − 1)1/2
𝐽 ′
𝑚

[︁
𝑞(𝜉2 − 1)1/2(1− 𝜂2)1/2

]︁
𝑆𝑚𝑛(𝑞, 𝜂)𝑑𝜂 = 2𝑖𝑛−𝑚𝑆𝑚𝑛(𝑞, 0)𝑅

(1)′
𝑚𝑛 (𝑞, 𝜉). (14)

Подставим разложения (1), (9) и (10) при 𝑗 = 𝑁 в граничные условия (4) и (5), заменив в
(1) цилиндрическую координату 𝑟 ее выражением в сфероидальных координатах

𝑟 = ℎ[(𝜉2 − 1)(1− 𝜂2)]1/2.

Учитывая ортогональность тригонометрических функций cos𝑚(𝜙 − 𝜙0), получаем для каж-
дого значения 𝑚 следующие соотношения:

𝜌
∞∑︁

𝑛=𝑚

𝐴𝑚𝑛𝑆𝑚𝑛(𝑞, 𝜂)𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉𝑁 )− 𝜌𝑁

∞∑︁
𝑛=𝑚

[︁
𝐵(𝑁)

𝑚𝑛 𝑅
(1)
𝑚𝑛(𝑞𝑁 , 𝜉𝑁 ) + 𝐶(𝑁)

𝑚𝑛 𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞𝑁 , 𝜉𝑁 )

]︁
𝑆𝑚𝑛(𝑞𝑁 , 𝜂) =
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= −𝐴𝜌(2− 𝛿0𝑚)𝐽𝑚

[︁
𝑞(𝜉2𝑁 − 1)1/2(1− 𝜂2)1/2

]︁
𝐻𝑚(𝑘𝑟0), (15)

∞∑︁
𝑛=𝑚

𝐴𝑚𝑛𝑆𝑚𝑛(𝑞, 𝜂)𝑅
(3)′
𝑚𝑛 (𝑞, 𝜉𝑁 )−

∞∑︁
𝑛=𝑚

[︁
𝐵(𝑁)

𝑚𝑛 𝑅
(1)′
𝑚𝑛 (𝑞𝑁 , 𝜉𝑁 ) + 𝐶(𝑁)

𝑚𝑛 𝑅
(3)′
𝑚𝑛 (𝑞𝑁 , 𝜉𝑁 )

]︁
𝑆𝑚𝑛(𝑞𝑁 , 𝜂) =

= −𝐴𝑞𝜉𝑁 (1− 𝜂2)1/2

(𝜉2𝑁 − 1)1/2
(2− 𝛿0𝑚)𝐽 ′

𝑚

[︁
𝑞(𝜉2𝑁 − 1)1/2(1− 𝜂2)1/2

]︁
𝐻𝑚(𝑘𝑟0). (16)

Умножим левую и правую части уравнений (15) и (16) на 𝑆𝑚𝑘(𝑞, 𝜂) и проинтегрируем по
𝜂 в пределах от -1 до 1. Учитывая (12 – 14), получаем

𝜌𝐴𝑚𝑛𝑁𝑚𝑛(𝑞)𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉𝑁 )− 𝜌𝑁

∞∑︁
𝑘=𝑚

[︁
𝐵

(𝑁)
𝑚𝑘 𝑅

(1)
𝑚𝑘(𝑞𝑁 , 𝜉𝑁 ) + 𝐶

(𝑁)
𝑚𝑘 𝑅

(3)
𝑚𝑘(𝑞𝑁 , 𝜉𝑁 )

]︁
< 𝑆

(𝑁)
𝑚𝑘 , 𝑆𝑚𝑛 >=

= −2𝐴𝜌(2− 𝛿0𝑚)𝐻𝑚(𝑘𝑟0)𝑖
𝑛−𝑚𝑆𝑚𝑛(𝑞, 0)𝑅

(1)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉𝑁 ), (17)

𝐴𝑚𝑛𝑁𝑚𝑛(𝑞)𝑅
(3)′
𝑚𝑛 (𝑞, 𝜉𝑁 )−

∞∑︁
𝑘=𝑚

[︁
𝐵

(𝑁)
𝑚𝑘 𝑅

(1)′

𝑚𝑘 (𝑞𝑁 , 𝜉𝑁 ) + 𝐶
(𝑁)
𝑚𝑘 𝑅

(3)′

𝑚𝑘 (𝑞𝑁 , 𝜉𝑁 )
]︁
< 𝑆

(𝑁)
𝑚𝑘 , 𝑆𝑚𝑛 >=

= −2𝐴(2− 𝛿0𝑚)𝐻𝑚(𝑘𝑟0)𝑖
𝑛−𝑚𝑆𝑚𝑛(𝑞, 0)𝑅

(1)′
𝑚𝑛 (𝑞, 𝜉𝑁 ), (18)

где < 𝑆
(𝑁)
𝑚𝑘 , 𝑆𝑚𝑛 >=

1∫︀
−1

𝑆𝑚𝑘(𝑞𝑁 , 𝜂)𝑆𝑚𝑛(𝑞, 𝜂)𝑑𝜂.

Теперь подставим разложения (10) в граничные условия (6) и (7) на поверхности 𝜉 = 𝜉𝑗
(𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1). Получаем для каждого значения 𝑚 следующие соотношения:

𝜌𝑗+1

∞∑︁
𝑛=𝑚

[︁
𝐵(𝑗+1)

𝑚𝑛 𝑅(1)
𝑚𝑛(𝑞𝑗+1, 𝜉𝑗) + 𝐶(𝑗+1)

𝑚𝑛 𝑅(3)
𝑚𝑛(𝑞𝑗+1, 𝜉𝑗)

]︁
𝑆𝑚𝑛(𝑞𝑗+1, 𝜂) =

= 𝜌𝑗

∞∑︁
𝑛=𝑚

[︁
𝐵(𝑗)

𝑚𝑛𝑅
(1)
𝑚𝑛(𝑞𝑗 , 𝜉𝑗) + 𝐶(𝑗)

𝑚𝑛𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞𝑗 , 𝜉𝑗)

]︁
𝑆𝑚𝑛(𝑞𝑗 , 𝜂), (19)

∞∑︁
𝑛=𝑚

[︁
𝐵(𝑗+1)

𝑚𝑛 𝑅(1)′
𝑚𝑛 (𝑞𝑗+1, 𝜉𝑗) + 𝐶(𝑗+1)

𝑚𝑛 𝑅(3)′
𝑚𝑛 (𝑞𝑗+1, 𝜉𝑗)

]︁
𝑆𝑚𝑛(𝑞𝑗+1, 𝜂) =

=
∞∑︁

𝑛=𝑚

[︁
𝐵(𝑗)

𝑚𝑛𝑅
(1)′
𝑚𝑛 (𝑞𝑗 , 𝜉𝑗) + 𝐶(𝑗)

𝑚𝑛𝑅
(3)′
𝑚𝑛 (𝑞𝑗 , 𝜉𝑗)

]︁
𝑆𝑚𝑛(𝑞𝑗 , 𝜂), (20)

Умножим левую и правую части уравнений (19) и (20) на 𝑆𝑚𝑘(𝑞𝑗+1, 𝜂) и проинтегрируем
по 𝜂 в пределах от -1 до 1. Получаем

𝜌𝑗+1𝑁𝑚𝑛(𝑞𝑗+1)
[︁
𝐵(𝑗+1)

𝑚𝑛 𝑅(1)
𝑚𝑛(𝑞𝑗+1, 𝜉𝑗) + 𝐶(𝑗+1)

𝑚𝑛 𝑅(3)
𝑚𝑛(𝑞𝑗+1, 𝜉𝑗)

]︁
−

−𝜌𝑗
∞∑︁

𝑘=𝑚

[︁
𝐵

(𝑗)
𝑚𝑘𝑅

(1)
𝑚𝑘(𝑞𝑗 , 𝜉𝑗) + 𝐶

(𝑗)
𝑚𝑘𝑅

(3)
𝑚𝑘(𝑞𝑗 , 𝜉𝑗)

]︁
< 𝑆

(𝑗)
𝑚𝑘, 𝑆

(𝑗+1)
𝑚𝑛 >= 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1, (21)

𝑁𝑚𝑛(𝑞𝑗+1)
[︁
𝐵(𝑗+1)

𝑚𝑛 𝑅(1)′
𝑚𝑛 (𝑞𝑗+1, 𝜉𝑗) + 𝐶(𝑗+1)

𝑚𝑛 𝑅(3)′
𝑚𝑛 (𝑞𝑗+1, 𝜉𝑗)

]︁
−

−
∞∑︁

𝑘=𝑚

[︁
𝐵

(𝑗)
𝑚𝑘𝑅

(1)′

𝑚𝑘 (𝑞𝑗 , 𝜉𝑗) + 𝐶
(𝑗)
𝑚𝑘𝑅

(3)′

𝑚𝑘 (𝑞𝑗 , 𝜉𝑗)
]︁
< 𝑆

(𝑗)
𝑚𝑘, 𝑆

(𝑗+1)
𝑚𝑛 >= 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1, (22)

где < 𝑆
(𝑗)
𝑚𝑘, 𝑆

(𝑗+1)
𝑚𝑛 >=

1∫︀
−1

𝑆𝑚𝑘(𝑞𝑗 , 𝜂)𝑆𝑚𝑛(𝑞𝑗+1, 𝜂)𝑑𝜂.
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Подставим разложение (10) при 𝑗 = 1 в граничное условие (8), заданное на поверхности
𝜉 = 𝜉0. Учитывая ортогональность косинусов и угловых сфероидальных функций, получаем
для каждого значения 𝑚

𝐵(1)
𝑚𝑛𝑅

(1)′
𝑚𝑛 (𝑞1, 𝜉0) + 𝐶(1)

𝑚𝑛𝑅
(3)′
𝑚𝑛 (𝑞1, 𝜉0) = 0. (23)

Таким образом, для нахождения коэффициентов 𝐴𝑚𝑛, 𝐵
(𝑗)
𝑚𝑛, 𝐶

(𝑗)
𝑚𝑛 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁) разло-

жений (9) и (10) для каждого фиксированного значения 𝑚 получена бесконечная система
уравнений, состоящая из линейных уравнений (17), (18), (21 – 23). При этом невозможно
найти значения коэффициентов для отдельного фиксированного значения 𝑛. Коэффициенты
разложений акустических волн в слоях для всех 𝑛 связаны между собой.

Бесконечная система подлежит решению методом усечения [46]. При порядке усечения 𝑇
(𝑚 = 0, 1, . . . , 𝑇 ; 𝑛 = 𝑚,𝑚 + 1, . . . , 𝑇 ) для каждого значения 𝑚 необходимо решить (𝑇 + 1)
конечных систем, состоящих из (2𝑁+1)(𝑇+1−𝑚) уравнений с (2𝑁+1)(𝑇+1−𝑚) неизвестными

𝐴𝑚𝑚, 𝐵
(1)
𝑚𝑚, 𝐶

(1)
𝑚𝑚, 𝐵

(2)
𝑚𝑚, 𝐶

(2)
𝑚𝑚, . . . , 𝐵

(𝑁)
𝑚𝑚, 𝐶

(𝑁)
𝑚𝑚,

𝐴𝑚,𝑚+1, 𝐵
(1)
𝑚,𝑚+1, 𝐶

(1)
𝑚,𝑚+1, 𝐵

(2)
𝑚,𝑚+1, 𝐶

(2)
𝑚,𝑚+1, . . . , 𝐵

(𝑁)
𝑚,𝑚+1, 𝐶

(𝑁)
𝑚,𝑚+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝐴𝑚𝑇 , 𝐵
(1)
𝑚𝑇 , 𝐶

(1)
𝑚𝑇 , 𝐵

(2)
𝑚𝑇 , 𝐶

(2)
𝑚𝑇 , . . . , 𝐵

(𝑁)
𝑚𝑇 , 𝐶

(𝑁)
𝑚𝑇 .

Сходимость рядов (9) и (10)) зависит от значения волнового размера сфероида 𝑞. Получить
значения коэффициентов рядов с заданной точностью можно путем сопоставления последо-
вательных решений конечных систем, получаемых из бесконечной системы ее усечением с
возрастающими значениями порядка усечения 𝑇 .

Рассмотрим дальнюю зону акустического поля. Введем сферическую систему координат
𝑟, 𝜃, 𝜙, связанную со сфероидом. Учитывая, что на больших расстояниях от сфероида спра-
ведливы соотношения

ℎ𝜉 = 𝑟, 𝜂 = cos 𝜃

и используя асимптотическую формулу при 𝑞𝜉 → ∞ [43]

𝑅(3)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉) ∼

1

𝑞𝜉
(−𝑖)(𝑛+1) exp(𝑖𝑞𝜉),

из формулы (9) получим

Ψ𝑠 = 𝐹 (𝜃, 𝜙)
𝑒𝑖𝑘𝑟

𝑘𝑟
,

где

𝐹 (𝜃, 𝜙) =
∞∑︁

𝑛=𝑚

∞∑︁
𝑚=0

(−𝑖)𝑛+1𝐴𝑚𝑛𝑆𝑚𝑛(𝑞, 𝜂) cos𝑚(𝜙− 𝜙0)].

4. Случай двухслойного сфероида

Рассмотрим случай, когда сфероидальное тело состоит из абсолютно жесткого сфероида
с одним прилегающим жидким слоем (𝑁 = 1). Тогда потенциал скорости волны, рассеянной
двухслойным сфероидом определяется формулой (9), а потенциал скорости в жидком слое на
основании (10) запишется в виде

Ψ(1) =

∞∑︁
𝑛=𝑚

∞∑︁
𝑚=0

[︁
𝐵(1)

𝑚𝑛𝑅
(1)
𝑚𝑛(𝑞1, 𝜉) + 𝐶(1)

𝑚𝑛𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞1, 𝜉)

]︁
𝑆𝑚𝑛(𝑞1, 𝜂) cos𝑚(𝜙− 𝜙0). (24)
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Коэффициенты 𝐴𝑚𝑛, 𝐵
(1)
𝑚𝑛, 𝐶

(1)
𝑚𝑛 определяются из системы уравнений (17) и (18), записанных

для 𝑁 = 1, и (23).

Из уравнения (23) выразим 𝐶
(1)
𝑚𝑛 через 𝐵(1)

𝑚𝑛. Получаем

𝐶(1)
𝑚𝑛 = −𝑅

(1)′
𝑚𝑛 (𝑞1, 𝜉0)

𝑅
(3)′
𝑚𝑛 (𝑞1, 𝜉0)

𝐵(1)
𝑚𝑛. (25)

Подставим (25) в (17) и (18), записанных для 𝑁 = 1. Будем иметь

𝐴𝑚𝑛𝑁𝑚𝑛(𝑞)𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉1)−

−𝜌1
𝜌

∞∑︁
𝑘=𝑚

[︁
𝑅

(3)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)
]︁−1 [︁

𝑅
(1)
𝑚𝑘(𝑞1, 𝜉1)𝑅

(3)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)−𝑅
(3)
𝑚𝑘(𝑞1, 𝜉1)𝑅

(1)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)
]︁
𝐵

(1)
𝑚𝑘 < 𝑆

(1)
𝑚𝑘, 𝑆𝑚𝑛 >=

= −2𝐴(2− 𝛿0𝑚)𝐻𝑚(𝑘𝑟0)𝑖
𝑛−𝑚𝑆𝑚𝑛(𝑞, 0)𝑅

(1)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉1), (26)

𝐴𝑚𝑛𝑁𝑚𝑛(𝑞)𝑅
(3)′
𝑚𝑛 (𝑞, 𝜉1)−

−
∞∑︁

𝑘=𝑚

[︁
𝑅

(3)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)
]︁−1 [︁

𝑅
(1)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉1)𝑅
(3)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)−𝑅
(3)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉1)𝑅
(1)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)
]︁
𝐵

(1)
𝑚𝑘 < 𝑆

(1)
𝑚𝑘, 𝑆𝑚𝑛 >=

= −2𝐴(2− 𝛿0𝑚)𝐻𝑚(𝑘𝑟0)𝑖
𝑛−𝑚𝑆𝑚𝑛(𝑞, 0)𝑅

(1)′
𝑚𝑛 (𝑞, 𝜉1). (27)

Из (26) выразим 𝐴𝑚𝑛. Получаем

𝐴𝑚𝑛 =
𝜌1
𝜌

[︁
𝑁𝑚𝑛(𝑞)𝑅

(3)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉1)

]︁−1
×

×
∞∑︁

𝑘=𝑚

[︁
𝑅

(3)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)
]︁−1 [︁

𝑅
(1)
𝑚𝑘(𝑞1, 𝜉1)𝑅

(3)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)−𝑅
(3)
𝑚𝑘(𝑞1, 𝜉1)𝑅

(1)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)
]︁
< 𝑆

(1)
𝑚𝑘, 𝑆𝑚𝑛 > 𝐵

(1)
𝑚𝑘−

−2𝐴
(2− 𝛿0𝑚)

𝑁𝑚𝑛(𝑞)
𝐻𝑚(𝑘𝑟0)𝑖

𝑛−𝑚𝑆𝑚𝑛(𝑞, 0)
𝑅

(1)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉1)

𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉1)

. (28)

Подставляя (28) в (27), получаем бесконечную систему линейных уравнений для определе-
ния коэффициентов 𝐵𝑚𝑛 для каждого фиксированного значения 𝑚 (𝑚 = 0, 1, . . . ) при всех
значениях 𝑛 (𝑛 = 𝑚+ 1,𝑚+ 2, . . . )

∞∑︁
𝑘=𝑚

𝛼𝑚𝑛𝑘𝐵𝑚𝑘 = 𝛽𝑚𝑛,

где

𝛼𝑚𝑛𝑘 =
1

𝑅
(3)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)

{︃
𝜌1
𝜌

𝑅
(3)′
𝑚𝑛 (𝑞, 𝜉1)

𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉1)

[︁
𝑅

(1)
𝑚𝑘(𝑞1, 𝜉1)𝑅

(3)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)−𝑅
(3)
𝑚𝑘(𝑞1, 𝜉1)𝑅

(1)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)
]︁
−

−
[︁
𝑅

(1)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉1)𝑅
(3)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)−𝑅
(3)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉1)𝑅
(1)′

𝑚𝑘 (𝑞1, 𝜉0)
]︁}︁

< 𝑆
(1)
𝑚𝑘, 𝑆𝑚𝑛 >;

𝛽𝑚𝑛 = 2𝐴(2− 𝛿0𝑚)𝐻𝑚(𝑘𝑟0)𝑖
𝑛−𝑚 𝑆𝑚𝑛(𝑞, 0)

𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉1)

[︁
𝑅(1)

𝑚𝑛(𝑞, 𝜉1)𝑅
(3)′
𝑚𝑛 (𝑞, 𝜉1)−𝑅(1)′

𝑚𝑛 (𝑞, 𝜉1)𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉1)

]︁
.

Используя выражение для вронскиана для вытянутых сфероидальных функций [47]

𝑅(1)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉)𝑅

(3)′
𝑚𝑛 (𝑞, 𝜉)−𝑅(1)′

𝑚𝑛 (𝑞, 𝜉)𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉) =

𝑖

𝑞(𝜉2 − 1)
,
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будем иметь

𝛽𝑚𝑛 = 2𝐴(2− 𝛿0𝑚)𝐻𝑚(𝑘𝑟0)𝑖
𝑛−𝑚+1 𝑆𝑚𝑛(𝑞, 0)

𝑞(𝜉21 − 1)𝑅
(3)
𝑚𝑛(𝑞, 𝜉1)

.

После вычисления коэффициентов 𝐵𝑚𝑛 находим по формуле (28) коэффициенты 𝐴𝑚𝑛, ко-
торые подставляем в разложение (9). В результате определяем акустическое поле, рассеянное
двухслойным сфероидом.

5. Заключение

В настоящей работе получено аналитическое решение задачи задачи дифракции цилиндри-
ческой звуковой волны на многослойном проницаемом сфероиде. Полученное решение мож-
но распространить на случай сплюснутого сфероидального тела, если провести формальную
замену 𝜉 на 𝑖𝜉 и ℎ на −𝑖ℎ, переводящую вытянутую сфероидальную систему координат в
сплюснутую.

Из полученного решения задачи дифракции цилиндрической волны можно получить реше-
ние задачи для случая, когда падающая волна является плоской и распространяется перпен-
дикулярно оси вращения сфероида. Для этого, считая, что расстояние между источником и
рассеивателем достаточно велико (𝑘𝑟0 >> 1), следует заменить в (17), (18) функцию 𝐻𝑚(𝑘𝑟0)
ее асимптотическим выражением, используя асимптотическую формулу [47]

𝐻𝑚(𝑥) ∼
√︀

2/(𝜋𝑥) exp[𝑖(𝑥−𝑚𝜋/2− 𝜋/4)].

В результате получим решение задачи дифракции плоской волны, амплитуда которой равна√︀
2/(𝜋𝑘𝑟0) exp[𝑖(𝑘𝑟0 − 𝜋/4)].
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