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Аннотация

Для гипоупругих сред с начальными напряжениями распространение акустических
волн рассматривается с точки зрения наложения малых возмущений на конечные де-
формации. Начальное состояние среды характеризуется однородными полями конечных
деформаций и напряжений, распространение волны описывается малыми возмущениями
поля перемещений. В статье получены линеаризованная в окрестности начального состоя-
ния формулировка теоремы об изменении кинетической энергии среды и, как ее следствие,
формулировка акустической теоремы Пойнтинга для гипоупругой среды. Выписано выра-
жение для вектора Умова—Пойнтинга для гипоупругой среды через обобщенный тензор
истинных напряжений.

Для плоских монохроматических волн определено изменение тензора напряжений, свя-
занное с прохождением волны в среде с начальными напряжениями, получено выражение
для вектора Умова – Пойнтинга через второй тензор Кристоффеля и начальные напряже-
ния, действующие в среде. Получено выражение для вектора лучевой скорости, учитываю-
щее действующие в среде начальные напряжения. Показано, что при действии начальных
напряжений вектор Умова – Пойнтинга отклоняется от вектора лучевой скорости. Этот
результат не позволяет использовать вектор лучевой скорости для определения направ-
ления потоков энергии при распространении акустических волн в гипоупругих средах с
начальными напряжениями.
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Abstract

For hypoelastic media with initial stresses, the propagation of acoustic waves is considered
from the point of view of superposition of small perturbations on finite strains. The initial
state of the medium is characterized by homogeneous fields of finite strains and stresses, wave
propagation is described by small perturbations of the displacement field. In the article, the
formulation of the theorem on the change in the kinetic energy of the medium, linearized in
the vicinity of the initial state, and, as a consequence, the formulation of the acoustic Poynting
theorem for a hypoelastic medium are obtained. An expression for the Umov – Poynting vector
for a hypoelastic medium is written in terms of a generalized true stress tensor.

For plane monochromatic waves, the change in the stress tensor associated with the
passage of a wave in a medium with initial stresses is determined, and an expression for the
Umov–Poynting vector is obtained through the second Christoffel tensor and the initial stresses
acting in the medium. An expression for the radial velocity vector that takes into account the
initial stresses acting in the medium is obtained. It is shown that under the action of initial
stresses, the Umov – Poynting vector deviates from the radial velocity vector. This result does
not allow to use the radial velocity vector to determine the direction of energy flows during the
propagation of acoustic waves in hypoelastic media with initial stresses.

Keywords: hypoelastic medium, initial stresses, acoustic waves, anisotropic materials, energy
“drift”, acoustic Poynting theorem, Umov – Poynting vector, radial velocity vector.
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Введение

Модели гипоупругих материалов часто используются для анализа поведения различных
сред, таких как композиты, полимеры, грунты, биологические ткани, особенно в тех случаях,
когда они работают в области больших деформаций. Для определения свойств и структуры
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таких материалов, проведения неразрушающего контроля в изделиях из них применяются
методы акустоупругости, связанные с распространением звуковых волн.

Особенности распространения акустических волн в изотропных гипоупругих материалах
рассматривались в работах [1, 2, 3, 4, 5]. В работах [6, 7, 8, 9, 10] предложена приближенная
теория распространения акустических волн в анизотропных гипоупругих средах с начальны-
ми напряжениями. В работах [5, 6, 7] получены линеаризованные в окрестности начального
состояния динамические уравнения распространения акустических волн, а в статьях [8, 9] по-
лучены динамические уравнения, записанные относительно поля скоростей, и представление
для акустического тензора среды с начальными напряжениями. На основе этих уравнений
на примере анизотропного материала с симметрией свойств, присущей кристаллам кубиче-
ской сингонии, в работах [8, 9] проанализировано влияние начальных напряжений на фазо-
вые скорости распространения волн, а также на ориентацию векторов поляризации, векторов
лучевых скоростей и векторов рефракции (при отражении от жесткой стенки) относитель-
но вектора волновой нормали. В работе [10] рассмотрено распространение акустических волн
в трансверсально-изотропных средах и средах с симметрией свойств, присущей кристаллам
гексагональной сингонии.

Известным является факт, что в волновых процессах не происходит перенос массы, они
сопровождаются переносом энергии. В линейной теории распространения упругих волн пола-
гают, что направление переноса энергии определяется лучевым вектором [11, 12, 13]. В случае
изотропных материалов лучевой вектор совпадает с направлением распространения волны, а
в анизотропных материалах происходит так называемый «снос» энергии. При этом оказыва-
ется, что направления лучевого вектора и вектора волновой нормали не совпадают. В связи
с этим представляет интерес определение направления потоков энергии, переносимой волной,
в средах с начальными напряжениями. В настоящей статье для плоских монохроматических
волн, распространяющихся в гипоупругой среде с начальными напряжениями, будут получе-
ны выражения для составляющих вектора Умова—Пойнтинга, характеризующего по величине
и направлению перенос энергии.

1. Акустическая теорема Пойнтинга для гипоупругой среды с на-
чальными напряжениями

Будем считать, что среда, в которой распространяются акустические волны, является ги-
поупругой. Определяющие соотношения для гипоупругой среды устанавливают связь между
объективной производной обобщенного тензора истинных напряжений Σ = 𝐽S и тензором
деформации скорости W:

ΣΔ = N · ·W, (1.1)

где N — тензор четвертого ранга, определяемый свойствами среды, S — тензор истинных
напряжений Коши, 𝐽 = detΦ — определитель аффинора деформаций Φ, характеризующий
относительное изменение объема: 𝐽 = 𝑑𝑉

𝑑𝑉0
, двумя точками обозначено двойное скалярное про-

изведение.
В качестве объективной производной в (1.1) используем полярную производную [14]:

ΣΔ = Σ̇+ΩΩΩ ·Σ−Σ ·ΩΩΩ, ΩΩΩ = R−1 · Ṙ, (1.2)

где ΩΩΩ — тензор спина, R — тензор поворота, входящий в полярное разложение аффинора
деформаций.

Полярная производная ΣΔ (1.2) определяет скорость изменения тензора Σ относительно
полярного базиса, вращающегося со скоростью ΩΩΩ относительно неподвижного базиса e1, e2,
e3. Полная производная тензора Σ определяет скорость его изменения относительно непо-
движного базиса.
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Рассмотрим три конфигурации среды: отсчетную, соответствующую моменту времени
𝑡 = 𝑡0, начальную (𝑡 = 𝑡1) и конечную (𝑡 > 𝑡1) [15]. Считаем, что в отсчетной конфигурации
материал находится в естественном состоянии, т.е. в нем отсутствуют напряжения и деформа-
ции. В результате движения среда переходит в начальное состояние, которое характеризуется

полем перемещений u1(x0, 𝑡1) и аффинором деформаций Φ1 = E+∇0u1, где ∇0 () = e𝑖
𝜕 ()

𝜕𝑥𝑖0
—

набла-оператор отсчетного состояния, E — единичный тензор, x0 = 𝑥𝑖0e𝑖 — радиус-вектор
точки в отсчетном состоянии.

Напряжения характеризуются тензором истинных напряжений Коши S1, поля деформа-
ций и напряжений в начальном состоянии однородны. Положение частиц среды определяется
вектором x1(x0, 𝑡1) = x0 + u1(x0, 𝑡1).

В момент времени 𝑡 = 𝑡1 возникает возмущение поля перемещений, определяемое векто-
ром u12 и связанное с прохождением акустической волны. В конечной конфигурации поле
перемещений определяется выражением

u2(x1, 𝑡) = u1(x0, 𝑡1) + u12(x1, 𝜏), (1.3)

где 𝜏 = 𝑡− 𝑡1, а поле напряжений характеризуется тензором

S2(x2, 𝑡) = S1(x1, 𝑡1) + S12(x1, 𝜏), (1.4)

где S12(x1, 𝜏) — изменение поля напряжений, вызванное возмущением перемещений u12(x1, 𝜏).
Напряжения (1.4) удовлетворяют уравнениям движения, Эйлерова форма которых имеет

вид

∇2 · S2 = 𝜌2ü2, ∇2 () = e𝑖
𝜕 ()

𝜕𝑥𝑖2
, x2 = x1 + u12. (1.5)

При рассмотрении акустических волн принято считать, что перемещения u12 и их гради-
енты малы [15, 16]. В рамках этого предположения в работе [8] получены линеаризованные в
окрестности начального состояния уравнения распространения малых возмущений поля пе-
ремещений в виде:

∇1 · (𝐽1S12) = 𝜌0ü12. (1.6)

Перейдем в уравнениях (1.6) к обобщенному тензору напряжений, который входит в опре-
деляющие соотношения (1.1). Обозначим изменение обобщенного тензора напряжений, вы-
званное возмущением перемещений u12(x1, 𝜏), через

Σ12(x1, 𝜏) = Σ2(x2, 𝑡)−Σ1(x1, 𝑡1), (1.7)

где Σ1 = 𝐽1S1, Σ2 = 𝐽2S2. В этом случае уравнения (1.6) приводятся к виду:

∇1 ·Σ12 −Σ1 · ∇1∇1 · u12 = 𝜌0ü12. (1.8)

В работе [8] также получена связь между возмущениями тензоров истинных и обобщенных
напряжений, линеаризованная в окрестности начального состояния:

𝐽1S12 = Σ12 − (∇1 · u12)Σ1. (1.9)

Для определения энергии, переносимой волной, запишем для произвольного объема 𝑉
среды теорему об изменении кинетической энергии [14] в виде

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑉

𝜌𝑣2

2
𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉

𝜌F · v𝑑𝑉 +

∫︁
Σ

n · S · v𝑑Σ−
∫︁
𝑉

S · ·v∇𝑑𝑉 , (1.10)
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где 𝑣2 = v · v, F — плотность массовых сил, n — единичная внешняя нормаль к замкнутой
поверхности Σ, ограничивающей объем 𝑉 .

В соответствии с (1.10) скорость изменения кинетической энергии среды, заключенной
в объеме 𝑉 , равна мощности внешних массовых и поверхностных сил и мощности напря-
жений. Известно, что скорость изменения кинетической энергии может быть записана в виде
𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝑉

𝜌𝑣2

2
𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉

𝜌

2

𝑑𝑣2

𝑑𝑡
𝑑𝑉 [14]. В дальнейшем считаем, что внешние массовые силы отсутству-

ют (F = 0). Запишем теорему (1.10) в окрестности начального состояния, учитывая малость
градиентов перемещений u12 и представляя напряжения в виде (1.4). Получим∫︁

𝑉1

𝜌1
2

𝑑𝑣2

𝑑𝑡
𝑑𝑉 = −

∫︁
𝑉1

(S1 + S12) · ·v∇1𝑑𝑉 +

∫︁
Σ1

n1 · (S1 + S12) · v𝑑Σ. (1.11)

Применяя теорему Остроградского в правой части (1.11), получим

−
∫︁
𝑉1

S1 · ·v∇1𝑑𝑉 +

∫︁
Σ1

n1 · S1 · v𝑑Σ =

= −
∫︁
𝑉1

S1 · ·v∇1𝑑𝑉 +

∫︁
𝑉1

∇1 · (S1 · v)𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉1

v · (∇1 · S1)𝑑𝑉 = 0

в силу однородности поля начальных напряжений. Тогда линеаризованная форма теоремы об
изменении кинетической энергии в окрестности начального состояния имеет вид∫︁

𝑉1

𝜌1
2

𝑑𝑣2

𝑑𝑡
𝑑𝑉 +

∫︁
𝑉1

S12 · ·v∇1𝑑𝑉 = −
∫︁
Σ1

n1 ·U𝑑Σ, (1.12)

где U = −S12 · v — вектор Умова – Пойнтинга — вектор, поток которого через поверхность
Σ1 равен скорости изменения кинетической энергии среды в объеме 𝑉1 за вычетом мощности
напряжений.

В линейной теории упругости вектор Умова – Пойнтинга используется для определения
направления переноса энергии при распространении акустических волн и по величине равен
механической (сумме кинетической и потенциальной) энергии, переносимой через единицу
площади поверхности в единицу времени [11, 12].

Подставим в уравнения (1.12) представление для напряжений (1.9) и после преобразований
получим∫︁

𝑉1

𝜌1

(︂
1

2

𝑑𝑣2

𝑑𝑡
+

1

𝜌0
Σ12 · ·v∇1 −

1

𝜌0
v ·Σ1 · ∇1∇1 · u12

)︂
𝑑𝑉 = −

∫︁
Σ1

n1 ·U𝑑Σ. (1.13)

В уравнении (1.13) напряжения Σ12 определяются в соответствии с соотношениями (1.1).
Если напряженияΣ12 имеют потенциал, то второе слагаемое в интеграле по объему можно рас-
сматривать как потенциальную энергию деформаций, возникающих при прохождении волны.
Третье слагаемое можно трактовать как наведенную мощность массовых сил Σ1 · ∇1∇1 · u12,
возникающую при действии начальных напряжений. Теорема об изменении кинетической
энергии, записанная в форме (1.12) или (1.13), представляет собой обобщение акустической
теоремы Пойнтинга [12] на случай распространения упругих волн в среде с начальными на-
пряжениями.

В соответствии с определением вектор Умова – Пойнтинга задается выражением

U = −𝐽−1
1 v · (Σ12 − (∇1 · u12)Σ1) . (1.14)

Выражение (1.14) показывает, что действие в среде начальных напряжений приводит к
изменению вектора Умова – Пойнтинга как по величине, так и по направлению.
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2. Определение потоков энергии при распространении монохро-
матических волн

Установим связь между вектором Умова – Пойнтинга и основными характеристиками мо-
нохроматических волн. Для этого умножим (1.12) на малый интервал времени Δ𝑡 и обозначим

через Δ𝜉 =

(︂
𝜌1
2

𝑑𝑣2

𝑑𝑡
+ S12 · ·v∇1

)︂
Δ𝑡 величину изменения кинетической энергии за вычетом

работы напряжений в единице объема среды за малый промежуток времени. Если напряже-
ния S12 имеют потенциал, то величина Δ𝜉 представляет собой изменение объемной плотности
механической энергии. Тогда соотношения (1.12) могут быть записаны в виде∫︁

𝑉1

Δ𝜉𝑑𝑉 = −
∫︁
Σ1

n1 ·UΔ𝑡𝑑Σ. (2.1)

В качестве 𝑉1 выберем малый объем, ограниченный поверхностями фронта волны площа-
дьюΔΣ1 в моменты времени 𝑡1 и 𝑡1+Δ𝑡, и боковой поверхностью, нормаль к которой в каждой
точке перпендикулярна вектору Умова – Пойнтинга. Нормаль к фронту волны n (волновой
вектор) определяет направление распространения волны. Скорость распространения волны
определяется фазовой скоростью 𝑐. За время Δ𝑡 фронт волны смещается на величину 𝑐Δ𝑡. На
площадке ΔΣ1 внешняя нормаль n1 = −n. Количество энергии, переносимой волной через
площадку ΔΣ1 за время Δ𝑡 ввиду малости рассматриваемого объема определяется выраже-
нием Δ𝜉𝑐Δ𝑡ΔΣ1 = n ·UΔ𝑡ΔΣ1 или Δ𝜉𝑐 = n ·U.

Известно, что фазовую скорость можно определить как произведение лучевой (групповой)
скорости и вектора волновой нормали: 𝑐 = n ·w, где w = 𝑑𝜔

𝑑k — лучевая скорость, 𝜔 — частота,
k = 𝑘n — волновой вектор, 𝑘 — волновое число [11, 12, 13]. Тогда

𝑐 = n ·w =
1

Δ𝜉
n ·U, (2.2)

что означает равенство проекций вектора лучевой скорости и вектора Умова – Пойнтинга,
деленного на величину Δ𝜉, на направление вектора волновой нормали.

Для плоской монохроматической волны возмущение поля перемещений определяется
функцией

u12(x1, 𝜏) = 𝐴p𝑒𝑖(k·x1−𝜔𝜏), (2.3)

где 𝐴 — амплитуда, p — вектор поляризации единичной длины (p · p = 1).
Определим вектор Умова – Пойнтинга в соответствии с выражением (1.14). В соответствии

с определяющими соотношениями (1.1) и определением полярной производной (1.2) полная
производная от обобщенного тензора истинных напряжений записывается в виде:

Σ̇ = N · ·W −ΩΩΩ ·Σ+Σ ·ΩΩΩ, (2.4)

тогда напряжения Σ12 можно определить, интегрируя (2.4) в предположении малости пере-
мещений u12 и их градиентов [8]. В результате получаем

Σ12 = N · ·𝜀𝜀𝜀12 −ΩΩΩ12 ·Σ1 +Σ1 ·ΩΩΩ12, (2.5)

где введены обозначения

𝜀𝜀𝜀12 =
1

2
(∇1u12 + u12∇1), ΩΩΩ12 =

1

2
(∇1u12 − u12∇1).

После вычисления градиента перемещений (2.3) получим

∇1u12 = 𝑖𝐴𝜔𝑒𝑖(k·x1−𝜔𝜏)mp, 𝜀𝜀𝜀12 = 𝑖𝐴𝜔𝑒𝑖(k·x1−𝜔𝜏) 1

2
(mp+pm), ΩΩΩ12 = 𝑖𝐴𝜔𝑒𝑖(k·x1−𝜔𝜏) 1

2
(mp−pm),
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где m = n
𝑐 — вектор рефракции [11]. Тогда напряжения (2.5) принимают вид

Σ12 = 𝑖𝐴𝜔𝑒𝑖(k·x1−𝜔𝜏)

[︂
m ·N · p− 1

2
(mp− pm) ·Σ1 +

1

2
Σ1 · (mp− pm)

]︂
. (2.6)

Вектор скорости частиц среды определяется по перемещениям (2.3) v = −𝑖𝐴𝜔p𝑒𝑖(k·x1−𝜔𝜏)

и является комплексным вектором. Введем сопряженный комплексный вектор v* =
= 𝑖𝐴𝜔p𝑒−𝑖(k·x1−𝜔𝜏), так что скалярное произведение v · v* = 𝑣2. Вектор v* удобно использо-
вать при записи акустической теоремы Пойнтинга в комплексной форме [12] и определении
вектора Умова – Пойнтинга вместо вектора v. Непосредственное вычисление вектора Умова
– Пойнтинга по формуле (1.14) с учетом (2.6) в случае плоской монохроматической волны
приводит к следующему представлению:

U = 𝐽−1
1 𝐴2𝜔2

[︂
P ·m− 3

2
(m · p)p ·Σ1 +

1

2
(m ·Σ1 +m ·Σ1 · pp− p ·Σ1 · pm)

]︂
, (2.7)

где P = p ·N · p — второй тензор Кристоффеля [11, 12, 13] для гипоупругого материала.
В линейной теории распространения упругих волн [11, 12, 13] поток энергии считают на-

правленным вдоль вектора лучевой скорости w. В работе [9] получено выражение для этого
вектора для гипоупругой среды с начальными напряжениями:

w = c+ (E− nn) · s, s =
𝜕𝑐

𝜕n
=

1

𝜌0
(P ·m− p ·Σ1(p ·m)) ,

что после преобразований приводит к представлению вектора лучевой скорости в виде

w = s+
𝑐2

2𝜌0

(︂
m ·Σ1 ·m− 1

𝑐2
p ·Σ1 · p− (p ·m)p ·Σ1 ·m

)︂
m. (2.8)

Пусть начальное состояние среды совпадает с отсчетным, а начальные напряжения отсут-
ствуют: Σ1 = 0. В этом случае векторы (2.7), (2.8) имеют вид:

U|Σ1=0 = 𝐴2𝜔2P ·m, w|Σ1=0 = s|Σ1=0 =
1

𝜌0
P ·m.

Из полученных выражений следует, что при отсутствии начальных напряжений, как и в
линейной теории распространения упругих волн, вектор Умова – Пойнтинга и вектор лучевой
скорости коллинеарны. При действии в среде начальных напряжений векторы (2.7) и (2.8)
оказываются неколлинеарны, однако, легко проверить, что равенство (2.2) остается справед-
ливым: n · U = 𝜌1𝐴

2𝜔2n · w = 𝑐𝜌1𝐴
2𝜔2. Таким образом, при распространении монохромати-

ческих волн в гипоупругой среде с начальными напряжениями поток энергии, переносимой
волной, определяется вектором Умова – Пойнтинга, но не вектором групповой скорости.

Заключение

На основании линеаризованной в окрестности начального состояния теоремы об изменении
кинетической энергии получено выражение для вектора Умова – Пойнтинга (1.14), записан-
ное через обобщенный тензор истинных напряжений. Для плоской монохроматической волны
показано, что этот вектор зависит от начальных напряжений, действующих в среде. Срав-
нение выражений (2.7) и (2.8) показывает, что действие начальных напряжений приводит к
тому, что векторы лучевой скорости и Умова – Пойнтинга перестают быть коллинеарными.
В изотропной среде, когда вектор P · m направлен вдоль вектора волновой нормали, ока-
зывается, что наличие начальных напряжений приводит к «сносу» энергетических потоков
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так же, как и в анизотропных материалах. Таким образом, изотропные среды приобретают
анизотропию акустических свойств. Полученный результат является особенно важным для
определения энергетических коэффициентов отражения и преломления акустических волн на
границе раздела анизотропных и изотропных сред.
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