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Abstract

The paper studies the properties of the hyperbolic zeta function of diagonal two-dimensional
unimodular lattices. A theorem on the analytic continuation of this function is proved.
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1. Введение

В работе [4] была доказана полнота метрического пространства диагональных унимодуляр-
ных решёток. Каждая диагональная унимодулярная решётка является декартовой решёткой,
а, следовательно, гиперболическая дзета-функция этой решётки имеет аналитическое продол-
жение на всю комплексную плоскость за исключением точки 𝛼 = 1, где у неё полюс 𝑠-ого
порядка. (см. [1], [5]).

Для дальнейшего нам потребуется функциональное уравнение для дзета-функции Римана:

𝜁(𝛼) =𝑀(𝛼)𝜁(1− 𝛼), 𝑀(𝛼) =
2Γ(1− 𝛼)

(2𝜋)1−𝛼
sin

𝜋𝛼

2
— множитель Римана, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 < 0.

Здесь Γ(𝑥) — гамма функция Эйлера.
Цель нашей работы — изучить свойства аналитического продолжения гиперболической

дзета-функции диагональных решёток в левой полуплоскости.

2. Метрика Касселса

Как известно (см. [2], стр. 165), множество всех 𝑠-мерных решёток 𝑃𝑅𝑠 является полным
метрическим пространством относительно метрики

𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)) = ln(1 + max(𝜇, 𝜈)), (1)

где
𝜇 = inf

Γ=𝐴·Λ
‖𝐴− 𝐼‖, 𝜈 = inf

Λ=𝐵·Γ
‖𝐵 − 𝐼‖.

Рассмотрим пространство R𝑠
+ = (0,∞)𝑠 и введем на нём новую метрику 𝜌(𝑥⃗, 𝑦⃗), заданную

следующим образом:

𝜌(𝑥⃗, 𝑦⃗) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)) = ln(1 + max(𝜇, 𝜈)), (2)

где

𝜇 = max
𝑗=1,...,𝑠

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑥𝑗

𝑦𝑗

⃒⃒⃒⃒
, 𝜈 = max

𝑗=1,...,𝑠

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑦𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
,

которую назовём метрикой Касселса. Нетрудно видеть, что

𝜌(𝑥⃗, 𝑦⃗) = max
𝑗=1,...,𝑠

max

(︂
ln

(︂
1 +

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑥𝑗

𝑦𝑗

⃒⃒⃒⃒)︂
, ln

(︂
1 +

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑦𝑗

𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒)︂)︂
. (3)

Очевидно, что 𝜌(𝑥⃗, 𝑥⃗) = 0 для любого 𝑥⃗ ∈ R𝑠
+ и 𝜌(𝑥⃗, 𝑦⃗) = 𝜌(𝑦⃗, 𝑥⃗) = 0 для любых 𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ R𝑠

+.
Так как 𝑥

𝑦 = 𝑥
𝑧 ·

𝑧
𝑦 , то при 𝛽 = 𝑥

𝑧−1, 𝛾 = 𝑧
𝑦−1, 𝛿 = 𝑥

𝑦−1 имеем: 𝛿 = 𝛽+𝛾+𝛽·𝛾, |𝛿| ⩽ |𝛽|+|𝛾|+|𝛽|·|𝛾|,
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1 +
⃒⃒⃒
1− 𝑥

𝑦

⃒⃒⃒
⩽ 1 +

⃒⃒
1− 𝑥

𝑧

⃒⃒
+
⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝑦

⃒⃒⃒
+
⃒⃒
1− 𝑥

𝑧

⃒⃒
·
⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝑦

⃒⃒⃒
⩽
(︀
1 +

⃒⃒
1− 𝑥

𝑧

⃒⃒)︀ (︁
1 +

⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝑦

⃒⃒⃒)︁
. Отсю-

да следует неравенство треугольника: ln
(︁
1 +

⃒⃒⃒
1− 𝑥

𝑦

⃒⃒⃒)︁
⩽ ln

(︀
1 +

⃒⃒
1− 𝑥

𝑧

⃒⃒)︀
+ ln

(︁
1 +

⃒⃒⃒
1− 𝑧

𝑦

⃒⃒⃒)︁
,

𝜌(𝑥⃗, 𝑦⃗) ⩽ 𝜌(𝑥⃗, 𝑧⃗) + 𝜌(𝑧⃗, 𝑦⃗).
Будем через 𝑅𝐶𝑠 обозначать пространство R𝑠

+ = (0,∞)𝑠 и называть его пространством
Касселса. Ясно, что оно гомеоморфно простраству диагональных решёток.

3. Дзета-функция диагональных унимодулярных решёток

Диагональные решётки — самый простой класс решёток. Они получаются растяжением по
координатам фундаментальной решётки Z𝑠: Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠) = {(𝑑1𝑚1, . . . , 𝑑𝑠𝑚𝑠)|𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 ∈ Z},
(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠 > 0).

Диагональная унимодулярная решётка Λ𝑈(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠−1) = Λ
(︁
𝑑1, . . . , 𝑑𝑠−1,

1
𝑑1·...·𝑑𝑠−1

)︁
, 𝑑1, . . .

, . . . , 𝑑𝑠−1 > 0.
Всякая решётка при 𝑠 ⩾ 2 имеет бесконечно много базисов. Действительно, если 𝐺𝐿𝑠(Z)

— линейная унимодулярная группа, состоящая из квадратных матриц порядка 𝑠

𝑀 =

⎛⎜⎝ 𝑚1,1 . . . 𝑚1,𝑠
...

. . .
...

𝑚𝑠,1 . . . 𝑚𝑠,𝑠

⎞⎟⎠ , 𝑚𝑖,𝑗 ∈ Z (𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑠), det𝑀 = ±1,

то для любого базиса 𝜆⃗1 = (𝜆1,1, . . . , 𝜆1,𝑠),. . . , 𝜆⃗𝑠 = (𝜆𝑠,1, . . . , 𝜆𝑠,𝑠) решётки Λ все базисы имеют
вид 𝜆⃗′1 = 𝜆⃗1 ·𝑀 ,. . . , 𝜆⃗′𝑠 = 𝜆⃗𝑠 ·𝑀 , где 𝑀 ∈ 𝐺𝐿𝑠(Z).

Отсюда следует, что произвольная базисная матрица 𝑀(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠−1) диагональной уни-
модулярной решётки Λ𝑈(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠−1) имеет вид

𝑀(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠−1) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑑1 0 . . . 0
0 𝑑2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

𝑑1·...·𝑑𝑠−1

⎞⎟⎟⎟⎠ ·𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑑1𝑚1,1 . . . . . . 𝑑1𝑚1,𝑠

𝑑2𝑚2,1 . . . . . . 𝑑2𝑚2,𝑠
...

...
. . .

...
𝑚𝑠,1

𝑑1·...·𝑑𝑠−1
. . . . . .

𝑚𝑠,𝑠

𝑑1·...·𝑑𝑠−1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑀 ∈ 𝐺𝐿𝑠(Z).

В работе [4] доказана лемма о расстояниях (определение метрики на пространстве решёток
см. [2], стр.165).

Лемма 1. Пусть 𝐷1 = max
(︁
𝑑1
𝑑′1
, . . . , 𝑑𝑠−1

𝑑′𝑠−1
,
𝑑′1·...·𝑑′𝑠−1

𝑑1·...·𝑑𝑠−1

)︁
, 𝐷2 = max

(︁
𝑑′1
𝑑1
, . . . ,

𝑑′𝑠−1

𝑑𝑠−1
, 𝑑1·...·𝑑𝑠−1

𝑑′1·...·𝑑′𝑠−1

)︁
и

𝐷1 ⩾ 𝐷2, тогда 𝐷2 ⩾ 1 и 𝜌(Λ𝑈(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠−1),Λ𝑈(𝑑′1, . . . , 𝑑
′
𝑠−1)) ⩽ ln(𝑠𝐷1 + 1− 𝑠).

Доказательство. См. [4]. 2

Лемма 2. Пусть 𝐷1 = max
(︁
𝑑1
𝑑′1
, . . . , 𝑑𝑠−1

𝑑′𝑠−1
,
𝑑′1·...·𝑑′𝑠−1

𝑑1·...·𝑑𝑠−1

)︁
, 𝐷2 = max

(︁
𝑑′1
𝑑1
, . . . ,

𝑑′𝑠−1

𝑑𝑠−1
, 𝑑1·...·𝑑𝑠−1

𝑑′1·...·𝑑′𝑠−1

)︁
и 𝐷1 ⩾ 𝐷2, если Λ𝑈(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠−1) = 𝐴 · Λ𝑈(𝑑′1, . . . , 𝑑

′
𝑠−1) и ‖𝐴 − 𝐸𝑠‖ ⩽ 𝛿 < 1

𝐷2
, тогда

𝑑𝜈 = 𝑑′𝜈(1 + 𝛿𝜈,𝜈) 1 ⩽ 𝜈 ⩽ 𝑠 − 1, 𝑑′1 · . . . · 𝑑′𝑠−1 = (1 + 𝛿𝑠,𝑠)𝑑1 · . . . · 𝑑𝑠−1, где 0 ⩽ |𝛿𝜈,𝜈 | ⩽ 𝛿
𝑠𝐷2

(𝜈 = 1, . . . , 𝑠).

Доказательство. См. [4]. 2

Положим 𝑑𝑠= 1
𝑑1...𝑑𝑠−1

, тогда 𝑑1 . . . 𝑑𝑠=1 и 𝐷 = max(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠) ⩾ 1, 𝐷1 = min(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠)⩽1.
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Гиперболическая дзета-функция диагональной унимодулярной решётки Λ𝑈(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠−1)
имеет вид:

𝜁𝐻(Λ𝑈(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠−1)|𝛼) =
∑︁
𝑚⃗∈Z

1

𝑑1𝑚1
𝛼 · . . . · 𝑑𝑠−1𝑚𝑠−1

𝛼 ·
(︁

𝑚𝑠
𝑑1...𝑑𝑠−1

)︁𝛼 (𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1).

Без ограничения общности, будем считать, что 𝑑1 ⩾ . . . ⩾ 𝑑𝑘 > 1 = 𝑑𝑘+1 = . . . = 𝑑𝑛−1 >
> 𝑑𝑛 ⩾ . . . ⩾ 𝑑𝑠. Ясно, что если Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠) ̸= Z𝑠, то 1 ⩽ 𝑘 < 𝑛 ⩽ 𝑠.

Нетрудно видеть, что 𝜁𝐻(Z𝑠|𝛼) = (1 + 2𝜁(𝛼))𝑠 − 1. Отсюда следует функциональное урав-
нение

𝜁𝐻(Z𝑠|𝛼) = (1 + 2𝑀(𝛼)𝜁(1− 𝛼))𝑠 − 1, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 < 0. (4)

Для 𝑑 ⩾ 1 введём обозначение

𝑓(𝑑|𝛼) =
∑︁

1⩽𝑚<𝑑

(︃
1− 1(︀

1
𝑑𝑚
)︀𝛼
)︃

=
∑︁

1⩽𝑚<𝑑

(︂
1− 𝑑𝛼

𝑚𝛼

)︂
,

получим при Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠) ̸= Z𝑠

𝜁𝐻(Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠)|𝛼) =
𝑘∏︁

𝑗=1

(︃
1 +

2

𝑑𝛼𝑗
𝜁(𝛼)

)︃
(1 + 2𝜁(𝛼))𝑛−1−𝑘

𝑠∏︁
𝑗=𝑛

(︂
1 +

2

𝑑𝑗
𝛼 𝜁(𝛼) + 2𝑓

(︂
1

𝑑𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝛼

)︂)︂
− 1.

(5)
Так как при 0 < 𝑑 ⩽ 1 имеем равенство 𝑓(𝑑|𝛼) = 0, то равенство (5) можно переписать в

виде

𝜁𝐻(Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠)|𝛼) =
𝑠∏︁

𝑗=1

(︃
1 +

2

𝑑𝛼𝑗
𝜁(𝛼) + 2𝑓

(︂
1

𝑑𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝛼

)︂)︃
− 1. (6)

Это равенство можно переписать по степеням дзета-функции Римана. Получим

𝜁𝐻(Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠)|𝛼) =
𝑠∏︁

𝑗=1

(︂
1 + 2𝑓

(︂
1

𝑑𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝛼

)︂)︂
− 1 +

𝑠∑︁
𝑘=1

2𝑘𝜁(𝛼)𝑘
∑︁

1⩽𝑗1<...<𝑗𝑘⩽𝑠

𝑘∏︁
𝜈=1

1

𝑑𝛼𝑗𝜈
·

·
𝑠∏︁

𝑗=1,𝑗 ̸=𝑗1,...,𝑗𝑘

(︂
1 + 2𝑓

(︂
1

𝑑𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝛼

)︂)︂
.

Нам потребуется ещё значение 𝑓(𝑑|1) =
∑︀

1⩽𝑚<𝑑

(︀
1− 𝑑

𝑚

)︀
. Заметим, что 𝑓(𝑑|𝛼) — непре-

рывная функция от 𝑑 > 0 при любом значении 𝛼.

4. Непрерывность гиперболической дзета-функции решёток на
пространстве диагональных унимодулярных решёток

Как было отмечено во введении, диагональная унимодулярная решётка является декарто-
вой и поэтому имеет аналитическое продолжение на всю комплексную плоскость.

Лемма 3. Для гиперболической дзета-функции диагональной решётки справедливо функ-
циональное уравнение

𝜁𝐻(Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠)|𝛼) =
𝑠∏︁

𝑗=1

(︃
1 +

2

𝑑𝛼𝑗
𝑀(𝛼)𝜁(1− 𝛼) + 2𝑓

(︂
1

𝑑𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝛼

)︂)︃
− 1. (7)

при 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 < 0.
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Доказательство. Действительно, функция 𝑓(𝑑|𝛼) является аналитической на всей ком-
плексной плоскости, поэтому, подставляя в выражение для гиперболической дзета-функции
диагональной унимодулярной решётки функциональное уравнение для дзета-функции Рима-
на, получим утверждение леммы. 2

Теорема 1. Для любой диагональной решётки Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠) гиперболическая дзета-
функция 𝜁𝐻(Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠)|𝛼) является аналитической функцией на всей комплексной плос-
кости кроме точки 𝛼 = 1, в которой у неё полюс 𝑠-ого порядка с вычетом

Res1𝜁𝐻(Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠)|𝛼) = 2
∑︁

1⩽𝑗1⩽𝑠

1

𝑑𝑗1

𝑠∏︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑗1

(︂
1 + 2𝑓

(︂
1

𝑑𝑗

⃒⃒⃒⃒
1

)︂)︂
+

𝑠∑︁
𝑘=2

2𝑘
∑︁

1⩽𝑗1<...<𝑗𝑘⩽𝑠

𝑘∏︁
𝜈=1

1

𝑑𝑗𝜈
·

·
𝑠∏︁

𝑗=1,𝑗 ̸=𝑗1,...,𝑗𝑘

(︂
1 + 2𝑓

(︂
1

𝑑𝑗

⃒⃒⃒⃒
1

)︂)︂ 𝑘+1
2∑︁

𝑗=1

𝐶𝑗
𝑘𝐶

𝑗−1
𝑘−𝑗𝛾

𝑘−2𝑗+1(−𝛾1)𝑗−1.

Доказательство. Как известно, дзета-функция Римана мероморфна с единственным
полюсом первого порядка при 𝛼 = 1 и раскладывается в ряд Лорана в точке 𝛼 = 1

𝜁(𝛼) =
1

𝛼− 1
+

∞∑︁
𝑛=0

𝛾𝑛
𝑛!

(1− 𝛼)𝑛,

где

𝛾𝑛 = lim
𝑚→∞

(︃(︃
𝑚∑︁
𝑘=1

(ln 𝑘)𝑛

𝑘

)︃
− (ln𝑚)𝑛+1

𝑛+ 1

)︃
— константы Стилтьеса, а 𝛾0 = 𝛾 — константа Эйлера.

Таким образом, для дзета-функции Римана справедливо равенство

𝜁(𝛼) =
1

𝛼− 1
+ 𝛾 + 𝑟(𝛼), 𝑟(𝛼) =

∞∑︁
𝑛=1

𝛾𝑛
𝑛!

(1− 𝛼)𝑛 = (𝛼− 1)𝑟1(𝛼), 𝑟1(𝛼) = −
∞∑︁
𝑛=1

𝛾𝑛
𝑛!

(1− 𝛼)𝑛−1

и функции 𝑟(𝛼) и 𝑟1(𝛼) — голоморфные функции на всей комплексной области. Для дальней-
шего потребуется важное равенство 𝑟1(1) = −𝛾1.

В частности, для вычета дзета-функции Римана имеем хорошо известное равенство
Res1𝜁(𝛼) = 1.

Отсюда следует, что при 𝑘 ⩾ 2

𝜁𝑘(𝛼) =
1

(𝛼− 1)𝑘
+

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘

1

(𝛼− 1)𝑗
(𝛾 + 𝑟(𝛼))𝑘−𝑗 =

1

(𝛼− 1)𝑘
+

+

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗
𝑘

1

(𝛼− 1)𝑗
(𝛾 + (𝛼− 1)𝑟1(𝛼))

𝑘−𝑗 + (𝛾 + 𝑟(𝛼))𝑘 =
1

(𝛼− 1)𝑘
+

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗
𝑘

𝛾𝑘−𝑗

(𝛼− 1)𝑗
+

+
𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗
𝑘

𝑘−𝑗∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑘−𝑗

𝛾𝑘−𝑗−𝑚𝑟1(𝛼)
𝑚

(𝛼− 1)𝑗−𝑚
+ (𝛾 + 𝑟(𝛼))𝑘 =

𝑘∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗
𝑘

𝛾𝑘−𝑗

(𝛼− 1)𝑗
+

𝑘−1∑︁
𝑗=2

𝐶𝑗
𝑘·

·
min(𝑘−𝑗,𝑗−2)∑︁

𝑚=0

𝐶𝑚
𝑘−𝑗

𝛾𝑘−𝑗−𝑚𝑟1(𝛼)
𝑚

(𝛼− 1)𝑗−𝑚
+

1

𝛼− 1

𝑘+1
2∑︁

𝑗=1

𝐶𝑗
𝑘𝐶

𝑗−1
𝑘−𝑗𝛾

𝑘−2𝑗+1𝑟1(𝛼)
𝑗−1+

+

𝑘
2∑︁

𝑗=1

𝐶𝑗
𝑘

𝑘−𝑗∑︁
𝑚=𝑗

𝐶𝑚
𝑘−𝑗𝛾

𝑘−𝑗−𝑚𝑟1(𝛼)
𝑚(𝛼− 1)𝑚−𝑗 + (𝛾 + 𝑟(𝛼))𝑘.
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Отсюда следует, что

Res1𝜁
𝑘(𝛼) =

𝑘+1
2∑︁

𝑗=1

𝐶𝑗
𝑘𝐶

𝑗−1
𝑘−𝑗𝛾

𝑘−2𝑗+1𝑟1(1)
𝑗−1 =

𝑘+1
2∑︁

𝑗=1

𝐶𝑗
𝑘𝐶

𝑗−1
𝑘−𝑗𝛾

𝑘−2𝑗+1(−𝛾1)𝑗−1.

Так как все функции, стоящие в правой части равенства (6) являются либо голоморфными,
либо мероморфными кроме точки 𝛼 = 1, то и левая часть является мероморфной функцией
на всей комплексной плоскости кроме точки 𝛼 = 1, в которой у неё полюс 𝑠-ого порядка. Для
вычета в этой точке имеем равенство

Res1𝜁𝐻(Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠)|𝛼) = 2
∑︁

1⩽𝑗1⩽𝑠

1

𝑑𝑗1

𝑠∏︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑗1

(︂
1 + 2𝑓

(︂
1

𝑑𝑗

⃒⃒⃒⃒
1

)︂)︂
+

𝑠∑︁
𝑘=2

2𝑘
∑︁

1⩽𝑗1<...<𝑗𝑘⩽𝑠

𝑘∏︁
𝜈=1

1

𝑑𝑗𝜈
·

·
𝑠∏︁

𝑗=1,𝑗 ̸=𝑗1,...,𝑗𝑘

(︂
1 + 2𝑓

(︂
1

𝑑𝑗

⃒⃒⃒⃒
1

)︂)︂ 𝑘+1
2∑︁

𝑗=1

𝐶𝑗
𝑘𝐶

𝑗−1
𝑘−𝑗𝛾

𝑘−2𝑗+1(−𝛾1)𝑗−1.

и теорема полностью доказана. 2

Теорема 2. На метрическом пространстве диагональных решёток гиперболическая
дзета-функция 𝜁𝐻(Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠)|𝛼) и её вычет в точке 𝛼 = 1 являются непрерывными функ-
циями, как функции от параметров 𝑑1, . . . , 𝑑𝑠.

Доказательство. Все функции, стоящие в правой части равенства (6) являются непре-
рывными функциями от 𝑑1, . . . , 𝑑𝑠 при 𝑑1, . . . , 𝑑𝑠 > 0, поэтому и левая часть будет непрерывной
функцией от 𝑑1, . . . , 𝑑𝑠.

Аналогично, имеем

Res1𝜁𝐻(Λ(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠)|𝛼) = 2
∑︁

1⩽𝑗1⩽𝑠

1

𝑑𝑗1

𝑠∏︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑗1

(︂
1 + 2𝑓

(︂
1

𝑑𝑗

⃒⃒⃒⃒
1

)︂)︂
+

𝑠∑︁
𝑘=2

2𝑘
∑︁

1⩽𝑗1<...<𝑗𝑘⩽𝑠

𝑘∏︁
𝜈=1

1

𝑑𝑗𝜈
·

·
𝑠∏︁

𝑗=1,𝑗 ̸=𝑗1,...,𝑗𝑘

(︂
1 + 2𝑓

(︂
1

𝑑𝑗

⃒⃒⃒⃒
1

)︂)︂ 𝑘+1
2∑︁

𝑗=1

𝐶𝑗
𝑘𝐶

𝑗−1
𝑘−𝑗𝛾

𝑘−2𝑗+1(−𝛾1)𝑗−1,

поэтому вычет в точке 𝛼 = 1 является непрерывной функцией от 𝑑1, . . . , 𝑑𝑠.
Так как метрическое пространство диагональных решёток гомеоморфно пространству

R𝑠
+ = (0,∞)𝑠, то теорема полностью доказана. 2
Так как множество диагональных унимодулярных решёток является подпространством

всех диагональных решёток, то утверждение теоремы 2 справедливо и для гиперболической
дзета-функции диагональных унимодулярных решёток.

5. Заключение

Из доказанных теорем возникает вопрос о дифференциальных свойствах гиперболической
дзета-функции диагональных унимодулярных решёток на пространстве всех диагональных
решёток. Ответ на этот вопрос будет темой нашей следующей работы.
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