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Аннотация

Представлено расширение метода формирования нормативов для структурных элемен-
тов сложной системы, основанное на методологии байесовских интеллектуальных измере-
ний и эконометрического моделирования на малых выборках. Реализация метода проде-
монстрирована на примере сельского хозяйства Тульской области.
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Abstract

The extension of the method of forming norms for structural elements of a complex system
based on the methodology of Bayesian intelligent measurements and econometric modeling
in small samples is presented. The implementation of the method is demonstrated using the
example of agriculture in the Tula region.
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1. Введение

Для оценки соответствия функционирования сложных систем заданным режимам, кото-
рые идентифицируются набором норм на основе стандартов [1], экспертных оценок [2] или
специальных методик [3], в том числе на основе экономико-математического моделирования
[4], возникает необходимость учета условий (факторов), которые влияют на результативность
таких систем. При этом характер и степень влияния факторов, представленных малыми вы-
борками, и которые обладают значительной информационной неопределенностью, существен-
но усложняют процесс построения адекватных норм. В этом аспекте применение байесовского
подхода [5, 6] и мягких норм [7] в рамках регуляризирующего байесовского подхода [8] яв-
ляется целесообразным, в том числе при учете характера и степени влияния факторов как
на результаты функционирования структурных элементов системы, так и на их нормативы.
Следует отметить, что данные обладают относительно небольшой глубиной по времени, а,
следовательно, выборка оказывается малой, что не позволяет методологически обоснованно
применять методы математической статистики для построения регрессионных моделей [6],
которые могут быть использованы для конструирования нормативов для результатов функ-
ционирования структурных элементов системы.

2. Методология и материалы исследования

В исследовании будем опираться на методологию байесовских интеллектуальных измере-
ний (БИИ) [8], а также на результаты, полученные в [9] и их расширение на нормы различных
типов [7]

Пусть имеется 𝑘𝑖 структурный элемент системы, характеризуемый в период времени 𝑡
(𝑡 = 1, ..., 𝑇 ∈ 𝑁) значениями результативного 𝑦𝑘,𝑖(𝑡) и факторных 𝑥𝑘,𝑖,𝑗(𝑡) признаков –
условий функционирования 𝑘𝑖 – влияющих факторов (𝑘 = 1, ...,𝐾𝑘 ∈ 𝑁 , 𝑖 = 1, ..., 𝐼 ∈ 𝑁 ,
𝑗 = 1, ..., 𝐽 ∈ 𝑁). Каждые результативный и факторные признаки характеризуются наборами
пар чисел (ℎ(·),𝑙(𝑡); 𝑝

𝑎𝑝
(·),𝑙(𝑡)): ℎ(·),𝑙(𝑡) – значение признака (·)(𝑡), которое соответствует положе-

нию репера на числовой шкале с диапазоном динамических ограничений (𝑙 = 1, ..., 𝐿𝑟 ∈ 𝑁)
и положению на сопряженной с числовой – лингвистической шкале (𝑙 = 1, ..., 𝐿𝑐 ∈ 𝑁 , 𝑐 = 9
– классы: от предельно ниже нормы до предельно выше нормы); 𝑝𝑎𝑝(·),𝑙(𝑡) – вероятность, того,
что значение (·)(𝑡) = ℎ(·),𝑙(𝑡). В данном случае (·)(𝑡) есть 𝑦𝑘,𝑖(𝑡) или 𝑥𝑘,𝑖,𝑗(𝑡).

Тогда норма для результативного признака может быть определена набором пар чисел
(ℎ(·),𝑙(𝑡); 𝑝

𝑎𝑝
(·),𝑙(𝑡)), где апостериорная вероятность 𝑝

𝑎𝑝
(·),𝑙(𝑡) определяется по формуле [10], анало-

гичной [7]:
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𝑝𝑎𝑝(·),𝑙(𝑡) =
𝑃 𝑎
𝑦𝑘,𝑖,𝑙

(ℎ𝑦𝑘,𝑖,𝑙(𝑡− 1))𝑃 (ℎ̃𝑦𝑘,𝑖,𝑙(𝑡))∑︀𝐿
𝑗=1 𝑃

𝑎
𝑦𝑘,𝑖,𝑗

(ℎ𝑦𝑘,𝑖,𝑗(𝑡− 1))𝑃 (ℎ̃𝑦𝑘,𝑖,𝑗(𝑡))
, (1)

где ℎ𝑦𝑘,𝑖,𝑙(𝑡 − 1), ℎ̃𝑦𝑘,𝑖,𝑙(𝑡) – значение положения репера (класса) и его оценка соответственно;
𝑎 – обозначение априорной вероятности; 𝑎𝑝 – обозначение апостериорной вероятности; 𝑡 − 1
означает, что априорные значения вероятности получены в предыдущем периоде.

Априорная вероятность 𝑃 𝑎
𝑦𝑘,𝑖,𝑙

(ℎ𝑦𝑘,𝑖,𝑙(𝑡 − 1)) на первом шаге принимается одинаковой ∀𝑙 и
определяется как:

𝑃 𝑎
𝑦𝑘,𝑖,𝑙

(ℎ𝑦𝑘,𝑖,𝑙(𝑡− 1)) =
1

𝐿𝑟
, 𝑃 𝑎

𝑦𝑘,𝑖,𝑙
(ℎ𝑦𝑘,𝑖,𝑙(𝑡− 1)) =

1

𝐿𝑐
. (2)

Вероятность 𝑃 (ℎ̃𝑦𝑘,𝑖,𝑙(𝑡)) можно вычислить по рекуррентному соотношению [10], аналогич-
ному модифицированной байесовской свертке [11]:

𝑃 (ℎ̃𝑦𝑘,𝑖,𝑙(𝑡)) =
1

𝐽

𝐽∑︁
𝑗=1

𝑃 𝑎𝑝
𝑥𝑘,𝑖,𝑗 ,𝑙

(ℎ𝑥𝑘,𝑖,𝑗 ,𝑙(𝑡)|
𝐽⋃︁

𝑠=1

ℎ𝑥𝑘,𝑖,𝑠,𝑙(𝑡)). (3)

Для двух влияющих факторов апостериорную вероятность 𝑃 𝑎𝑝
𝑥𝑘,𝑖,𝑗 ,𝑙

(ℎ𝑥𝑘,𝑖,𝑗 ,𝑙(𝑡)|
⋃︀𝐽

𝑠=1 ℎ𝑥𝑘,𝑖,𝑠,𝑙(𝑡))
можно представить как::

𝑃 𝑎𝑝
𝑥𝑘,𝑖,𝑗 ,𝑙

(ℎ𝑥𝑘,𝑖,1,𝑙(𝑡)|ℎ𝑥𝑘,𝑖,2,𝑙(𝑡)) = 𝑃 (ℎ̃𝑦𝑘,𝑖,𝑙(𝑡)) =

∑︀𝑄
𝑞=1 𝑃

𝑎𝑝(𝐻𝑥𝑘,𝑖,1,𝑙|𝑆)𝑃 𝑎𝑝(𝐻𝑥𝑘,𝑖,2,𝑞|𝑆)∑︀𝐿
𝑙=1

∑︀𝑄
𝑞=1 𝑃

𝑎𝑝(𝐻𝑥𝑘,𝑖,1,𝑙|𝑆)𝑃 𝑎𝑝(𝐻𝑥𝑘,𝑖,2,𝑞|𝑆)
, (4)

где 𝐿, 𝑄 - значимые альтернативные значения для первого и второго фактора соответствен-
но; 𝑆 – событие – совместное появление оценок ℎ̃(·),𝑙(𝑡) для (·); 𝐻(·),𝑙 – набор гипотез или
альтернативных решений.

Для преобразования мягкой нормы к единственному значению рассчитывается средневзве-
шенное значение [10]:

𝑦𝑘,𝑖 =

𝐿∑︁
𝑙=1

ℎ̃𝑦𝑘,𝑖,𝑙(𝑡) · 𝑝
𝑎𝑝
𝑦𝑘,𝑖,𝑙

(𝑡). (5)

Применение формул (1)–(5) учитывает влияние факторов, характеризующих условия
функционирования структурного элемента системы, но не учитывает степень влияния каж-
дого из них на результативный признак. С целью учета такого влияния формулу (3) можно
дополнить весовыми коэффициентами:

𝑃 (ℎ̃𝑦𝑘,𝑖,𝑙(𝑡)) =

∑︀𝐽
𝑗=1𝑤𝑘,𝑖,𝑗 · 𝑃 𝑎𝑝

𝑥𝑘,𝑖,𝑗 ,𝑙
(ℎ𝑥𝑘,𝑖,𝑗 ,𝑙(𝑡)|

⋃︀𝐽
𝑠=1 ℎ𝑥𝑘,𝑖,𝑠,𝑙(𝑡))∑︀𝐽

𝑗=1𝑤𝑘,𝑖,𝑗

, (6)

где 𝑤𝑘,𝑖,𝑗 – весовой коэффициент для значений фактора 𝑥𝑘,𝑖,𝑗(𝑡).
Связь между результативным признаком и фактором в простейшем случае можно пред-

ставить в виде:

𝑦*𝑘,𝑖(𝑡) = 𝑤𝑖,1 · 𝑥*𝑘,𝑖,1(𝑡) + 𝜖*𝑘,𝑖,1(𝑡), (7)

где 𝑤𝑖,1 – параметры функции 𝑓𝑖(·) = 𝑦*𝑖 ; “*” – стандартизованные (центрированные и норми-
рованные) значения результативного и факторного признаков.

Из эконометрики известно, что в случае наличия только одного факторного признака, 𝑤𝑖,1

– есть не что иное, как парный коэффициент корреляции между переменными 𝑦𝑘,𝑖 и 𝑥𝑘,𝑖,1.
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Поэтому, с целью учета силы влияния факторов, в первом приближении можно использовать
корреляционные коэффициенты в качестве весов в формуле (6).

В случае наличия нескольких факторов в качестве весовых коэффициентов могут высту-
пать коэффициенты стандартизованной регрессионной модели, представляющей собой преоб-
разованную производственную функцию (ПФ) [4]:

𝑦*𝑘,𝑖 =
𝐽∑︁

𝑗=1

𝑤𝑖,𝑗 · 𝑥*𝑘,𝑖,𝑗 . (8)

Тогда весовые коэффициенты будут соответствовать стандартизованным коэффициентам
ПФ, найденным по малым выборкам [12].

Для получения выборки достаточного объема (число точек должно быть не менее 7000 [6])
для каждого из 9 классов сопряженной лингвистической шкалы генерируется выборка по тре-
угольному распределению для каждого из значений влияющих факторов 𝑥𝑘,𝑖,𝑗(𝑡) периода(ов)
𝑡, представленных набором пар чисел (ℎ(·),𝑙(𝑡);𝑝

𝑎𝑝
(·),𝑙(𝑡)) на сопряженной числовой шкале. Для

результативного признака генерация может осуществляться в двух вариантах: 1) по мягким
нормам, полученным с помощью (1)–(4); 2) по представлениям 𝑦𝑘,𝑖(𝑡). Сгенерированная та-
ким образом выборка по малым выборкам будет обладать достаточной мощностью, чтобы
методологически обоснованно применить методы математической статистики для нахожде-
ния параметров модели, в частности метод наименьших квадратов (МНК), для расчета норм
по формуле (6).

В случае, если коэффициент 𝑤𝑖,𝑗 < 0, то осуществляется реверсия вероятностей значений
фактора 𝑥𝑘,𝑖,𝑗(𝑡) относительно нормы (ℎ(·),𝑙(𝑡);𝑟𝑒𝑣𝑛𝑜𝑟𝑚(𝑝𝑎𝑝(·),𝑙(𝑡))), а в формулу (8) подставляется
модуль |𝑤𝑖,𝑗 |.

3. Результаты

Представленный метод был апробирован на примере Тульской области. В качестве резуль-
тативного признака был выбран объем валового регионального продукта (ВРП) для раздела
A (сельское хозяйство) по ОКВЭД 2. В качестве факторных признаков были использованы
стоимость основных фондов (𝑥1,1), среднегодовая численность занятых (𝑥1,2), инвестиции в
основной капитал (𝑥1,3) по соответствующему разделу, а также внесение минеральных (𝑥3)
и органических удобрений (𝑥4). Источником данных послужила информация Росстата, по-
лученная из открытых источников [13] за 2017–2022 гг. Стоимостные показатели были скор-
ректированы на уровень инфляции [14] и приведены к 2017 году. Для построения мягких
норм была использована программная платформа «Инфоаналитик 2.0» [15]; применены мо-
дуль генерации выборки с заданным законом распределения [16] (генерировались данные для
каждого периода, 𝑁𝑖,𝑗=7000 наблюдений), а также программный комплекс «ЭФРА» [17] для
поиска параметров стандартизованных моделей (использовались выборки для каждого перио-
да и объединенная по 𝑡 выборка). В качестве ПФ была выбрана степенная мультипликативная
функциональная форма модели.

Результаты представлены на рис. 1.
Первое значение в ячейках соответствует коэффициентам, полученным по выборке, по-

строенной по мягким нормам, вычисленным с помощью (1)–(4), второе значение – по выборке,
построенной по представлениям 𝑦𝑘,𝑖(𝑡). Последний столбец соответствует объединенной выбор-
ке за 2017-2022 гг. Последние 2 строки включают значения коэффициента детерминации 𝑅2

и среднюю относительную ошибку аппроксимации 𝐸𝑜𝑡𝑛 соответственно, которые свидетель-
ствуют о значимости коэффициентов (значения близки к 1, модели качественные) и высокой
точности моделей.
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Рис. 1: Значения стандартизованных коэффициентов с базовыми статистическими
характеристиками

Полученные значения стандартизованных коэффициентов были подставлены в «Инфоана-
литик 2.0», что позволило сформировать мягкие нормы для результативного признака (ВРП,
раздел A), для каждой из которых по формуле (5) были получены единственные значения
норм.

При фактическом значении скорректированного объема ВРП 47750,899 млн руб. в 2022 г.
норма по первому варианту (нормативная регрессия) составила 46532,881 млн руб.; по второ-
му варианту (фактическая регрессия) – 43002,843 млн руб.; по регрессиям, построенным по
объединенным выборкам значения соответственно составили 46356,170 млн руб. и 42710,388.
То есть расчет по первом варианту дает более высокие нормы по сравнению со вторым вариан-
том. В случае использования коэффициентов корреляции в качестве весовых коэффициентов
значение в 2022 году оказалось равным 46280,667 млн руб., без учета весовых коэффициентов
(формула (4)) – 45862,205 млн руб., что ниже, чем норма, полученная по первому варианту.

На рис. 2 представлена оценка фактического значения скорректированного ВРП (раздел
A) по норме, рассчитанной по первому варианту на основе построенной нормативной регрессии
по сгенерированным данным для 2022 г.

Рис. 2: Оценка ВРП Раздел А Тульской области в 2022 г. на основе нормативной регрессии,
млн руб.

Из рис. 2 видно, что функционирование элемента системы, характеризуемого скорректи-
рованным объемом ВРП по разделу А, находится в классе «норма» с вероятностью 0,332;
в классе «выше нормы» с вероятностью 0,294; «ниже нормы» – 0,153; «значительно выше
нормы» – 0,148 (что ниже заданного порога значимости 0,150).

Таким образом, представленный метод учитывает силу влияния факторов – условий функ-
ционирования структурных элементов системы, что расширяет возможности ранее разрабо-
танного метода, широко используемого в подобных исследованиях.
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4. Заключение

Представленный и апробированный на примере Тульской области метод формирования
норм на основе регрессионных моделей, построенных по малым выборкам, может выступать в
качестве составляющей оценки результативности функционирования элемента сложной систе-
мы, действующей в условиях информационной неопределенности. Метод может быть приме-
нен для систем различного типа, в том числе технических, информационных и социо-эколого-
экономических систем.
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