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Аннотация

В работе изучаются экстремальные задачи, связанные с наилучшим полиномиальным
приближением аналитических в единичном круге функций, принадлежащих пространству
Бергмана 𝐵2, с конечной нормой

‖𝑓‖2 =

(︃
1

𝜋

∫︁∫︁
|𝑧|<1

|𝑓(𝑧)|2𝑑𝜎

)︃1/2

<∞.

Пусть

𝐵
(𝑟)
2 :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐵2 : ‖𝑓 (𝑟)‖2 <∞

}︁
, 𝑟 ∈ Z+ (𝑓 (0) ≡ 𝑓).

Доказана точная теорема между величиною наилучшего приближения 𝐸𝑛−1(𝑓)2 и усре-
дённым с весом sin(𝜋𝑡/ℎ) (0 < ℎ ⩽ 𝜋/𝑛) значением модуля непрерывности 𝑚-го порядка
𝜔𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 функций 𝑓 ∈ 𝐵

(𝑟)
2 . Выясняется связь доказанной теоремы с поведением точных

констант в неравенстве Джексона-Стечкина для модулей непрерывности 𝜔𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2. Для
класса функций 𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ)2, определённой заданной монотонно возрастающей мажорантой
Φ, удовлетворяющей некоторым ограничениям, вычислены точные значения различных
𝑛-поперечников в пространстве 𝐵2.

Ключевые слова: модуль непрерывности, неравенства Джексона – Стечкина, 𝑛-попе-
речники, пространство Бергмана.
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Abstract

The paper studies extremal problems related to the best polynomial approximation of
functions that are analytic in the unit disk and belong to the Bergman space 𝐵2 with a finite
norm

‖𝑓‖2 =

(︃
1

𝜋

∫︁∫︁
|𝑧|<1

|𝑓(𝑧)|2𝑑𝜎

)︃1/2

<∞.

Let
𝐵

(𝑟)
2 :=

{︁
𝑓 ∈ 𝐵2 : ‖𝑓 (𝑟)‖2 <∞

}︁
, 𝑟 ∈ Z+ (𝑓 (0) ≡ 𝑓).

An exact theorem is proved between the value of the best approximation 𝐸𝑛−1(𝑓)2 and the
value of the modulus of continuity of the mth order sin(𝜋𝑡/ℎ) (0 < ℎ ⩽ 𝜋/𝑛) of functions
𝜔𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 averaged with the weight 𝑓 ∈ 𝐵

(𝑟)
2 . The connection between the proven theorem

and the behavior of exact constants in the Jackson-Stechkin inequality for moduli of continuity
𝜔𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 is clarified. For the class of functions 𝑊 (𝑟)

𝑚 (Φ)2, given a given monotonically
increasing moharant Φ, satisfying some restrictions, the exact values of various 𝑛-widths in
𝐵2 space are calculated.
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Bibliography: 24 titles.

For citation:

Shabozov, M. Sh., Tukhliev, D. K. 2025, “On the diameters of some classes of analytic functions in
Bergman space” , Chebyshevskii sbornik, vol. 26, no. 1, pp. 116–130.

1. Введение и постановка задачи

Экстремальным задачам наилучшего полиномиального приближения аналитических в
круге функций в различных нормированных пространствах посвящена обширная литература
(см., например, работы [1-15] и приведенную там литературу). В данной работе мы решаем
ряд экстремальных задач в пространстве Бергмана 𝐵2, являющихся продолжением недавно
опубликованных работ [18, 20, 21].

Пусть N, Z+, C — соответственно множество натуральных, целых неотрицательных и ком-
плексных чисел, 𝑈 := {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} — единичный круг, 𝒜(𝑈) — множество функций,
аналитических в круге 𝑈 .
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Говорят [10], что аналитическая в круге 𝑈 функция

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘(𝑓)𝑧
𝑘, 𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝑡, 0 < 𝜌 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝜋 (1)

принадлежит пространству Бергмана 𝐵2, если

‖𝑓‖2 := ‖𝑓‖𝐵2 =

(︃
1

𝜋

∫︁∫︁
(𝑈)

|𝑓(𝑧)|2𝑑𝜎

)︃1/2

<∞,

где интеграл понимается в смысле Лебега, 𝑑𝜎 — элемент площади.
Производную 𝑟-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝒜(𝑈) определим, как обычно равенством

𝑓 (𝑟)(𝑧) :=
𝑑𝑟𝑓

𝑑𝑧𝑟
=

∞∑︁
𝑘=𝑟

𝛼𝑘,𝑟𝑐𝑘(𝑓)𝑧
𝑘−𝑟, 𝑟 ∈ Z+, (𝑓

(0) ≡ 𝑓),

где положено
𝛼𝑘,𝑟 := 𝑘!/(𝑘 − 𝑟)!, 𝑘 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑘 > 𝑟, 𝛼𝑘,0 ≡ 1.

Символом 𝐵
(𝑟)
2 (𝑟 ∈ Z+, 𝐵

(0)
2 = 𝐵2) обозначим множество функций 𝑓 ∈ 𝒜(𝑈), принадле-

жащих пространству 𝐵2, производная 𝑟-го порядка 𝑓 (𝑟), которых также принадлежит 𝐵2:

𝐵
(𝑟)
2 :=

{︀
𝑓 ∈ 𝐵2 : ‖𝑓 (𝑟)‖2 <∞

}︀
.

Величину
𝐸𝑛−1(𝑓)2 := 𝐸(𝑓,𝒫𝑛−1)2 = inf

{︀
‖𝑓 − 𝑝𝑛−1‖2 : 𝑝𝑛−1 ∈ 𝒫𝑛−1

}︀
,

где 𝒫𝑛−1 — множество комплексных алгебраических многочленов степени ⩽ 𝑛− 1, называют
наилучшим среднеквадратическим полиномиальным приближением функции 𝑓 ∈ 𝐵2. Хорошо
известно, что для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐵2

𝐸𝑛−1(𝑓)2 = ‖𝑓 − 𝑆𝑛−1(𝑓)‖2 =

{︃ ∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|
𝑘 + 1

}︃1/2

, (2)

где 𝑆𝑛−1(𝑓) — частичная сумма порядка 𝑛− 1 ряда (1).
Запишем норму (1) в виде

‖𝑓‖2 =
(︂
1

𝜋

∫︁ 1

0

∫︁ 2𝜋

0
𝜌|𝑓(𝜌𝑒𝑖𝑡)|2𝑑𝜌𝑑𝑡

)︂1/2

и равенством
𝜔𝑚(𝑓, 𝜏)2 := sup

{︀
‖△𝑚

ℎ (𝑓)‖2 : |ℎ| ⩽ 𝜏
}︀
,

где

△𝑚
ℎ 𝑓(𝜌𝑒

𝑖𝑡) =
𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑚−𝑘

(︂
𝑚

𝑘

)︂
𝑓(𝜌𝑒𝑖(𝑡+𝑘ℎ))

обозначим модуль непрерывности 𝑚-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐵2.
В [18] доказано, что для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐵

(𝑟)
2 (𝑟 ∈ Z+) справедливо равенство

𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝜏)2 = 2𝑚 sup

|ℎ|⩽𝜏

∞∑︁
𝑘=𝑟+1

𝛼2
𝑘,𝑟

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 − 𝑟 + 1
(1− cos(𝑘 − 𝑟)ℎ)𝑚, (3)
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а в [19] для 𝑓 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 доказано неравенство

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ⩽
1

𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
· 𝐸𝑛−𝑟−1(𝑓

(𝑟)), (4)

которое для 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , 𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 обращается в равенство.

Имеет место следующая

Теорема 1. Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 при любых 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 и

ℎ ∈ (0, 𝜋/(𝑛− 𝑟)] справедливо неравенство

𝐸2
𝑛−1(𝑓)2 ⩽

1

2𝑚𝛼2
𝑛,𝑟

· 𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
·

∫︁ ℎ

0
𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡

. (5)

Существует функция 𝑓 ∈ 𝐵2, для которой (5) обращается в равенство.

Доказательство. В силу определения модуля непрерывности (3), имеем∫︁ ℎ

0
𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡 ⩾

⩾ 2𝑚
∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 − 𝑟 + 1
· 𝛼2

𝑘,𝑟

∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑘 − 𝑟)𝑡)𝑚 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡 =

= 2𝑚
∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
· 𝑘 + 1

𝑘 − 𝑟 + 1
𝛼2
𝑘,𝑟

∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑘 − 𝑟)𝑡)𝑚 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡 =

= 2𝑚
∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
· 𝜙(𝑘), (6)

где

𝜙(𝑥) =
𝑥+ 1

𝑥− 𝑟 + 1
𝛼2
𝑥,𝑟

∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑥− 𝑟)𝑡)𝑚 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡. (7)

Учитывая формулу (7), рассмотрим поведение функции 𝜙 при 𝑥 ⩾ 𝑛 > 𝑟. Дифференцируя
функцию 𝜙(𝑥), находим

𝜙′(𝑥) =
𝑥+ 1

𝑥− 𝑟 + 1
𝛼2
𝑥,𝑟

(︂
2(𝑥+ 1)− 𝑟

(𝑥+ 1)(𝑥− 𝑟 + 1)
+ 2

(︂
1

𝑥
+

1

𝑥− 1
+ · · ·+ 1

𝑥− 𝑟 + 2

)︂)︂
×

×
∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑥− 𝑟)𝑡)𝑚 · sin 𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡+

+
𝑥+ 1

𝑥− 𝑟 + 1
𝛼2
𝑥,𝑟

∫︁ ℎ

0

𝑑

𝑑𝑥
(1− cos(𝑥− 𝑟)𝑡)𝑚 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡. (8)

Используя тождество

𝑑

𝑑𝑥
(1− cos(𝑥− 𝑟)𝑡)𝑚 =

𝑡

𝑥− 𝑟
· 𝑑
𝑑𝑡
(1− cos(𝑥− 𝑟)𝑡)𝑚
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и вычисляя интеграл во втором слагаемом равенстве (1) после некоторых простых вычислений
и упрощений получаем

𝜙′(𝑥) =
𝑥+ 1

𝑥− 𝑟 + 1
· 𝛼2

𝑥,𝑟

∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑥− 𝑟)𝑡)𝑚

[︂
2(𝑥+ 1)− 𝑟

2(𝑥+ 1)(𝑥− 𝑟 + 1)
+

+2

(︂
1

𝑥
+

1

𝑥− 1
+ · · ·+ 1

𝑥− 𝑟 + 2

)︂
− 1

𝑥− 𝑟
·
(︂
1 +

𝜋𝑡

ℎ
· ctg 𝜋𝑡

ℎ

)︂]︂
sin

𝜋𝑡

ℎ
𝑑𝑡 ⩾ 0,

откуда следует, что функция 𝜙(𝑥) в области 𝑥 ⩾ 𝑛 > 𝑟 монотонно возрастает. Следовательно

inf{𝜙(𝑥) : 𝑥 ⩾ 𝑛 > 𝑟} = 𝜙(𝑛) =

=
𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
𝛼2
𝑛,𝑟

∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚 sin

𝜋𝑡

ℎ
𝑑𝑡. (9)

Учитывая (1), из (1) получаем∫︁ ℎ

0
𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡 ⩾

⩾ 2𝑚
𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
𝛼2
𝑛,𝑟

∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡 ·

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
=

= 2𝑚
𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
𝛼2
𝑛,𝑟

∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡 · 𝐸2

𝑛−1(𝑓)2,

откуда сразу следует соотношение

𝐸2
𝑛−1(𝑓)2 ⩽

1

2𝑚𝛼2
𝑛,𝑟

· 𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
·

∫︁ ℎ

0
𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡

и неравенство (5) доказано.

Докажем точность неравенство (5) для функции 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , 𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟.

Так как для 𝑓0 в силу равенств (2) и (3)

𝐸2
𝑛−1(𝑓0)2 =

1

𝑛+ 1
, 𝜔2

𝑚(𝑓
(𝑟)
0 , 𝑡)2 = 2𝑚

𝛼2
𝑛,𝑟

𝑛− 𝑟 + 1
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚,

то мы запишем

1

2𝑚𝛼2
𝑛,𝑟

· 𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
·

∫︁ ℎ

0
𝜔2
𝑚(𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡)2 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡

=

=
1

2𝑚𝛼2
𝑛,𝑟

· 𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
·
2𝑚
(︀
𝛼2
𝑛,𝑟/(𝑛− 𝑟 + 1)

)︀ ∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡

=

=
1

𝑛+ 1
= 𝐸2

𝑛−1(𝑓0)2,

чем и завершаем доказательство теоремы 1.
Из теоремы 1 вытекает
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Следствие 1. В условиях теоремы 1 справедливо равенство

sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2
𝑓 /∈𝒫𝑟

2𝑚𝛼2
𝑛,𝑟 [(𝑛+ 1)/(𝑛− 𝑟 + 1)] 𝐸2

𝑛−1(𝑓)2∫︁ ℎ

0
𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡

=

=

(︂∫︁ ℎ

0
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚 sin

𝜋

ℎ
𝑡𝑑𝑡

)︂−1

. (10)

В частности, из (1) при ℎ = 𝜋/(𝑛− 𝑟), 𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 вытекает равенство

sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2

𝛼𝑛,𝑟

√︀
(𝑛+ 1)/(𝑛− 𝑟 + 1) · 𝐸𝑛−1(𝑓)2(︃

𝑛− 𝑟

2

∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

0
𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡

)︃1/2
=

√
𝑚+ 1

2𝑚
. (11)

Теорема 2. При любых 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 имеет место равенство

sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2

𝛼𝑛,𝑟 ·
√︀

(𝑛+ 1)/(𝑛− 𝑟 + 1) · 𝐸𝑛−1(𝑓)2(︃
𝑛− 𝑟

2
·
∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

0
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡

)︃𝑚/2
=

1

2𝑚/2
. (12)

Доказательство. Для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐵2 справедливо неравенство [16]

𝐸2
𝑛−1(𝑓)2 −

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
· cos 𝑘𝑡 ≤ 1

2
· 𝐸2−2/𝑚

𝑛−1 (𝑓)2 · 𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑓, 𝑡)2. (13)

Умножая обе стороны (13) на sin𝑛𝑡 и интегрируя по отрезку [0, 𝜋/𝑛] по переменному 𝑡 полу-
чаем

2

𝑛
· 𝐸2

𝑛−1(𝑓)2 −
∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
·
∫︁ 𝜋/𝑛

0
cos 𝑘𝑡 sin𝑛𝑡𝑑𝑡 ≤

≤ 1

2
· 𝐸2−2/𝑚

𝑛−1 (𝑓)2 ·
∫︁ 𝜋/𝑛

0
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑓, 𝑡)2 sin𝑛𝑡𝑑𝑡. (14)

Так как [17, c. 239] ∫︁ 𝜋/𝑛

0
cos 𝑘𝑡 sin𝑛𝑡𝑑𝑡 ≤ 0,

то из (14) следует, что

2

𝑛
· 𝐸2

𝑛−1(𝑓)2 ≤
1

2
· 𝐸2−2/𝑚

𝑛−1 (𝑓)2 ·
∫︁ 𝜋/𝑛

0
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑓, 𝑡)2 sin𝑛𝑡𝑑𝑡

или, что тоже

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ≤

(︃
𝑛

4
·
∫︁ 𝜋/𝑛

0
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑓, 𝑡)2 sin𝑛𝑡𝑑𝑡

)︃𝑚/2

. (15)

Заменяя в (15) функцию 𝑓 на производную 𝑓 (𝑟) и число 𝑛 на 𝑛− 𝑟, получаем

𝐸𝑛−𝑟−1(𝑓
(𝑟))2 ≤

(︃
𝑛− 𝑟

4
·
∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

0
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡

)︃𝑚/2

. (16)
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Учитывая (16) и применяя неравенство (4), получаем

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ≤
1

2𝑚/2 · 𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
·

(︃
𝑛− 𝑟

2
·
∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

0
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡

)︃𝑚/2

. (17)

Так как неравенство (17) справедливо для любой функции 𝑓 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , то из него следует оценка

сверху для величины расположенной в левой части равенства (12):

sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2

𝛼𝑛,𝑟 ·
√︀

(𝑛+ 1)/(𝑛− 𝑟 + 1) · 𝐸𝑛−1(𝑓)2(︃
𝑛− 𝑟

2
·
∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

0
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡

)︃𝑚/2
≤ 1

2𝑚/2
. (18)

С целью получении аналогичной оценки снизу введем в рассмотрении функцию 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈
∈ 𝐵

(𝑟)
2 , 𝑛 > 𝑟 для которой

𝐸𝑛−1(𝑓0)2 =
1√
𝑛+ 1

, 𝜔2
𝑚(𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡) =

2𝑚 · 𝛼𝑛,𝑟

𝑛− 𝑟 + 1
· (1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚,

(︃
𝑛− 𝑟

2
·
∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

0
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡)2 sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡

)︃𝑚/2

= 2𝑚/2 · 𝛼𝑛,𝑟√
𝑛− 𝑟 + 1

.

Пользуясь этими равенствами, запишем оценку снизу указанной величины

sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2

𝛼𝑛,𝑟 ·
√︀
(𝑛+ 1)/(𝑛− 𝑟 + 1) · 𝐸𝑛−1(𝑓)2(︃

𝑛− 𝑟

2
·
∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

0
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡

)︃𝑚/2
≥

≥
𝛼𝑛,𝑟 ·

√︀
(𝑛+ 1)/(𝑛− 𝑟 + 1) · 𝐸𝑛−1(𝑓0)2(︃

𝑛− 𝑟

2
·
∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

0
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡)2 sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡

)︃𝑚/2
=

1

2𝑚/2
. (19)

Требуемое равенство (12) получаем из сопоставлении неравенств (18) и (19). Теорема 2 дока-
зана.

2. Связь теоремы 1,2 с поведением точных констант в неравен-
стве Джексона-Стечкина для модуля непрерывности 𝑚-го по-
рядка на классах 𝐵

(𝑟)
2 , 𝑟 ∈ Z+

В этом пункте выясним связь результата теоремы 1,2 с исследованием поведения констант
в неравенствах типа Джексона-Стечкина следующего вида

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ⩽ 𝜒 · 1

𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
𝜔𝑚

(︂
𝑓 (𝑟),

𝜋

𝑛− 𝑟

)︂
2

. (20)

Точнее, требуется найти точное значение величины

𝜒𝑛,𝑟,𝑚(𝛾) := 𝜒𝑛,𝑟(𝜔𝑚, 𝛾)2 := sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2
𝑓 /∈𝒫𝑟

𝛼𝑛,𝑟

√︀
(𝑛+ 1)/(𝑛− 𝑟 + 1)𝐸𝑛−1(𝑓)2

𝜔𝑚(𝑓 (𝑟), 𝛾/(𝑛− 𝑟))2
, (21)
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где 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑓 (0) ≡ 𝑓 , 𝐵(0)
2 ≡ 𝐵2, 𝛾 ∈ (0, 𝜋].

Чтобы найти точное значение константы (21) или получить удовлетворительную оценку
сверху константы 𝜒 в (20), воспользуемся неравенством

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ⩽

⩽

√
𝑚+ 1

2𝑚
· 1

𝛼𝑛,𝑟

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

(︃
𝑛− 𝑟

2

∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

0
𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡

)︃1/2

, (22)

вытекающим из соотношения (11) и верным для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , 𝑟 ∈ Z+.

Пользуясь свойством монотонности 𝜔𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡) из (2), получаем

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ⩽

√
𝑚+ 1

2𝑚
· 1

𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
×

×

(︃
𝜔2
𝑚

(︂
𝑓 (𝑟),

𝜋

𝑛− 𝑟

)︂
2

𝑛− 𝑟

2

∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

0
sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡

)︃1/2

=

=

√
𝑚+ 1

2𝑚
· 1

𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
𝜔𝑚

(︂
𝑓 (𝑟),

𝜋

𝑛− 𝑟

)︂
2

, (23)

и таким образом мы получили неравенство Джексона-Стечкина вида (20) с константой

𝜒𝑛,𝑟,𝑚(𝜋) ⩽

√
𝑚+ 1

2𝑚
. (24)

Докажем, что если функция 𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡) на отрезке [0, 𝜋/2(𝑛− 𝑟)] удовлетворяет условию

𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 + 𝜔2

𝑚

(︂
𝑓 (𝑟),

𝜋

𝑛− 𝑟
− 𝑡

)︂
2

⩽ 2𝜔𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜋/2(𝑛− 𝑟)

)︀
2
, (25)

в частности, если она выпукла вверх на [0, 𝜋/2(𝑛− 𝑟)], то неравенство (2) можно уточнить. В
этом случае справедливо следующее

Следствие 2. На множестве функций 𝑓 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , у которых функция 𝜔2

𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 удовле-
творяет условию (25), справедливо неравенство

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ⩽

√
𝑚+ 1

2𝑚
· 1

𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
𝜔𝑚

(︂
𝑓 (𝑟),

𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︂
2

. (26)

Доказательство. В самом деле, если функция 𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡) при всех 𝑡 ∈ [0, 𝜋/2(𝑛 − 𝑟)]

удовлетворяет неравенство (24), то оценивая интеграл в правой части (2) получаем

𝑛− 𝑟

2

∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

0
𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡 =

=
𝑛− 𝑟

2

(︃∫︁ 𝜋/2(𝑛−𝑟)

0
+

∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

𝜋/2(𝑛−𝑟)

)︃
𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡 =

=
𝑛− 𝑟

2

∫︁ 𝜋/2(𝑛−𝑟)

0

[︂
𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 + 𝜔2

𝑚

(︂
𝑓 (𝑟),

𝜋

𝑛− 𝑟
− 𝑡

)︂
2

]︂
sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡 ⩽

⩽ (𝑛− 𝑟)

∫︁ 𝜋/2(𝑛−𝑟)

0
𝜔2
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜋/2(𝑛− 𝑟)

)︀
2
sin(𝑛− 𝑟)𝑡𝑑𝑡 =
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= 𝜔2
𝑚

(︀
𝑓 (𝑟), 𝜋/2(𝑛− 𝑟)

)︀
2
. (27)

Подставляя полученную оценку (2) в (2), приходим к неравенству (26). Следствие 2 доказано.
В этом случае для константы Джексона-Стечкина имеет место оценка

𝜒𝑛,𝑟,𝑚

(︁𝜋
2

)︁
⩽

√
𝑚+ 1

2𝑚
. (28)

Вопрос о точности оценок (24) и (28) при всех 𝑚,𝑛 ∈ N и 𝑟 ∈ Z+ остаётся открытым. При
𝑚 = 1 и любых 𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 оценка (28) является точной. Чтобы установить этот

факт снова рассмотрим функцию 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , 𝑛 > 𝑟. В силу равенств (2) и (3) (при

𝑚 = 1), имеем

𝐸𝑛−1(𝑓0)2 =
1√
𝑛+ 1

; 𝜔1(𝑓
(𝑟)
0 , 𝑡)2 =

√
2 · 𝛼𝑛,𝑟√

𝑛− 𝑟 + 1
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)1/2,

𝜔1

(︂
𝑓
(𝑟)
0 ,

𝜋

2(𝑛− 𝑟)

)︂
2

=
√
2 · 𝛼𝑛,𝑟√

𝑛− 𝑟 + 1
.

Учитывая эти равенства, запишем оценки снизу

𝜒𝑛,𝑟,1

(︁𝜋
2

)︁
⩾
𝛼𝑛,𝑟

√︀
(𝑛+ 1)/(𝑛− 𝑟 + 1) · 𝐸𝑛−1(𝑓0)2

𝜔1(𝑓
(𝑟)
0 , 𝜋/2(𝑛− 𝑟))2

=
1√
2
. (29)

С другой стороны, из (28) при 𝑚 = 1 следует, что

𝜒𝑛,𝑟,1

(︁𝜋
2

)︁
⩽

1√
2
. (30)

Из сопоставления неравенств (29) и (30) получаем

𝜒𝑛,𝑟,1

(︁𝜋
2

)︁
=

1√
2
, 𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟.

Таким образом доказано, что на множестве функций 𝑓 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , у которых функция

𝜔2
𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡)2 выпукла вверх, оценка (28) при любых 𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 и 𝑚 = 1 неулуч-

шаема.

3. Точные значения 𝑛-поперечников классов функций
𝑊

(𝑟)
2,𝑚(Φ) в 𝐵2

Прежде чем сформулировать остальные результаты, напомним необходимые в дальнейшем
понятия и определения.

Пусть 𝑆 := {𝜙 : ‖𝜙‖2 ⩽ 1} — единичный шар в 𝐵2, M — выпуклое центрально-
симметричное множество из 𝐵2, ℒ𝑛 ⊂ 𝐵2 — 𝑛-мерное подпространство, ℒ𝑛 ⊂ 𝐵2 — подпро-
странство коразмерности 𝑛; Λ : 𝐵2 → ℒ𝑛 — непрерывный линейный оператор, Λ⊥ : 𝐵2 → ℒ𝑛

— непрерывный оператор линейного проектирования. Величины

𝑏𝑛(M, 𝐵2) = sup {sup {𝜀 > 0; 𝜀𝑆 ∩ ℒ𝑛+1 ⊂ M} : ℒ𝑛+1 ⊂ 𝐵2} ,

𝑑𝑛(M, 𝐵2) = inf {sup {inf {‖𝜙− 𝑔‖2 : 𝑔 ∈ ℒ𝑛} : 𝜙 ∈ M} : ℒ𝑛 ⊂ 𝐵2} ,

𝛿𝑛(M, 𝐵2) = inf {inf {sup {‖𝜙− Λ𝜙‖2 : 𝜙 ∈ M} : Λ𝐵2 ⊂ ℒ𝑛} : ℒ𝑛 ⊂ 𝐵2} ,

𝑑𝑛(M, 𝐵2) = inf {sup {‖𝜙‖2 : 𝜙 ∈ M ∩ ℒ𝑛} : ℒ𝑛 ⊂ 𝐵2} ,
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Π𝑛(M, 𝐵2) = inf
{︁
inf
{︁
sup

{︁
‖𝜙− Λ⊥𝜙‖2 : 𝜙 ∈ M

}︁
: Λ⊥𝐵2 ⊂ ℒ𝑛

}︁
: ℒ𝑛 ⊂ 𝐵2

}︁
называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным, гельфандовским,
проекционным 𝑛-поперечниками подмножества M в 𝐵2. Поскольку 𝐵2 — гильбертово про-
странство, то между перечисленными величинами имеют место соотношения [22, 23]:

𝑏𝑛(M, 𝐵2) ≤ 𝑑𝑛(M, 𝐵2) ≤ 𝑑𝑛(M, 𝐵2) = 𝛿𝑛(M, 𝐵2) = Π𝑛(M, 𝐵2). (31)

Отметим, что вычислению в пространстве 𝐵2 точных значений 𝑛-поперечников клас-
сов аналитических в круге функций, определённых при помощи модулей непрерывности
различных порядков и иных характеристик гладкости функций, посвящены работы [4,5,10-
14,18,20,21].

Пусть Φ(𝑢), 𝑢 ∈ R+−есть непрерывная монотонно возрастающая функция такая, что

Φ(0) = 0. Для любых 𝑚 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+ и 𝑢 ∈ [0, 2𝜋] определим в 𝐵
(𝑟)
2 следующие классы

функций:

𝑊
(𝑟)
2,𝑚(Φ) :=

{︂
𝑓 ∈ 𝐵

(𝑟)
2 :

𝜋

2𝑢

∫︁ 𝑢

0
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡) sin

𝜋𝑡

𝑢
𝑑𝑡 ⩽ Φ2(𝑢)

}︂
.

Положим ещё

(1− cos 𝜃)* :=
{︀
1− cos 𝜃, если 0 ⩽ 𝜃 ⩽ 𝜋; 2, если 𝜃 > 𝜋

}︀
.

Нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 1. Для произвольного полинома 𝑝𝑛(𝑧) =
𝑛∑︀

𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘 ∈ 𝒫𝑛 при любых 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+,

𝑛 > 𝑟, 𝑡 ⩾ 0 выполняется неравенство

𝜔2
𝑚(𝑝(𝑟)𝑛 , 𝑡)2 ⩽ 2𝑚 𝛼2

𝑛,𝑟

𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚* · ‖𝑝𝑛‖22. (32)

Доказательство. Учитывая формулу (3) для произвольного полинома 𝑝𝑛 ∈ 𝒫𝑛, запишем

𝜔2
𝑚(𝑝(𝑟)𝑛 , 𝑡)2 = 2𝑚 sup

|ℎ|⩽𝑡

𝑛∑︁
𝑘=𝑟+1

𝛼2
𝑘,𝑟

|𝑎𝑘|2

𝑘 − 𝑟 + 1
(1− cos(𝑘 − 𝑟)ℎ)𝑚 =

= 2𝑚 sup
|ℎ|⩽𝑡

𝑛∑︁
𝑘=𝑟+1

𝑘 + 1

𝑘 − 𝑟 + 1
𝛼2
𝑘,𝑟 ·

|𝑎𝑘|2

𝑘 + 1
(1− cos(𝑘 − 𝑟)ℎ)𝑚. (33)

Заметив, что

max
𝑟+1⩽𝑘⩽𝑛

𝑘 + 1

𝑘 − 𝑟 + 1
· 𝛼2

𝑘,𝑟 =
𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
𝛼2
𝑛,𝑟,

и при любых 𝑡 ⩾ 0 и 𝑟 + 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛

(1− cos(𝑘 − 𝑟)𝑡)𝑚 ⩽ (1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚*

из равенства (3) получаем

𝜔2
𝑚(𝑝(𝑟)𝑛 , 𝑡)2 ⩽ 2𝑚𝛼2

𝑛,𝑟

𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚*

𝑛∑︁
𝑘=𝑟+1

|𝑎𝑘|2

𝑘 + 1
=

= 2𝑚𝛼2
𝑛,𝑟

𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚* · ‖𝑝𝑛‖22,

и неравенство (32) доказано.
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Теорема 3. Пусть функция Φ при любых 𝜇 > 0, 𝑢 ∈ (0, 2𝜋] и 𝑚 ∈ N удовлетворяет
условию

Φ2

(︂
𝑢

𝜇

)︂∫︁ 𝜇𝜋

0
(1− cos 𝜐)* sin

𝜐

𝜇
𝑑𝜐 ⩽ 2𝜇Φ2(𝑢). (34)

Тогда при любых 𝑛 ∈ N и 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 справедливо равенство

𝜆𝑛(𝑊
(𝑟)
𝑚 (Φ)2, 𝐵2) = 𝑑𝑛(𝑊

(𝑟)
𝑚 (Φ)2, 𝐵2) = 𝐸𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑚 (Φ))2 =

=
1

2𝑚/2
· 1

𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
· Φ
(︂

𝜋

𝑛− 𝑟

)︂
,

где

𝐸𝑛−1(M)2 := sup{𝐸𝑛−1(𝑓)2 : 𝑓 ∈ M},

а 𝜆𝑛(·) — любой из перечисленных выше 𝑛-поперечников.

Доказательство. В силу определения класса𝑊 (𝑟)
𝑚 (Φ)2 из неравенства (17), получим оцен-

ку сверху всех перечисленных 𝑛-поперечников:

𝜆𝑛(𝑊
(𝑟)
𝑚 (Φ)2, 𝐵2) ⩽ 𝑑𝑛(𝑊

(𝑟)
𝑚 (Φ)2, 𝐵2) ⩽ 𝐸𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑚 (Φ))2 ⩽

⩽
1

2𝑚/2
· 1

𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
· Φ
(︂

𝜋

𝑛− 𝑟

)︂
. (35)

С целью получения оценки снизу рассматриваемых 𝑛-поперечников класса 𝑊
(𝑟)
𝑚 (Φ)2, в

силу соотношения (31), достаточно оценить снизу бернштейновского 𝑛-поперечника. Для этого
в подпространстве комплексных полиномов 𝑝𝑛 ∈ 𝒫𝑛 ∩𝐵2 зафиксируем (𝑛+ 1)-мерный шар

𝑆𝑛+1 :=

{︃
𝑝𝑛 : ‖𝑝𝑛‖2 ⩽

1

2𝑚/2
· 1

𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
· Φ
(︂

𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︃

и докажем, что 𝑆𝑛+1 ⊂ 𝑊
(𝑟)
𝑚 (Φ)2. Таким образом, требуется доказать, что для любого

𝑝𝑛 ∈ 𝑆𝑛+1, 𝑢 ∈ (0, 2𝜋] выполняется неравенство

𝜋

2𝑢

∫︁ 𝑢

0
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑝(𝑟)𝑛 , 𝑡)2 sin

𝜋

𝑢
𝑡𝑑𝑡 ⩽ Φ2(𝑢).

Для этого умножим обе части неравенство (32) на функцию
𝜋

2𝑢
sin

𝜋

𝑢
𝑡 и проинтегрируем по 𝑡

на отрезке [0, 𝑢], затем сделаем замену переменной 𝑢 = 𝜇𝜋/(𝑛− 𝑟) в правой части и заменяем
норму полинома по формуле радиуса сферы 𝑆𝑛+1. В итоге после всех этих операций, с учётом
(34), получаем

𝜋

2𝑢

∫︁ 𝑢

0
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑝(𝑟)𝑛 , 𝑡)2 sin

𝜋

𝑢
𝑡𝑑𝑡 ⩽

⩽
𝜋

2𝑢
Φ2

(︂
𝜋

𝑛− 𝑟

)︂∫︁ 𝑢

0
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)* sin

𝜋

𝑢
𝑡𝑑𝑡 =

=
𝑛− 𝑟

2𝜇
Φ2

(︂
𝑢

𝜇

)︂∫︁ 𝜋𝜇/(𝑛−𝑟)

0
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)* sin

(𝑛− 𝑟)𝑡

𝜇
𝑑𝑡 =

=
1

2𝜇
Φ2

(︂
𝑢

𝜇

)︂∫︁ 𝜇𝜋

0
(1− cos 𝑡)* sin

𝑡

𝜇
𝑑𝑡 ⩽ Φ2(𝑢)
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и тем самым включение 𝑆𝑛+1 ∈ 𝑊
(𝑟)
𝑚 (Φ)2 доказано. В силу определения бернштейновского

𝑛-поперечника, запишем оценку снизу

𝑏𝑛(𝑊
(𝑟)
𝑚 (Φ)2, 𝐵2) ⩾ 𝑏𝑛(𝑆𝑛+1, 𝐵2) =

=
1

2𝑚/2
· 1

𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
· Φ
(︂

𝜋

𝑛− 𝑟

)︂
. (36)

Сопоставляя неравенства (3) и (3) с учётом соотношения (31), получим утверждение теоремы
3.

В завершении статьи отметим, что функция Φ, удовлетворяющая условию (34) существу-

ет [24]. Этому условию удовлетворяет, например, функция Φ*(𝑡) = 𝑡𝛼, где 𝛼 =
𝜋2

8
.
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