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Аннотация

В предыдущей работе авторов заложены основы теории гладких многообразий теоре-
тико-числовых решёток. Рассмотрен случай произвольных многомерных решёток.

В данной статье рассмотрен общий случай сдвинутых многомерных решёток.
Отметим, что геометрия метрического пространств многомерных решёток гораздо

сложнее, чем геометрия обычного евклидова пространства. Это видно из парадокса неад-
дитивности длины отрезка в пространстве сдвинутых одномерных решёток. Из наличия
этого парадокса следует, что стоит открытой проблема описания геодезических линий в
пространствах многомерных решёток, а также в нахождении формулы для длины дуг ли-
ний в этих пространствах. Естественно, что было бы интересно не только описание этих
объектов, но и получение теоретико-числовой интерпретации этих понятий.

Дальнейшим направлением исследований может быть изучение аналитического про-
должения гиперболической дзета-функции на пространствах сдвинутых многомерных ре-
шёток. Как известно, аналитическое продолжение гиперболической дзета-функции решё-
ток построено для произвольной декартовой решётки. Не изучен даже вопрос о непрерыв-
ности этих аналитических продолжений в левой полуплоскости на пространстве решёток.
Всё это, на наш взгляд, актуальные направления дальнейших исследований.
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Abstract

In the previous work of the authors, the foundations of the theory of smooth manifolds
of number-theoretic lattices were laid. The case of arbitrary multidimensional lattices was
considered.

This article considers the general case of shifted multidimensional lattices.
Note that the geometry of the metric spaces of multidimensional lattices is much more

complicated than the geometry of ordinary Euclidean space. This is evident from the paradox
of non-additivity of the length of a segment in the space of shifted one-dimensional lattices.
From the presence of this paradox it follows that the problem of describing geodesic lines in
spaces of multidimensional lattices remains open, as well as finding a formula for the length
of arcs of lines in these spaces. Naturally, it would be interesting not only to describe these
objects, but also to obtain a number-theoretic interpretation of these concepts.

A further direction of research may be the study of the analytic continuation of the
hyperbolic zeta function on the spaces of shifted multidimensional lattices. As is known, the
analytic continuation of the hyperbolic zeta functions of lattices are constructed for an arbitrary
Cartesian lattice. Even the question of the continuity of these analytical continuations in the
left half-plane on the space of lattices has not been studied. All of these, in our opinion, are
relevant directions for further research.
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1. Введение

В предыдущих работах авторов [20]–[22] заложены основы теории гладких многообразий
теоретико-числовых решёток. Рассмотрены: простейший случай одномерных решёток, случай
одномерных сдвинутых решёток и случай произвольных многомерных решёток.

Как известно (см. [14], стр. 165), множество всех 𝑠-мерных решёток 𝑃𝑅𝑠 является полным
метрическим пространством относительно метрики

𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)) = ln(1 + max(𝜇, 𝜈)), (1)

где
𝜇 = inf

Γ=𝐴·Λ
‖𝐴− 𝐼‖, 𝜈 = inf

Λ=𝐵·Γ
‖𝐵 − 𝐼‖.

Целью данной работы является рассмотрение общего случая гладкого многообразия сдви-
нутых многомерных решёток.

На протяжении всей работы через 𝐼 = 𝐼𝑠 будем обозначать единичную квадратную мат-
рицу порядка 𝑠 ⩾ 1, M𝑠(R) множество всех вещественных квадратных матриц порядка 𝑠, а
M*

𝑠(R) — подмножество невырожденных матриц. Значение порядка 𝑠 каждый раз будет видно
из контекста.

2. Метрики на пространстве сдвинутых решёток

Обозначим через 𝐶𝑃𝑅𝑠 множество всех сдвинутых решёток

Λ(�⃗�) = Λ + �⃗�,

где Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 — произвольная 𝑠 – мерная вещественная решётка и �⃗� ∈ 𝑅𝑠 — произвольный
вектор.

Из свойств решётки непосредственно вытекает, что Λ(�⃗�+ �⃗�) = Λ(�⃗�) для любого �⃗� ∈ Λ.
Приведём без доказательства несколько лемм и теорем из монографии [7].

Лемма 1. Если
Λ1 + �⃗�1 = Λ2 + �⃗�2, (2)

то Λ1 = Λ2 и �⃗�1 − �⃗�2 ∈ Λ1.

Доказательство. См. [7], стр. 59. 2
Для задания структуры метрического пространства на множестве 𝐶𝑃𝑅𝑠 определим для

произвольного 𝑎 ̸= 0 вложение
𝜙𝑎 : 𝐶𝑃𝑅𝑠 → 𝑃𝑅𝑠+1

следующим образом.
Пусть Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠, �⃗�𝑗 = (𝜆𝑗1, . . . , 𝜆𝑗𝑠) (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠) — ее базис и �⃗� = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ∈ 𝑅𝑠

— произвольный вектор. решётку 𝜙𝑎(Λ + �⃗�) зададим базисом �⃗�′𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠 + 1), где

�⃗�′𝑗 = (𝜆𝑗1, . . . , 𝜆𝑗𝑠, 0) (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠), �⃗�
′
𝑠+1 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠, 𝑎).

Лемма 2. Решётка 𝜙𝑎(Λ + �⃗�) определена однозначно и не зависит от выбора базиса
�⃗�1, . . . , �⃗�𝑠 или замены вектора �⃗� на �⃗�+ �⃗�, где �⃗� ∈ Λ.

Доказательство. См. [7], стр. 60. 2
Обозначим через 𝑃𝑅𝑠+1(𝑎) множество всех решёток Λ(𝑎) таких, что для любой точки

�⃗� ∈ Λ(𝑎) имеем 𝑥𝑠+1 = 𝑛 · 𝑎, 𝑛 ∈ Z и найдется хотя бы одна ненулевая точка �⃗� ∈ Λ(𝑎) такая,
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что 𝑥𝑠+1 = 𝑎. Будем говорить, что решётка Λ(𝑎) имеет канонический базис, если её базисная
матрица имеет вид

𝐴(Λ(𝑎)) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆1 1 . . . 𝜆𝑠 1 𝑥1
...

. . .
...

...
𝜆1 𝑠 . . . 𝜆𝑠 𝑠 𝑥𝑠
0 . . . 0 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Лемма 3. Пусть �⃗�1 = (𝜆1 1, . . . , 𝜆1 𝑠, 𝑛1𝑎) и �⃗�2 = (𝜆2 1, . . . , 𝜆2 𝑠, 𝑛2𝑎) два линейно независи-
мых вектора и 𝑛1 = 𝑞𝑛2+𝑟, 0 ⩽ 𝑟 < |𝑛2|, тогда вектора �⃗�2) и �⃗�3 = �⃗�1−𝑞�⃗�2 = (𝜆3 1, . . . , 𝜆3 𝑠, 𝑟𝑎)
линейно независимы и справедливо равенство решёток Λ(�⃗�1, �⃗�2) = Λ(�⃗�3, �⃗�2).

Доказательство. Действительно, �⃗�1 = �⃗�3 + 𝑞�⃗�2. Отсюда следуют утверждения леммы.
2

Лемма 4. Любая решётка Λ(𝑎) ∈ 𝑃𝑅𝑠+1(𝑎) имеет канонический базис и является обра-
зом сдвинутой решётки Λ + �⃗� ∈ 𝐶𝑃𝑅𝑠 при отображении 𝜙𝑎(Λ + �⃗�).

Доказательство. Действительно, пусть решётка Λ(𝑎)) ∈ 𝑃𝑅𝑠+1(𝑎) имеет базис с базис-
ной матрицей

𝐵(Λ(𝑎)) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆1 1 . . . 𝜆𝑠 1 𝜆𝑠+11
...

. . .
...

...
𝜆1 𝑠 . . . 𝜆𝑠 𝑠 𝜆𝑠+1 𝑠

𝑛1𝑎 . . . 𝑛𝑠𝑎 𝑛𝑠+1𝑎

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Без ограничения общности можно считать, что все величины 𝑛𝑗 неотрицательные (𝑗 = 1, . . . ,
𝑠+ 1). Обозначим через 𝑛(𝐵(Λ(𝑎))) минимальное значение ненулевых значений 𝑛𝑗 . Без огра-
ничения общности можно считать, что 𝑛 = 𝑛𝑠+1. Ясно, что 𝑛 > 0, так как в противном случае
вектора �⃗�𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠+ 1) были бы линейно зависимые.

Нетрудно видеть, что (𝑛1, . . . , 𝑛𝑠+1) = 1, так как иначе при (𝑛1, . . . , 𝑛𝑠+1) = 𝑑 > 1 все
точки решётки �⃗� ∈ Λ(𝑎) будут иметь вид 𝑥𝑠+1 = 𝑛𝑑𝑎, 𝑛 ∈ Z, что противоречит определе-
нию решётки Λ(𝑎) ∈ 𝑃𝑅𝑠+1(𝑎). Отсюда следует, что найдутся целые 𝑐1, . . . , 𝑐𝑠+1 такие, что
𝑐1𝑛1 + . . .+ 𝑐𝑠+1𝑛𝑠+1 = 1.

Пусть 𝑛𝑗 = 𝑞𝑗𝑛 + 𝑟𝑗 , 0 ⩽ 𝑟𝑗 < 𝑛 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠), тогда по лемме 3 базисом решётки Λ(𝑎)

будет система векторов �⃗�′𝑗 = �⃗�𝑗 − 𝑞𝑗 �⃗�𝑠+1 = (𝜆𝑗 1− 𝑞𝑗𝜆𝑠+11, . . . , 𝜆𝑗 𝑠− 𝑞𝑗𝜆𝑠+1 𝑠, 𝑟𝑗𝑎), (𝑗 = 1, . . . , 𝑠),

�⃗�′𝑠+1 = �⃗�𝑠+1. Нетрудно видеть, что либо базисная матрица2

𝐵′(Λ(𝑎)) =
(︁
�⃗�′⊤1 . . . �⃗�′⊤𝑠+1

)︁
задает канонический базис в случае 𝑟1 = . . . = 𝑟𝑠 = 0, тогда обязательно 𝑛 = 𝑛𝑠+1 = 1, либо
величина 𝑛(𝐵′(Λ(𝑎))) < 𝑛(𝐵(Λ(𝑎))). Отсюда следует, что, повторяя конечное число раз опера-
цию приведения базисной матрицы, мы придём к базисной матрице, задающей канонический
базис. 2

Из доказанной леммы следует, что каждая решётка из 𝑃𝑅𝑠+1(𝑎) является образом сдви-
нутой решётки при отображении 𝜙𝑎 : 𝐶𝑃𝑅𝑠 → 𝑃𝑅𝑠+1. Следовательно, можно рассмотреть
обратное отображение

𝜙−1
𝑎 : 𝑃𝑅𝑠+1(𝑎) → 𝐶𝑃𝑅𝑠.

Лемма 5. Решётка 𝜙𝑎(Λ + �⃗�) определена однозначно и не зависит от выбора базиса
�⃗�1, . . . , �⃗�𝑠 или замены вектора �⃗� на �⃗�+ �⃗�, где �⃗� ∈ Λ.

2Здесь и далее �⃗�⊤ обозначает вектор столбец, а 𝐴⊤ — транспонированную матрицу.
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Доказательство. См. [7], стр. 60. 2
Теперь для любого 𝑎 ̸= 0 на пространстве 𝐶𝑃𝑅𝑠 можно задать метрику 𝜌𝑎(Λ + �⃗�,Γ + �⃗�) с

помощью вложения 𝜙𝑎 и метрики 𝜌(·, ·) на пространстве 𝑃𝑅𝑠+1 равенством

𝜌𝑎(Λ + �⃗�,Γ + �⃗�) = 𝜌(𝜙𝑎(Λ + �⃗�), 𝜙𝑎(Γ + �⃗�)). (2)

Теорема 1. Функция 𝜌𝑎(Λ + �⃗�,Γ + �⃗�) задает метрику на пространстве 𝐶𝑃𝑅𝑠.

Доказательство. См. [7], стр. 61–62. 2
После введения метрики на пространстве сдвинутых решёток сразу возникает вопрос о

вычислении расстояния между двумя сдвигами одной и той же решётки. Второй естествен-
ный вопрос: как согласована метрика в пространстве сдвинутых решёток с уже имеющейся
метрикой на подпространстве решёток. Перейдем к решению этих вопросов.

Лемма 6. Если решётка Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 задана 𝑠 – мерной невырожденной матрицей
𝐴 : Λ = 𝐴 · Z𝑠, то решётка 𝜙𝑎(Λ + �⃗�) переводится в решётку 𝜙𝑎(Λ + �⃗�) линейным пре-
образованием с блочной матрицей

𝐵(�⃗�, �⃗�) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦1−𝑥1

𝑎

𝐼
...

𝑦𝑠−𝑥𝑠

𝑎
0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠
где 𝐼 — единичная 𝑠–мерная матрица.

Доказательство. См. [7], стр. 63. 2
Лемма 6 допускает простое обобщение.

Лемма 7. Если решётки Λ и Γ ∈ 𝑃𝑅𝑠 заданы 𝑠–мерными невырожденными матрицами
𝐴 и 𝐵, соответственно:

Λ = 𝐴 · Z𝑠, Γ = 𝐵 · Z𝑠,

то решётка 𝜙𝑎(Λ+ �⃗�) переводится в решётку 𝜙𝑎(Γ+ �⃗�) линейным преобразованием с блочной
матрицей

𝐶(𝐴,𝐵, �⃗�, �⃗�) =

⎛⎜⎜⎜⎝
(�⃗�)1

𝐵𝐴−1
...

(�⃗�)𝑠
0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

где �⃗� =
−𝐵𝐴−1�⃗�+ �⃗�

𝑎
.

Доказательство. См. [7], стр. 64. 2

Рассмотрим множество блочных матриц MP𝑠+1, заданное равенством

MP𝑠+1 =

{︂
𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝑀 ∈ M𝑠+1(R),𝑀 =

(︂
𝑀1 �⃗�

0⃗ 1

)︂}︂
,

где невырожденная матрица 𝑀 =𝑀(𝑀1, �⃗�) имеет вид

𝑀(𝑀1, �⃗�) =

⎛⎜⎜⎜⎝
(�⃗�)1

𝑀1
...

(�⃗�)𝑠
0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ , det𝑀1 ̸= 0, 𝑀1 ∈ M*
𝑠(R), �⃗� ∈ R𝑠.
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Ясно, что 𝐼𝑠+1 ∈ MP𝑠+1. Нам также потребуется множество M𝑠×(𝑠+1)(R) прямоуголь-
ных матриц порядка 𝑠 × (𝑠 + 1) таких, что любая матрица 𝑀 ∈ MP𝑠+1 будет иметь

вид 𝑀 =

(︂
𝑀1 �⃗�

0⃗ 1

)︂
, где 𝑀2 =

(︀
𝑀1 �⃗�

)︀
∈ M𝑠×(𝑠+1)(R). Нетрудно видеть, что задано

отображение 𝜎 : MP𝑠+1 → M𝑠×(𝑠+1)(R) по формуле 𝜎(𝑀) = 𝑀2 = (𝑚2𝑖 𝑗)1⩽𝑖⩽𝑠,1⩽𝑗⩽𝑠+1.
Обратное преобразование 𝜎−1 : M𝑠×(𝑠+1)(R)MP𝑠+1 → MP𝑠+1 задаётся для матрицы
𝑀2 =

(︀
𝑀1 �⃗�

)︀
∈ M𝑠×(𝑠+1)(R) равенством

𝜎−1(𝑀2) =

(︂
𝑀1 �⃗�

0⃗ 1

)︂
.

Пространство M𝑠×(𝑠+1)(R) является нормированным вещественным пространством размерно-
сти 𝑠2 + 𝑠 с нормой

‖𝑀2‖ = (𝑠+ 1) · max
1⩽𝑖⩽𝑠,1⩽𝑗⩽𝑠+1

|𝑚2𝑖 𝑗 |.

Следовательно и пространство MP𝑠+1 является нормированным вещественным простран-
ством размерности 𝑠2 + 𝑠.

Лемма 8. Для любой матрицы𝑀 ∈ MP𝑠+1 пространство решёток 𝑃𝑅𝑠+1(𝑎) переходит
в себя под действием линейного преобразования с матрицей 𝑀 .

Доказательство. Действительно, пусть Λ(𝑎) произвольная решётка из 𝑃𝑅𝑠+1(𝑎) с ба-
зисной матрицей

𝐴(Λ) =

⎛⎜⎝ 𝜆1 1 . . . 𝜆𝑠 1
...

. . .
...

𝜆1 𝑠 . . . 𝜆𝑠 𝑠

⎞⎟⎠ , 𝐴(Λ(𝑎)) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆1 1 . . . 𝜆𝑠 1 𝑥1
...

. . .
...

...
𝜆1 𝑠 . . . 𝜆𝑠 𝑠 𝑥𝑠
0 . . . 0 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝐴(Λ)
...
𝑥𝑠

0 . . . 0 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

тогда

𝑀 ·𝐴(Λ(𝑎)) =

⎛⎜⎜⎜⎝
(𝑀1 · �⃗�)1 + 𝑎 · (�⃗�)1

𝑀1 ·𝐴(Λ)
...

(𝑀1 · �⃗�)𝑠 + 𝑎 · (�⃗�)𝑠
0 . . . 0 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

что и доказывает утверждение леммы. 2
Для дальнейшего нам потребуется общее свойство метрики на 𝑃𝑅𝑠, позволяющее, в прин-

ципе, за конечное число операций вычислять расстояние между двумя решётками, заданны-
ми своими базисными матрицами. Обозначим через 𝑈𝑠(𝜌) множество матриц 𝑊 из 𝑆𝐿𝑠(Z) с
‖𝑊‖ ⩽ 𝜌.

Теорема 2. Пусть решётки Λ и Γ заданы своими матрицами 𝐴 и 𝐵, соответственно:

Λ = 𝐴 · Z𝑠, Γ = 𝐵 · Z𝑠,

и величины 𝜇1 и 𝜈1 вычисляются по формулам:

𝜇1 = ‖𝐵−1‖ · ‖𝐴‖ · (‖𝐵𝐴−1 − 𝐼‖+ 1),

𝜈1 = ‖𝐴−1‖ · ‖𝐵‖ · (‖𝐴𝐵−1 − 𝐼‖+ 1),

тогда

𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)) ⩽
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⩽ max(ln(1 + ‖𝐵𝐴−1 − 𝐼‖), ln(1 + ‖𝐴𝐵−1 − 𝐼‖)),

где
𝜇 = min

𝑊∈𝑈𝑠(𝜇1)
‖𝐵𝑊𝐴−1 − 𝐼‖, 𝜈 = min

𝑊∈𝑈𝑠(𝜈1)
‖𝐴𝑊𝐵−1 − 𝐼‖,

и найдутся матрицы 𝐴(Λ,Γ), 𝐵(Λ,Γ) такие, что

Γ = 𝐴(Λ,Γ) · Λ, Λ = 𝐵(Λ,Γ) · Γ,

𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + ‖𝐴(Λ,Γ)− 𝐼‖), ln(1 + ‖𝐵(Λ,Γ)− 𝐼‖)).

Доказательство. См. [7], стр. 65,66. 2
Теорема 2 позволяет решить вопрос о вычислении расстояния между сдвинутыми решёт-

ками в 𝜀–окрестности для достаточно малого 𝜀. Для этого прежде всего введем следующие
обозначения.

Пусть 𝑀𝑠,𝜀(R) — множество всех вещественных квадратных матриц 𝐴 порядка 𝑠 с опера-
торной нормой ‖𝐴‖ = 𝑠 · max

1⩽𝑖,𝑗⩽𝑠
|𝑎𝑖𝑗 | ⩽ 𝜀.

Так как при 0 < 𝜀 < 1 для любого 𝐴 ∈𝑀𝑠,𝜀(R) матрица 𝐼 +𝐴 обратима и

(𝐼 +𝐴)−1 = 𝐼 +𝐴+𝐴2 + . . .+𝐴𝑛 + . . . = 𝐼 +𝐴*, ‖𝐴*‖ ⩽
𝜀

1− 𝜀
,

то при 0 < 𝜀 < 1
2 через 𝑀*

𝑠,𝜀(R) обозначим множество всех вещественных матриц 𝐴 порядка
𝑠 таких, что ‖𝐴‖ ⩽ 𝜀 и ‖𝐴*‖ ⩽ 𝜀, где 𝐴* = (𝐼 + 𝐴)−1 − 𝐼. Из определения следует, что
𝑀*

𝑠,𝜀(R) ⊂𝑀𝑠,𝜀(R).
Как обычно, для любого действительного числа 𝑥 расстояние до ближайшего целого обо-

значается через ‖𝑥‖. Эта величина выражается через дробную часть 𝑥 по формуле

‖𝑥‖ = min({𝑥}, 1− {𝑥}).

Непрерывная периодическая функция ‖𝑥‖ задает метрику на окружности 𝑇 = R/Z единичной
длины. Аналогично, на 𝑠 – мерном торе 𝑇 𝑠 = R𝑠/Z𝑠 можно задать метрику

𝜌((�⃗�), (�⃗�)) = max
1⩽𝑗⩽𝑠

‖𝑥𝑗 − 𝑦𝑗‖,

где через (�⃗�) обозначена сдвинутая фундаментальная решётка �⃗�+Z𝑠 — класс эквивалентности,
порожденный точкой �⃗� ∈ R𝑠. Окрестность радиуса 𝜀 точки (�⃗�) на 𝑇 𝑠 обозначим через

𝑇 𝑠(�⃗�, 𝜀) = {(�⃗�) | max
1⩽𝑗⩽𝑠

‖𝑥𝑗 − 𝑦𝑗‖ ⩽ 𝜀}.

Рассмотрим наряду с решёткой Λ ее взаимную решётку

Λ* = {�⃗� | (�⃗�, �⃗�) ∈ Z, �⃗� ∈ Λ}.

Как известно, если

𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝜆11 . . . 𝜆1𝑠
...

. . .
...

𝜆𝑠1 . . . 𝜆𝑠𝑠

⎞⎟⎠
— матрица из базисных векторов �⃗�𝑗 = (𝜆𝑗1, . . . , 𝜆𝑗𝑠), то

𝐴−1 =

⎛⎜⎝ 𝜆*11 . . . 𝜆*1𝑠
...

. . .
...

𝜆*𝑠1 . . . 𝜆*𝑠𝑠

⎞⎟⎠
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— матрица из базисных векторов �⃗�*𝑗 = (𝜆*1𝑗 , . . . , 𝜆
*
𝑠𝑗) взаимного базиса взаимной решётки Λ*,

который определяется условием

(�⃗�𝑗 , �⃗�
*
𝑗 ) = 𝛿𝑖𝑗 =

{︂
1 при 𝑖 = 𝑗,
0 при 𝑖 ̸= 𝑗.

Определим величину
𝑀(Λ) = min

Λ=𝐴𝑇 ·Z𝑠
‖𝐴‖ · ‖𝐴−1‖,

которую по аналогии с мерой обусловленности системы линейных уравнений будем называть
мерой обусловленности решётки. В силу дискретности специальной группы 𝑆𝐿𝑠(Z) существует
матрица 𝐴(Λ) такая, что Λ = 𝐴(Λ)𝑇 · Z𝑠 и 𝑀(Λ) = ‖𝐴(Λ)‖ · ‖𝐴(Λ)−1‖.

Теорема 3. Пусть 0 < 𝜀 <
1

3 ·𝑀(Λ)
и отображение 𝜓Λ задано на 𝑀*

𝑠,𝜀(R) по правилу

𝜓Λ(𝐵) = (𝐼 +𝐵) · Λ, 𝐵 ∈𝑀*
𝑠,𝜀(R),

тогда 𝜓Λ(𝐵) — взаимнооднозначное отображение 𝑀*
𝑠,𝜀(R) на 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀)), где

𝑈(Λ, 𝛿) = {Γ ∈ 𝑃𝑅𝑠 | 𝜌(Λ,Γ) ⩽ 𝛿},

и для любого 𝐵 ∈𝑀*
𝑠,𝜀(R) справедливо равенство

𝜌(Λ, 𝜓Λ(𝐵)) = max(ln(1 + ‖𝐵‖), ln(1 + ‖𝐵*‖)),

где 𝐵* = (𝐼 +𝐵)−1 − 𝐼.

Доказательство. См. [7], стр. 68,69. 2

Лемма 9. Для меры обусловленности решётки 𝜙𝑎(Λ + 𝐴(Λ) · �⃗�) ∈ 𝑃𝑅𝑠+1, где �⃗� ∈ [0; 1]𝑠

справедливо неравенство

𝑀(𝜙𝑎(Λ +𝐴(Λ) · �⃗�)) ⩽ (𝑠+ 1)2 ·max

(︂
𝑀(Λ)

𝑠
, 1,

‖𝐴(Λ)‖
𝑎

,
𝑀(Λ) · 𝑎
𝑠 · ‖𝐴(Λ)‖

)︂
.

Доказательство. См. [7], стр. 69,70. 2
При фиксированных Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠, �⃗� ∈ 𝐺𝑠 и 𝑎 > 0 на декартовом произведении

𝑀*
𝑠,𝜀(R)× 𝑇 𝑠(⃗0, 𝜀) зададим отображение ΘΛ,�⃗� в 𝐶𝑃𝑅𝑠 по правилу

ΘΛ,�⃗�(𝐵, �⃗�) = (𝐼 +𝐵) · (Λ +𝐴(Λ) · (�⃗�+ �⃗�)),

𝐵 ∈𝑀*
𝑠,𝜀(R), �⃗� ∈ 𝑇 𝑠(⃗0, 𝜀).

Через 𝑈(Λ + �⃗�, 𝛿) обозначим 𝛿 – окрестность сдвинутой решётки Λ + �⃗�:

𝑈(Λ + �⃗�, 𝛿) = {Γ + �⃗� ∈ 𝐶𝑃𝑅𝑠 | 𝜌𝛼(Λ + �⃗�,Γ + �⃗�) ⩽ 𝛿}.

Зададим две блочные вещественные квадратные матрицы порядка 𝑠+ 1 формулами

𝐶(𝐵, �⃗�) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑧1

𝐼 +𝐵
...
𝑧𝑠

0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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�⃗� = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑠)
𝑇 =

(𝐼 +𝐵) ·𝐴(Λ) · �⃗�
𝑎

,

𝐶*(𝐵, �⃗�) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑤1

(𝐼 +𝐵)−1
...
𝑤𝑠

0 . . . 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

�⃗� = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑠)
𝑇 = −(𝐼 +𝐵)−1 ·𝐴(Λ) · �⃗�

𝑎
.

Теорема 4. При

0 < 𝜀 <

min

(︂
1

2
,

𝑎

2 · (𝑠+ 1)‖𝐴(Λ)‖

)︂
3 ·𝑀(𝜙𝑎(Λ +𝐴(Λ) · �⃗�))

справедливы вложения

𝑈(Λ +𝐴(Λ) · �⃗�, 𝛿1) ⊂ ΘΛ,�⃗�(𝑀
*
𝑠,𝜀(R)× 𝑇 𝑠(⃗0, 𝜀)) ⊂

⊂ 𝑈(Λ +𝐴(Λ) · �⃗�, 𝛿2)

для любых 𝛿1 и 𝛿2, удовлетворяющих условиям:

𝛿1 ⩽ ln

(︂
1 + min

(︂
(𝑠+ 1) · 𝑠 · 𝑎

‖𝐴(Λ)‖
,
(𝑠+ 1) · 𝑎
‖𝐴(Λ)‖+ 𝑎

,
(𝑠+ 1) · 𝜀

‖2 · 𝑎 ·𝐴(Λ)−1‖

)︂)︂
,

𝛿2 ⩾ ln

(︂
1 + (𝑠+ 1)max

(︂
𝜀

𝑠
,
‖𝐴(Λ)‖

𝑎
· (𝜀+ 𝜀2)

)︂)︂
и

𝜌𝑎(Λ +𝐴(Λ) · �⃗�, (𝐼 +𝐵) · (Λ +𝐴(Λ) · (�⃗�+ �⃗�))) =

= max

(︂
ln

(︂
1 + (𝑠+ 1)max

(︂
‖𝐵‖
𝑠
,
‖(𝐼 +𝐵) ·𝐴(Λ) · �⃗�‖

𝑎

)︂)︂
,

ln

(︂
1 + (𝑠+ 1)max

(︂
‖𝐵*‖
𝑠

,
‖(𝐼 +𝐵*) ·𝐴(Λ) · �⃗�‖

𝑎

)︂)︂)︂
.

Доказательство. См. [7], стр. 71–75. 2
Обозначим через 𝐷𝑀𝑠,𝜀(R) множество всех диагональных матриц 𝐷(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠) с

‖𝐷(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠)‖ ⩽ 𝜀,

а через 𝐷𝑀*
𝑠,𝜀(R) — множество всех диагональных матриц 𝐷(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠) с

‖𝐷(𝑑1, . . . , 𝑑𝑠)‖ ⩽ 𝜀, и

⃦⃦⃦⃦
𝐷

(︂
−𝑑1
1 + 𝑑1

, . . . ,
−𝑑𝑠
1 + 𝑑𝑠

)︂⃦⃦⃦⃦
⩽ 𝜀.

Так как 𝐷𝑀*
𝑠,𝜀(R) — компактное подмножество множества 𝑀*

𝑠,𝜀(R), а 𝑇 𝑠(0, 𝜀) — компактное
подмножество тора, то для любой сдвинутой решётки Λ + �⃗� ее замкнутая 𝜀 – окрестность
траектории 𝐷𝑠(R) ·(Λ+ �⃗�) при достаточно малом 𝜀 будет полным метрическим пространством.
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3. Топология на пространстве сдвинутых решёток

Пусть 𝑠 ⩾ 2. Рассмотрим пространство 𝐶𝑃𝑅𝑠 всевозможных сдвинутых полных веще-
ственных решёток Λ + �⃗� в вещественном арифметическом пространстве R𝑠. Таким обра-
зом, произвольная сдвинутая решётка Λ + �⃗� ∈ 𝐶𝑃𝑅𝑠 имеет базис �⃗�1 = (𝜆1 1, . . . , 𝜆1 𝑠), . . . ,
�⃗�𝑠 = (𝜆𝑠 1, . . . , 𝜆𝑠 𝑠) решётки Λ, где вектора �⃗�1, . . . , �⃗�𝑠 образуют линейно независимую систему
векторов. Обозначим через 𝐴(Λ) базисную матрицу решётки Λ:

𝐴(Λ) =

⎛⎜⎝ 𝜆1 1 . . . 𝜆1 𝑠
...

. . .
...

𝜆𝑠 1 . . . 𝜆𝑠 𝑠

⎞⎟⎠ ,

тогда любая решётка Λ с базисной матрицей 𝐴(Λ) получается из фундаментальной решётки
Z𝑠 с помощью линейного преобразования с матрицей 𝐴(Λ):

Λ = Z𝑠 ·𝐴(Λ), �⃗� = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑠)=(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠)·

⎛⎜⎝ 𝜆1 1 . . . 𝜆1 𝑠
...

. . .
...

𝜆𝑠 1 . . . 𝜆𝑠 𝑠

⎞⎟⎠ ∈ Λ, �⃗� =(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠)∈Z𝑠.

Образ сдвинутой решётки Λ + �⃗� ∈ 𝐶𝑃𝑅𝑠 при отображении 𝜙𝑎 : 𝐶𝑃𝑅𝑠 → 𝑃𝑅𝑠+1 задается
базисной матрицей 𝐴(Λ, �⃗�):

𝐴(Λ, �⃗�) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆1 1 . . . 𝜆1 𝑠 0
...

. . .
...

...
𝜆𝑠 1 . . . 𝜆𝑠 𝑠 0
𝑥1 . . . 𝑥𝑠 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝜙𝑎(Λ + �⃗�) = Z𝑠+1 ·𝐴(Λ, �⃗�) = 𝐴(Λ, �⃗�)⊤ · Z𝑠+1.

Хорошо известно, что фундаментальная решётка Z𝑠+1 имеет при 𝑠 ⩾ 1 бесконечно много
различных базисов, задаваемых базисными матрицами 𝑀 из расширенной специальной ли-
нейной группы целочисленных матриц порядка 𝑠 + 1: 𝑆𝐿*

𝑠+1(Z). Расширенная специальная
линейная группа целочисленных матриц порядка 𝑠+1 состоит из всех целочисленных матриц
𝑀 порядка 𝑠 + 1 с det𝑀 = ±1. Отсюда следует, что все базисные матрицы образа сдвину-
той решётки Λ + �⃗� выражаются через любую базисную матрицу 𝐴(Λ, �⃗�) и матрицу перехода
𝑀 ∈ 𝑆𝐿*

𝑠+1(Z) по формулам 𝐴1(Λ, �⃗�) =𝑀 ·𝐴(Λ, �⃗�).
Будем говорить, что для произвольного 𝜇 > 0, 𝜇 < 1 множество L𝜇(𝑀 + �⃗�) сдвинутых ре-

шёток Λ+ �⃗� ∈ 𝐶𝑃𝑅𝑠 является открытой 𝜇-окрестностью сдвинутой решётки𝑀+ �⃗� ∈ 𝐶𝑃𝑅𝑠,
если оно состоит из всех сдвинутых решёток

𝜙𝑎(Λ + �⃗�) = 𝜙𝑎(𝑀 + �⃗�) ·𝐵, (3)

для которых невырожденная матрица 𝐵 ∈ MP𝑠+1 удовлетворяет соотношению
3

‖𝐵 − 𝐼𝑠+1‖ < 𝜇. (4)

Условие 𝜇 < 1 гарантирует, что все матрицы 𝐵 с условием (4) будут невырожденные (см.
[14], стр. 158).

Нам потребуется величина 𝑀(Λ + �⃗�), которая задается равенством

𝑀(Λ + �⃗�) = min
𝜙𝑎(Λ+�⃗�)=Z𝑠+1·𝐴

‖𝐴‖ · ‖𝐴−1‖

3Матричная норма для 𝑠 + 1-мерной матрицы 𝐵 = (𝑏𝑖 𝑗)1⩽𝑖,𝑗⩽𝑠+1 задается равенством ‖𝐵‖ = (𝑠 + 1)·
·max1⩽𝑖,𝑗⩽𝑠+1 |𝑏𝑖 𝑗 |.
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и по аналогии с мерой обусловленности систем линейных уравнений называется мерой обу-
словленности сдвинутой решётки. В силу дискретности расширенной специальной линейной
группы 𝑆𝐿*

𝑠+1(Z) целочисленных матриц порядка 𝑠+1 существует матрица 𝐴(Λ+�⃗�) такая, что
𝜙𝑎(Λ+ �⃗�) = Z𝑠+1 ·𝐴(Λ+ �⃗�) и𝑀(Λ+ �⃗�) = ‖𝐴(Λ+ �⃗�)‖ ·‖𝐴−1(Λ+ �⃗�)‖. Из равенства 𝐼𝑠+1 = 𝐴 ·𝐴−1

и неравенства ‖𝐴 ·𝐵‖ ⩽ ‖𝐴‖ · ‖𝐵‖ следует, что всегда 𝑀(Λ + �⃗�) ⩾ 𝑠+ 1.
Пусть𝑀𝑃𝑠+1,𝜀(R) — множество всех вещественных квадратных матриц 𝐵 порядка 𝑠+1 из

MP𝑠+1 с нормой ‖𝐵‖ < 𝜀 и при 0 < 𝜀 < 1
2 через 𝑀𝑃 *

𝑠+1,𝜀(R) обозначим множество всех веще-
ственных матриц 𝐵,𝐵* ∈𝑀𝑃𝑠+1,𝜀(R), где 𝐵* = (𝐼𝑠+1+𝐵)−1−𝐼𝑠+1. Согласно лемме 1 из моно-
графии [14] (см. стр. 158) имеем ‖𝐵*‖ ⩽ 𝜀

1−𝜀 . Отсюда следует, что𝑀𝑃𝑠+1, 𝜀
1+𝜀

(R) ⊆𝑀𝑃 *
𝑠+1,𝜀(R).

Теорема 5. Пусть 0 < 𝜀 < 1
3·𝑀(Λ+�⃗�) и отображение 𝜓Λ задано на𝑀𝑃 *

𝑠+1,𝜀(R) по правилу

𝜓Λ(𝐵) = Λ · (𝐼𝑠+1 +𝐵), 𝐵 ∈𝑀𝑃 *
𝑠+1,𝜀(R),

тогда 𝜓Λ(𝐵) — взаимнооднозначное отображение 𝑀𝑃 *
𝑠+1,𝜀(R) на 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀)), где

𝑈(Λ, 𝛿) = {Γ ∈ 𝑃𝑅𝑠+1(𝑎) | 𝜌(Λ,Γ) ⩽ 𝛿},

где метрика 𝜌(·, ·) задана равенством (1), и для любого 𝐵 ∈ 𝑀𝑃 *
𝑠+1,𝜀(R) справедливо равен-

ство
𝜌(Λ, 𝜓Λ(𝐵)) = max(ln(1 + ‖𝐵‖), ln(1 + ‖𝐵*‖)).

Доказательство. См. [7], теорема 19, стр.68. 2

Очевидно, что 𝑀𝑠+1,𝜀(R) и 𝑀*
𝑠+1,𝜀(R) являются открытыми множествами в 𝑠2 + 𝑠-мерном

вещественном арифметическом пространстве R𝑠2+𝑠, которое имеет естественную структуру
евклидова пространства.

Рассмотрим множествоP𝑠+1 всевозможных открытых 𝜇-окрестностей всевозможных сдви-
нутых решёток𝑀+�⃗� ∈ 𝐶𝑃𝑅𝑠 с условием 𝜇 ⩽ 1

3·𝑀(Λ+�⃗�) . Так как, очевидно, чтоP𝑠+1 покрывает
всё пространство 𝑠-мерных сдвинутых решёток 𝐶𝑃𝑅𝑠, то множество P𝑠+1 можно рассматри-
вать как предбазу топологии T𝑠+1 на всём пространстве 𝐶𝑃𝑅𝑠. А именно, если множество
B𝑠+1 получено из P𝑠+1 добавлением произвольных конечных пересечений его элементом, то
B𝑠+1 будет базой топологии T𝑠+1, в которой всякое открытое множество 𝑈 ∈ T𝑠+1 представи-
мо как объединение открытых 𝜇-окрестностей: существует некоторое множество 𝐴 элементов
из B𝑠+1 такое, что

{𝑈𝛼}𝛼∈𝐴 ⊂ B𝑠+1 : 𝑈 =
⋃︁
𝛼∈𝐴

𝑈𝛼.

Таким образом, на 𝐶𝑃𝑅𝑠 задана структура топологического пространства

𝑇𝑠+1 = (𝐶𝑃𝑅𝑠,T𝑠+1),

где T𝑠+1 — множество всех открытых множеств L. Топологическое пространство

𝑇𝑠+1 = (𝐶𝑃𝑅𝑠,T𝑠+1)

имеет счетную базу B, состоящую из всех 𝜇-окрестностей рациональных сдвинутых решёток𝑀
с рациональными 𝜇, и является сепарабельным топологическим пространством, так как роль
счетного всюду плотного его подмножества выполняет множество 𝐶𝑃𝑄𝑠 всех рациональных
сдвинутых решёток, т.е. сдвинутых решёток 𝑀 с рациональной базисной матрицей 𝐴(𝑀) и с
рациональным сдвигом �⃗�.

Из предыдущего следует, что хаусдорфово топологическое пространство

𝐶𝑇𝑠 = (𝐶𝑃𝑅𝑠,T𝑠+1)

является локально евклидовым пространством размерности 𝑠2 + 𝑠.
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4. Дифференцируемая структура на локально евклидовом про-
странстве

Рассмотрим произвольную сдвинутую решётку Λ + �⃗� ∈ 𝐶𝑃𝑅𝑠 и открытое множество
сдвинутых решёток 𝑈(Λ + �⃗�, ln(1 + 𝜀Λ+�⃗�)), где 𝜀Λ+�⃗� = 1

3·𝑀(Λ+�⃗�) . Взаимнооднозначное отоб-
ражение 𝜓Λ(𝐵) = Λ · (𝐼𝑠 + 𝐵) переводит 𝑀*

𝑠,𝜀Λ
(R) в 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)), а обратное отобра-

жение 𝜓−1
Λ (Γ) = 𝐴−1(Λ)𝐴(Γ) − 𝐼𝑠 переводит 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)) в 𝑀*

𝑠,𝜀Λ
(R). Согласно терми-

нологии из монографии [23] (см. стр. 13) 𝜓−1
Λ (Γ) — координатное отображение, функции

𝑥𝑖 = 𝑟𝑖 ∘ 𝜓−1
Λ — координатные функции, пара 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)), 𝜓

−1
Λ (обозначаемую через

(𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)), 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠2)) — система координат. Нетрудно видеть, что началом данной
системы координат является решётка Λ.

Мы имеем очевидное равенство⋃︁
Λ∈𝑃𝑅𝑠

𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)) = 𝑃𝑅𝑠.

Рассмотрим 𝜓−1
Λ ∘ 𝜓Γ.

Так как 𝜓−1
Λ : 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)) ↦→𝑀*

𝑠,𝜀Λ
(R), а 𝜓Γ : 𝑀*

𝑠,𝜀Γ
(R) ↦→ 𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ)), то

𝜓−1
Λ ∘ 𝜓Γ : 𝜓−1

Γ

(︁
𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ))

⋂︁
𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ))

)︁
↦→𝑀*

𝑠,𝜀Λ
(R).

Из определения множеств 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)) и 𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ)) следует, что

𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ))
⋂︁
𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ)) = {Δ ∈ 𝑃𝑅𝑠 | 𝜌(Λ,Δ) ⩽ ln(1 + 𝜀Λ), 𝜌(Γ,Δ) ⩽ ln(1 + 𝜀Γ)}.

Таким образом, если
Δ ∈ 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ))

⋂︁
𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ)),

то Δ = Γ · 𝐵 = Λ · 𝐷, Γ = Δ · 𝐵1, Λ = Δ · 𝐷1 и max(‖𝐵 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐵1 − 𝐼𝑠‖) ⩽ 𝜀Γ,
max(‖𝐷− 𝐼𝑠‖, ‖𝐷1− 𝐼𝑠‖) ⩽ 𝜀Δ. Отсюда следует, что 𝐵 = 𝐼𝑠+𝐶, 𝐵1 = 𝐼𝑠+𝐶1, 𝐵 ·𝐵1 ∈ 𝑆𝐿*

𝑠(Z),
‖𝐵 ·𝐵1‖ = ‖𝐼𝑠 +𝐶 +𝐶1 +𝐶 ·𝐶1‖, ‖𝐶 +𝐶1 +𝐶 ·𝐶1‖ ⩽ 2𝜀Γ + 𝜀2Γ ⩽ 5

4 . Матрица 𝐶 +𝐶1 +𝐶 ·𝐶1 —
целочисленная, поэтому, если она ненулевая, то ‖𝐶+𝐶1+𝐶 ·𝐶1‖ ⩾ 𝑠 ⩾ 2, что приводит к про-
тиворечию. Следовательно 𝐵1 = 𝐵−1. Аналогично получим, что 𝐷1 = 𝐷−1. Отсюда вытекает,
что Γ = Λ ·𝐷 ·𝐵1, Λ = Γ ·𝐵 ·𝐷1 и

𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ))
⋂︁
𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ)) =

= {Δ = Γ ·𝐵 = Λ ·𝐷 | ‖𝐷 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐷1 − 𝐼𝑠‖ ⩽ 𝜀Λ, ‖𝐵 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐵1 − 𝐼𝑠‖ ⩽ 𝜀Γ}.

Применяя 𝜓−1
Γ к 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ))

⋂︀
𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ)) получим

𝜓−1
Γ

(︁
𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ))

⋂︁
𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ))

)︁
=

= {𝐴−1(Γ)𝐴(Γ ·𝐵)− 𝐼𝑠 |Γ ·𝐵 = Λ ·𝐷, ‖𝐷 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐷1 − 𝐼𝑠‖ ⩽ 𝜀Λ, ‖𝐵 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐵1 − 𝐼𝑠‖ ⩽ 𝜀Γ}.

Далее находим

𝜓−1
Λ ∘ 𝜓Γ(𝐴

−1(Γ)𝐴(Γ ·𝐵)− 𝐼𝑠) = 𝜓−1
Λ (Γ ·𝐴−1(Γ)𝐴(Γ ·𝐵)) = 𝜓−1

Λ (Z𝑠 ·𝐴(Γ ·𝐵)) =

= 𝜓−1
Λ (Z𝑠 ·𝐴(Λ ·𝐷)) = 𝜓−1

Λ (Λ ·𝐷) = 𝐴−1(Λ)𝐴(Λ ·𝐷)− 𝐼𝑠.

Для матриц 𝐷 из малой окрестности единичной матрицей 𝐼𝑠 введём обозначение 𝜀(𝐷), где
𝜀(𝐷) = max(‖𝐷 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐷−1 − 𝐼𝑠‖ = max(‖𝐷 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐷1 − 𝐼𝑠‖).



Гладкое многообразие сдвинутых решёток 111

Лемма 10. Пусть 𝜀(𝐷) ⩽ 𝜀Λ, тогда справедливо неравенство

|𝑀(Λ ·𝐷)−𝑀(Λ)| ⩽ (2𝜀(𝐷) + 𝜀(𝐷)2)min(𝑀(Λ ·𝐷),𝑀(Λ)) ⩽
13

18
.

Доказательство. По определению матрицы 𝐴(Λ) она удовлетворяет соотношениям
Λ = Z𝑠 · 𝐴(Λ) и 𝑀(Λ) = minΛ=Z𝑠·𝐴 ‖𝐴‖ · ‖𝐴−1‖ = ‖𝐴(Λ)‖ · ‖𝐴−1(Λ)‖. Аналогично, имеем
Λ ·𝐷 = Z𝑠 ·𝐴(Λ ·𝐷), 𝑀(Λ ·𝐷) = minΛ·𝐷=Z𝑠·𝐴·𝐷 ‖𝐴 ·𝐷‖ · ‖(𝐴 ·𝐷)−1‖ = ‖𝐴(Λ ·𝐷)‖ · ‖𝐴−1(Λ ·𝐷)‖.

Для любой невырожденной матрице 𝐴 имеем:

‖𝐴 ·𝐷‖ = ‖𝐴+𝐴 · (𝐷 − 𝐼𝑠)‖ ⩽ ‖𝐴‖ · (1 + 𝜀(𝐷)),

‖(𝐴 ·𝐷)−1‖ = ‖𝐷1 ·𝐴−1‖ ⩽ ‖𝐴−1‖ · (1 + 𝜀(𝐷)),

‖𝐴‖ = ‖𝐴 ·𝐷 −𝐴 ·𝐷 · (𝐼𝑠 −𝐷1)‖ ⩽ ‖𝐴 ·𝐷‖ · (1 + 𝜀(𝐷)),

‖𝐴−1‖ = ‖𝐷1 ·𝐴−1 + (𝐷 − 𝐼𝑠) · (𝐴 ·𝐷)−1‖ ⩽ ‖(𝐴 ·𝐷)−1‖ · (1 + 𝜀(𝐷)).

Отсюда следует

𝑀(Λ ·𝐷) ⩽ ‖𝐴(Λ) ·𝐷‖ · ‖𝐷1 ·𝐴−1(Λ)‖ ⩽𝑀(Λ) · (1 + 𝜀(𝐷))2.

Аналогично, имеем

𝑀(Λ) ⩽ ‖𝐴(Λ ·𝐷) ·𝐷1‖ · ‖𝐷 ·𝐴−1(Λ ·𝐷)‖ ⩽𝑀(Λ ·𝐷) · (1 + 𝜀(𝐷))2 .

Отсюда следует, что

|𝑀(Λ ·𝐷)−𝑀(Λ)| ⩽ (2𝜀(𝐷) + 𝜀(𝐷)2)min(𝑀(Λ ·𝐷),𝑀(Λ)).

Так как 𝜀(𝐷) ⩽ 𝜀Λ = 1
3·𝑀(Λ) , то

|𝑀(Λ ·𝐷)−𝑀(Λ)| ⩽ 2

3
+

1

9 ·𝑀(Λ)
⩽

13

18
.

Таким образом, неравенство для |𝑀(Λ ·𝐷)−𝑀(Λ)| доказано. 2
Из доказанной леммы мы получаем равенство 𝜓−1

Λ ∘ 𝜓Γ(𝐵 − 𝐼𝑠) = 𝐷 − 𝐼𝑠 и матрицы 𝐵
и 𝐷 связаны равенством 𝐵 = 𝐴−1(Γ)𝐴(Λ)𝐷. Так как матрицы 𝐵 и 𝐷 связаны линейным
соотношением, то отображение 𝜓−1

Λ ∘𝜓Γ — бесконечно дифференцируемое и тем самым задано
гладкое многообразие 𝑠-мерных решёток (см. [23], стр. 14).

5. Об основных функциях на решётках

К числу основных функций на решётках мы относим детерминант решётки, гиперболиче-
ский параметр решётки, меру обусловленности сдвинутой решётки, гиперболическую дзета-
функцию решётки и гиперболическую дзета-функцию сдвинутой решётки.

Непрерывность детерминанта решётки очевидна и следует из равенства detΛ = | det𝐴(Λ)|.
Непрерывность гиперболического параметра решётки на метрическом пространстве решёток
доказана в работе [24].

Непрерывность меры обусловленности сдвинутой решётки следует из леммы 10.
Непрерывность гиперболической дзета-функции решётки в правой полуплоскости 𝜎 > 1

доказана в работе [10].
И наконец, непрерывность гиперболической дзета-функции сдвинутой решётки доказана

в работе [18].
Вопрос об их дифференцируемости мы рассмотрим в последующих статьях.
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6. Заключение

В данной работе построено гладкое многообразие сдвинутых решёток. Несомненно, что
открывается новое направление исследований, которое может дать много неожиданных ре-
зультатов.
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