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Аннотация

В 1963 году, опираясь на оценки специальных тригонометрических сумм, Хули впервые
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оценки были улучшены.

В работе доказываются новые, более сильные результаты в этом направлении исследо-
ваний аналитической теории чисел.
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Abstract

In 1963, relying on estimates of special trigonometric sums, Hawley first proved an
asymptotic formula for the average number of divisors of a quadratic polynomial with a power-
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Введение

Пусть 𝑑, 𝑞 — натуральные числа и для целого 𝑎

𝛿𝑞(𝑎) =
1

𝑞

∑︁
𝑏(mod 𝑞)

𝑒
2𝜋𝑖𝑎𝑏

𝑞 =

{︂
1, если 𝑎 ≡ 0(mod 𝑞),
0, если 𝑎 ̸≡ 0(mod 𝑞)

— символ Коробова. Далее, для целого 𝑚

𝑆𝑑(𝑞;𝑚) =
∑︁

𝑏(mod 2𝑞)

𝛿4𝑞(𝑏
2 − 𝑑)𝑒

2𝜋𝑖𝑚𝑏
2𝑞

— тригонометрическая сумма, ассоциированная со сравнением

𝑏2 − 𝑑 ≡ 0(mod 4𝑞); 𝑏(mod 𝑞). (1)

Начиная с этого момента и в дальнейшем 𝑑 — отрицательное число и

𝑑 ≡ 0, 1(mod 4),

так как из сравнения (1) следует, что оно неразрешимо для 𝑑 ̸≡ 0, 1(mod 4).
В работе [1] впервые была получена оценка∑︁

1≤𝑞≤𝑃

𝑆𝑑(𝑞;𝑚) ≪
𝜀,𝑑
𝑃

3
4
+𝜀 + |𝑚|

4
3
+𝜀

для 𝑑 ≡ 0(mod 4) и всех целых 𝑚 ̸= 0. В [2], [3], [4] она была улучшена с

𝑃
2
3
+𝜀 + 𝑃

1
2
+𝜀|𝑚|

1
4 + |𝑚|

2
3
+𝜀

в правой части. Опираясь на методы, предложенные в вышеупомянутых работах, мы получаем
новые результаты в этом направлении аналитической теории чисел.

Автор благодарит Быковского В. А. за обсуждение полученных результатов и полезные
советы.

1. Верхняя полуплоскость и бинарные положительно определен-
ные квадратичные формы

Согласно традиционным обозначениям, 𝐺𝐿2(R) — мультипликативная группа матриц вида

𝑀 =

(︂
𝑢 𝑣
𝑟 𝑡

)︂
(2)

с вещественными 𝑢, 𝑣, 𝑟, 𝑡 и det(𝑀) ̸= 0. Для таких матриц и любого комплексного числа

𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑡, 𝑥 = 𝑅𝑒 𝑧, 𝑦 = 𝐼𝑚𝑧

с 𝑟𝑧 + 𝑡 ̸= 0 выполняется равенство

𝐼𝑚

(︂
𝑢𝑧 + 𝑣

𝑟𝑧 + 𝑡

)︂
= det(𝑀) · 𝐼𝑚𝑧

|𝑟𝑧 + 𝑡|2
. (3)

Группа 𝐺𝐿2(R) действует слева на C = C
⋃︀
{∞} посредством дробно-линейных преобразо-

ваний
𝑧 → 𝑀𝑧 =

𝑢𝑧 + 𝑣

𝑟𝑧 + 𝑡
.
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Левое действие означает, что для любых матриц 𝑀1 и 𝑀2 из 𝐺𝐿2(R)

(𝑀1𝑀2)𝑧 =𝑀1(𝑀2𝑧) ∀𝑧 ∈ C.

Из равенства (3) следует, что подгруппа

𝐺𝐿
(+)
2 (R) = {𝑀 ∈ 𝐺𝐿2(R)| det(𝑀) > 0}

действует на верхней полуплоскости

H = {𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ C | 𝑦 > 0}.

Так как матрицы ±𝑀 действуют на H одинаково, то их обычно отождествляют и работают с

𝑃𝐺𝐿
(+)
2 (R) = 𝐺𝐿

(+)
2 (R)/

{︂
±
(︂

1 0
0 1

)︂}︂
.

Соответственно, для
𝑆𝐿2(R) = {𝑀 ∈ 𝑃𝐺𝐿2(R)|det(𝑀) = 1},

𝑃𝑆𝐿2(R) = 𝑆𝐿2(R)/
{︂
±
(︂

1 0
0 1

)︂}︂
.

Инвариантные относительно действия 𝑃𝑆𝐿2(R) метрика 𝑑𝑠2 и мера 𝑑𝜇 определяются по
формулам

𝑑𝑠2(𝑧) =
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2

𝑦2
, 𝑑𝜇(𝑧) =

𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑦2
.

Четверка
(H, 𝑃𝐺𝐿2(R), 𝑑𝑠2, 𝑑𝜇)

— модель Пуанкаре плоскости Лобачевского.
Положим для 𝑑 < 0

KR(𝑑) = {(𝛼, 𝛽, 𝛾) ∈ R3 |𝛽2 − 4𝛼𝛾 = 𝑑, 𝛼 > 0, 𝛾 > 0}.

Элементы KR(𝑑) параметризуют положительно определенные квадратичные формы

𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥𝑦 + 𝛾𝑦2

дискриминанта 𝑑. В дальнейшем

KZ(𝑑) = {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ KR(𝑑) | 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z}

— множество положительно определенных бинарных квадратичных форм дискриминанта 𝑑 с
целыми коэффициентами.

Группа 𝑃𝑆𝐿2(R) действует слева на KR(𝑑) по правилу

𝑀 :

(︂
𝛼 𝛽/2
𝛽/2 𝛾

)︂
→𝑀

(︂
𝛼 𝛽/2
𝛽/2 𝛾

)︂
𝑀 𝑡 =

(︂
𝛼(𝑀) 𝛽(𝑀)/2
𝛽(𝑀)/2 𝛾(𝑀)

)︂
.

Оно соответствует линейной замене переменных 𝑥 и 𝑦 для квадратичных форм

𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥𝑦 + 𝛾𝑦2 →

→𝑀𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑄(𝑢𝑥+ 𝑟𝑦, 𝑣𝑥+ 𝑡𝑦) = 𝛼(𝑀)𝑥2 + 𝛽(𝑀)𝑥𝑦 + 𝛾(𝑀)𝑦2
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с матрицей 𝑀 вида (2). При этом

𝑀(𝛼, 𝛽, 𝛾) = (𝛼𝑢2 + 𝛽𝑢𝑣 + 𝛾𝑣2, 2𝛼𝑢𝑟 + 𝛽(𝑢𝑡+ 𝑣𝑟) + 2𝛾𝑣𝑡, 𝛼𝑟2 + 𝛽𝑟𝑡+ 𝛾𝑡2).

В нашем случае 𝑑 < 0 соответствие

(𝛼, 𝛽, 𝛾) → 𝑧 =
𝛽

2𝛾
+

√
𝑑

2𝛾

определяет биекцию P𝑑 : KR(𝑑) → H с обратной к ней

P−1
𝑑 (𝑧) =

(︃√︀
|𝑑|
2

|𝑧|2

𝐼𝑚𝑧
,
√︀

|𝑑|𝑅𝑒 𝑧
𝐼𝑚𝑧

,

√︀
|𝑑|
2

1

𝐼𝑚𝑧

)︃
.

Пусть 𝑀 матрица вида (2) и

𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥𝑦 + 𝛾𝑦2 = 𝛾(𝑧𝑥+ 𝑦)(𝑧𝑥+ 𝑦).

Тогда
𝑀𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑄(𝑢𝑥+ 𝑟𝑦, 𝑣𝑥+ 𝑡𝑦) =

= 𝛾(𝑧(𝑢𝑥+ 𝑟𝑦) + 𝑣𝑥+ 𝑡𝑦)(𝑧(𝑢𝑥+ 𝑟𝑦) + 𝑣𝑥+ 𝑡𝑦) =

= 𝛾|𝑟𝑧 + 𝑡|2(𝑀(𝑧)𝑥+ 𝑦)(𝑀(𝑧)𝑥+ 𝑦) = 𝛼(𝑀)𝑥2 + 𝛽(𝑀)𝑥𝑦 + 𝛾(𝑀)𝑦2.

Поэтому P𝑑(𝑀(𝛼, 𝛽, 𝛾)) =𝑀(𝑧). Следовательно, для любой матрицы 𝑀 из 𝑃𝑆𝐿2(R) диа-
грамма

KR(𝑑)
𝑀−→ KR(𝑑)

P𝑑 ↓ ↓ P𝑑

H 𝑀−→ H
коммутативна.

2. Спектральная теория автоморфных функций

Подробности и ссылки по поводу приводимых ниже сведений можно найти в [5] и [6].

Группа 𝑃𝐺𝐿(+)
2 (R) действует на функции 𝑓 : H → C по правилу(︂

𝑢 𝑣
𝑟 𝑡

)︂
𝑓(𝑧) = 𝑓

(︂
𝑢𝑧 + 𝑣

𝑟𝑧 + 𝑡

)︂
.

При этом

(𝑀1𝑀2)𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑀1𝑀2(𝑧)) =𝑀2(𝑀1𝑓)(𝑧) ∀𝑀1,𝑀2 ∈ 𝑃𝐺𝐿
(+)
2 (R).

Более удобно пользоваться обозначением

𝑀𝑓(𝑧) = (𝑓 |𝑀)(𝑧).

В таком случае,

(𝑓 |𝑀1𝑀2)(𝑧) = 𝑓(𝑀1𝑀2(𝑧)) = (𝑓 |𝑀1)𝑀2(𝑧) = (𝑓 |𝑀1|𝑀2)(𝑧).
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То есть, мы определили правое действие 𝑃𝐺𝐿(+)
2 (R) на функции 𝑓 : H → C.

Пусть

△ = −𝑦2
(︂
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2

)︂
— дифференциальный оператор второго порядка. Для любой матрицы 𝑀 из 𝑃𝐺𝐿(+)

2 (R) и
любой дважды дифференцируемой функции 𝑓 : H → C по переменным 𝑥 и 𝑦 (𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦)
выполняется равенство

△(𝑓 |𝑀)(𝑧) = (△𝑓)𝑀(𝑧). (4)

Это означает, что △ является 𝑃𝐺𝐿(+)
2 (R)–инвариантным оператором.

Линейное пространство автоморфных функций относительно полной модулярной группы

Γ = 𝑃𝑆𝐿2(Z) =
{︂
±
(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
∈ 𝑃𝐺𝐿2(R) | 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ Z

}︂
состоит из всех функций 𝑓 : H → C, для которых

𝑓 |𝑀 = 𝑓 ∀𝑀 ∈ Γ.

Из (4) следует, что оператор △ переводит автоморфные функции снова в автоморфные.
Обозначим через Γ ∖H фундаментальную область в H относительно Γ, состоящую из объ-

единения двух множеств{︂
𝑧 ∈ H | − 1

2
< 𝑅𝑒 𝑧 < 0, |𝑧| > 1

}︂
,

{︂
𝑧 ∈ H | 0 ≤ 𝑅𝑒 𝑧 ≤ 1

2
, |𝑧| ≥ 1

}︂
(5)

Фундаментальность Γ ∖H означает, что внутренние области 𝑀(Γ) по всем 𝑀 ∈ Γ не пере-
секаются и ⋃︁

𝑀∈Γ
𝑀(Γ ∖H) = H.

Пусть
Γ𝑧 = {𝑀 ∈ Γ |𝑀(𝑧) = 𝑧}

— стабилизатор точки 𝑧 ∈ H в Γ. При этом

Γ𝑖 =

{︂
±
(︂

1 0
0 1

)︂
, ±

(︂
0 −1
1 0

)︂}︂
и для 𝜌 = exp(𝜋𝑖/3) = 1/2 + (

√
3/2)𝑖

Γ𝜌 =

{︂
±
(︂

1 0
0 1

)︂
, ±

(︂
1 −1
1 0

)︂
, ±

(︂
0 1
−1 1

)︂}︂
.

Для остальных 𝑧 ∈ Γ ∖H группа состоит из единичного элемента.
Множествам из (5) соответствуют подмножества из KZ(𝑑), выделяемые парой условий

−𝑐 < 𝑏 < 0 и 𝑐 < 𝑎, 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑐 и 𝑐 ≤ 𝑎.

В таком случае говорят, что форма 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥2+ 𝑏𝑥𝑦+ 𝑐𝑦2 приведена. Таких форм конечное
число и они составляют набор

(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1), . . . , (𝑎ℎ(𝑑), 𝑏ℎ(𝑑), 𝑐ℎ(𝑑))
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элементов из Γ ∖ KZ(𝑑), а ℎ(𝑑) — число классов форм дискриминанта 𝑑, которое совпадает с
числом точек из Γ ∖H(𝑑).

Определим на линейном пространстве Γ–автоморфных функций 𝑓 : H → C линейный
функционал

Ω𝑑(𝑓) =

(︂
4

|𝑑|

)︂1/4

·
∑︁

𝑧∈Γ∖H(𝑑)

1

|Γ𝑧|
𝑓(𝑧).

На этом пространстве для любого натурального 𝑛 действуют операторы Гекке 𝑇 (𝑛) по фор-
муле

𝑇 (𝑛)𝑓(𝑧) =
1√
𝑛

∑︁
𝑛1𝑛2=𝑛

∑︁
0≤𝑚<𝑛2

𝑓

(︂
𝑛1𝑧 +𝑚

𝑛2

)︂
.

Они удовлетворяют соотношению мультипликативности

𝑇 (𝑛1)𝑇 (𝑛2) =
∑︁

𝑙 ∖нод(𝑛1,𝑛2)

𝑇
(︁𝑛1𝑛2

𝑙2

)︁
,

из которого следует, что операторы Гекке коммутируют между собой.

3. Разложения по спектру Δ и их применения

Пусть 𝐿2(Γ ∖H) — гильбертово пространство, состоящее из Γ–автоморфных функций
𝑓 : H → C, для которых ∫︁∫︁

Γ∖H

|𝑓(𝑧)|2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑦2

<∞

со скалярным произведением

⟨𝑓, 𝑔⟩ =
∫︁∫︁
Γ∖H

𝑓(𝑧)𝑔(𝑧)
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑦2
.

Обозначим через 𝐿(0)
2 (Γ ∖H) линейное подпространство в 𝐿2(Γ ∖H), состоящее из функций 𝑓 с

1∫︁
0

𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑑𝑥 = 0

Из собственных функций оператора △ в 𝐿(0)
2 (Γ∖H) можно выбрать ортонормированный базис

𝑢1(𝑧), 𝑢2(𝑧), . . . , 𝑢𝑗(𝑧), . . .

с

△𝑢𝑗 = 𝜆𝑗𝑢𝑗 ,
1

4
< 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ . . . ≤ 𝜆𝑗 ≤ . . .

При этом (см. по этому поводу [9])

𝜆𝑗 = 12𝑗 + 𝑜(𝑗), 𝑗 → ∞.

Так как △ коммутирует с операторами Гекке, то 𝑢𝑗 можно считать собственными функ-
циями последних и для них

𝑇 (𝑛)𝑢𝑗 = 𝜆𝑗(𝑛)𝑢𝑗 , (6)
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при этом 𝜆𝑗 ∈ R. Гипотеза Рамануджана–Петерссона утверждает, что для любого 𝜀 > 0

𝜆𝑗(𝑛) ≪
𝜀
𝑛𝜃+𝜀 (7)

с 𝜃 = 0. Наилучшая на сегодняшний день оценка получена в [10] с

𝜃 =
7

64
=

1

8
− 1

64
.

Ряды Эйзенштейна также являются собственными функциями операторов Гекке с

𝑇 (𝑛)𝐸(. . . ; 𝑠) = 𝜏𝑠(𝑛)𝐸(. . . ; 𝑠), 𝜏𝑠(𝑛) =
∑︁

𝑛1𝑛2=𝑛

(︂
𝑛1
𝑛2

)︂𝑠− 1
2

.

В соответствии со стандартными обозначениями (см. [11])

𝐾𝑠(𝑧) =
1

2

∞∫︁
0

𝑡𝑠−1 exp

(︂
−𝑧
2

(︂
𝑡+

1

𝑡

)︂)︂
𝑑𝑡

— функция Макдональда (модифицированная функция Бесселя второго рода), экспоненци-
ально убывающая при вещественном 𝑧 → ∞. Принимая во внимание равенство (периодич-
ность по 𝑥 с периодом 1)

𝑢𝑗(𝑧 + 1) =

(︂
𝑢𝑗

⃒⃒⃒⃒(︂
1 1
0 1

)︂)︂
(𝑧) = 𝑢𝑗(𝑧),

и равенство (6), получим разложение в ряд Фурье по переменной 𝑥

𝑢𝑗(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=−∞

′

𝜌𝑗(𝑛)
√
𝑦 𝐾𝑖𝜒𝑗 (2𝜋|𝑛|𝑦) exp2𝜋𝑖𝑛𝑥,

с

𝜒𝑗 =

√︂
𝜆𝑗 −

1

4
.

и
𝜌𝑗(−𝑛) = 𝜌𝑗(−1)𝜆𝑗(𝑛), 𝜌𝑗(𝑛) = 𝜌𝑗(1)𝜆𝑗(𝑛)

для натурального 𝑛 > 0. Оператор отражения

(𝑇−1𝑓)(𝑧) = 𝑓(−𝑧)

коммутирует с △ и операторами Гекке. Поэтому

𝑇−1𝑢𝑗 = 𝜂𝑗𝑢𝑗 , 𝜂𝑗 = ±1.

Если 𝜂𝑗 = 1, то 𝑢𝑗 называется четной, а для 𝜂𝑗 = −1 — нечетной. Ряды Эйзенштейна являются
четными автоморфными функциями и для них справедливо следующее разложение в ряд
Фурье по 𝑥

𝐸(𝑧; 𝑠) = 𝑦𝑠 +
√
𝜋
Γ(𝑠− 1

2)𝜁(2𝑠− 1)

Γ(𝑠)𝜁(2𝑠)
𝑦1−𝑠+

+
2𝜋𝑠

Γ(𝑠)𝜁(2𝑠)

∞∑︁
𝑛=−∞

′

𝜏𝑠(|𝑛|)
√
𝑦 𝐾𝑠− 1

2
(2𝜋|𝑛|𝑦)𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑥,
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где

𝜁(𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝑠

— дзета-функция Римана. Отметим также, что из соотношения мультипликативности для
операторов Гекке следуют равенства

𝜆𝑗(𝑛1)𝜆𝑗(𝑛2) =
∑︁

𝑙 ∖нод(𝑛1,𝑛2)

𝜆𝑗

(︁𝑛1𝑛2
𝑙2

)︁
,

𝜏𝑠(𝑛1)𝜏𝑠(𝑛2) =
∑︁

𝑙 ∖нод(𝑛1,𝑛2)

𝜏𝑠

(︁𝑛1𝑛2
𝑙2

)︁
.

Следующее утверждение доказано в [5].

Теорема 1. Пусть 𝑑 — отрицательный дискриминант и 𝜓 : (0,∞) → C произвольная
функция, для которой при некотором 𝛿 > 0

𝜓(𝑦) ≪ 𝑦
1
2
+𝛿, 𝑦 → 0.

Тогда для любого целого 𝑚 ̸= 0

Ω𝑑(Ψ𝑚) =
∞∑︁
𝑞=1

1
√
𝑞
𝑆𝑑(𝑞;𝑚)𝜓

(︃
𝜋|𝑚|

√︀
|𝑑|

𝑞

)︃
,

где
Ψ𝑚(𝑧) =

∑︁
𝑀∈Γ∞∖Γ

Im
1
2𝑀(𝑧)𝜓(2𝜋|𝑚|𝐼𝑚𝑀(𝑧))𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑅𝑒𝑀(𝑧),

и для 𝑚 = 0

Ω𝑑(Ψ0) =
∞∑︁
𝑞=1

1
√
𝑞
𝑆𝑑(𝑞;𝑚)𝜓

(︃√︀
|𝑑|
2𝑞

)︃
,

где
Ψ0(𝑧) =

∑︁
𝑀∈Γ∞∖Γ

Im
1
2𝑀(𝑧)𝜓(𝐼𝑚𝑀(𝑧)).

В той же работе [5] доказано еще одно утверждение

Теорема 2. Пусть 𝜓 : (0,∞) → C непрерывная функция, для которой при некотором
𝛿 > 0

𝜓(𝑦) ≪ 𝑦
1
2
+𝛿 (𝑦 → 0), 𝜓(𝑦) ≪ 𝑦−𝛿 (𝑦 → ∞),

а также для любого вещественного 𝑡

𝑣(𝑡) = 𝑐ℎ
𝜋𝑡

2

∞∫︁
0

𝜓(𝑦)𝐾𝑖𝑡(𝑦)
𝑑𝑦

𝑦
≪ (1 + |𝑡|)−2−𝛿.

Тогда для любого целого 𝑚 ̸= 0 и 𝑧 ∈ H∑︁
𝑀∈Γ∞∖Γ

Im
1
2𝑀(𝑧)𝜓(2𝜋|𝑚|Im𝑀(𝑧))𝑒2𝜋𝑖𝑚𝑅𝑒𝑀(𝑧) =

=

∞∑︁
𝑗=1

𝑣(𝜒𝑗)𝜌𝑗(𝑚)
1

𝑐ℎ
𝜋𝜒𝑗

2

𝑢𝑗(𝑧) +
1√
4𝜋

∞∫︁
−∞

𝑣(𝑡)𝜋𝑖𝑡𝜏 1
2
+𝑖𝑡(|𝑚|)

𝐸
(︀
𝑧; 12 + 𝑖𝑡

)︀
ch 𝜋𝑡

2 Γ(
1
2 + 𝑖𝑡)𝜁(1 + 2𝑖𝑡)

𝑑𝑡.
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Из теоремы (2) непосредственно следует утверждение:

Теорема 3. Пусть 𝜓 и 𝑣 такие же, как в теореме (2). Тогда для любого отрицательного
дискриминанта 𝑑 и любого целого 𝑚 ̸= 0

∞∑︁
𝑞=1

1
√
𝑞
𝑆𝑑(𝑞;𝑚)𝜓

(︃
𝜋|𝑚|

√︀
|𝑑|

𝑞

)︃
=

∞∑︁
𝑗=1

𝑣(𝜒𝑗)

ch
𝜋𝜒𝑗

2

𝜌𝑗(𝑚)Ω𝑑(𝑢𝑗)+

+
1√
4𝜋

∞∫︁
−∞

𝑣(𝑡)

ch 𝜋𝑡
2

(︃
𝜋𝑖𝑡𝜏 1

2
+𝑖𝑡(|𝑚|)

Γ(12 + 𝑖𝑡)𝜁(1 + 2𝑖𝑡)

)︃
Ω𝑑

(︂
𝐸

(︂
. . . ;

1

2
+ 𝑖𝑡

)︂)︂
𝑑𝑡.

Теперь докажем главный результат работы.

Теорема 4. Пусть 𝜓 : (0,∞) → C бесконечно дифференцируемая функция с компакт-
ным носителем. Тогда для любого 𝜀 > 0 и целого 𝑚 ̸= 0

∞∑︁
𝑞=1

1
√
𝑞
𝑆𝑑(𝑞;𝑚)𝜓

(︃
2𝜋|𝑚|

√︀
|𝑑|

𝑞

)︃
≪
𝜀
|𝑑|

3
16

+𝜀|𝑚|
1
8
− 1

64
+𝜀.

Доказательство. Напомним интегральное представление для функции Макдональда

𝐾𝜈(𝑦) =
1

4
· 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑅𝑒 𝑠=𝜎>|𝑅𝑒 𝜈|

Γ

(︂
𝑠+ 𝜈

2

)︂
Γ

(︂
𝑠− 𝜈

2

)︂(︁𝑦
2

)︁−𝑠
𝑑𝑠.

Воспользовавшись им, получим

𝑣(𝑡) = ch
𝜋𝑡

2

∞∫︁
0

𝜓(𝑦)𝐾𝑖𝑡(𝑦)
𝑑𝑦

𝑦
=

=
1

4
· ch 𝜋𝑡

2
· 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑅𝑒 𝑠=𝜎>0

∞∫︁
0

𝜓(𝑦)Γ

(︂
𝑠+ 𝑖𝑡

2

)︂
Γ

(︂
𝑠− 𝑖𝑡

2

)︂(︁𝑦
2

)︁−𝑠
𝑑𝑦𝑑𝑠 =

=
1

4
· ch 𝜋𝑡

2
· 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑅𝑒 𝑠=𝜎>0

2𝑠Γ

(︂
𝑠+ 𝑖𝑡

2

)︂
Γ

(︂
𝑠− 𝑖𝑡

2

)︂
𝜓(𝑠)𝑑𝑠,

где

𝜓(𝑠) =

∞∫︁
0

𝜓(𝑦)𝑦−𝑠𝑑𝑦.

Интегрированием по частям для 0 < 𝑅𝑒 𝑠 = 𝜎 < 1 и любого 𝐴 > 0 получаем оценку

𝜓(𝑠) ≪
𝐴

(1 + |𝑠|)−𝐴.

Поэтому ∀𝑡 ∈ R
𝑣(𝑡) ≪

𝐴
(1 + |𝑡|)−𝐴.

Применяя оценки (7) и (см. [12])

Ω𝑑(𝑢𝑗) ≪
𝜀
𝜒

15
2
𝑗 |𝑑|

3
16

+𝜀,

получим утверждение теоремы.
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