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Аннотация

В работе получены асимптотические формулы с остаточным членом для числа пред-
ставлений пары целых чисел 𝑚 и 𝑛 соответственно суммой квадратов и линейной формой
от 𝑠 ⩾ 5 переменных, причём каждое решение такой диофантовой системы удовлетворя-
ет конгруэнциальному условию специального вида, связанному определенным образом с
линейной формой. Асимптотика с остаточным членом для числа решений такой диофан-
товой системы выводится при 𝑁 → ∞, где 𝑁 = Δ𝑚 − 𝑛2, при этом Δ равняется сумме
квадратов коэффициентов линейной формы.

Кроме того, получены двусторонние оценки снизу и сверху для особого ряда исследуе-
мой диофантовой системы, опираясь при верхней оценке на формулы для числа решений
сравнения второй степени 𝑥21 + . . . + 𝑥2𝑠 ≡ 𝑎 (mod 𝑝𝑘), где 𝑝 — простое число, 𝑎 — целое
число, 𝑘 — натуральное число.

Настоящая работа является продолжением ранее проведенного исследования, относя-
щегося к случаю чётного числа переменных.

Ключевые слова: сумма квадратов, линейная форма, диофантова система, конгруэнци-
альное условие, число решений квадратного сравнения, асимптотическая формула, особый
ряд диофантовой системы.
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Abstract

In the work, asymptotic formulas with a remainder term are obtained for the number of
representations of a pair of integers 𝑚 and 𝑛, respectively, as a sum of 𝑠 ⩾ 5 variables, and each
solution of such a Diophantine system satisfies the congruential a condition of a special type,
associated in a certain way with a linear form.

Asymptotic formulas with a remainder term for the number of solutions of such a
Diophantine system are derived for 𝑁 → ∞, where 𝑁 = Δ𝑚 − 𝑛2 and Δ equals the sum
of the squares on the coefficients on the linear form.

In addition, two-sided lower and upper bounds are obtained for a special series of Diophantine
system under study based on the upper bound based on formulas for the number of solutions of
a congruence of the second degree modulo the power 𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠 ≡ 𝑎 (mod 𝑝𝑘) of the prime
number, where 𝑎 is natural number.

This work is a continuation of a previous study, relating to the case of an even number of
variables.
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1. Введение

Мы рассматриваем вопрос об асимптотике числа решений 𝑟𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑚,𝑛) диофантовой си-
стемы ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠 = 𝑚,

𝑙1𝑥1 + . . .+ 𝑙𝑠𝑥𝑠 = 𝑛,

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ≡ (𝑙1, . . . , 𝑙𝑠) (mod 𝑔),

(1)
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где 𝑠 ⩾ 5; 𝑚 > 0, 𝑛—целые числа; 𝑙1𝑥1 + . . . + 𝑙𝑠𝑥𝑠 —целочисленная линейная форма; 𝑔—
натуральное число.

Особенностью системы (1) является то, что значения неизвестных сравнимы по данному
модулю 𝑔 с коэффициентами линейной формы. Выбор такой диофантовой системы представ-
ляет интерес тем, что для неё удаётся более точно исследовать её особый ряд.

Говоря об истоках направления, связанного с вопросом о числе решений систем диофан-
товых уравнений, следует отметить, что первое исследование по асимптотическому подсчё-
ту числа решений систем из двух диофантовых уравнений “варингтовского типа” (по имени
английского математика 18го века Варинга) было проведено в 1929 г. И. М. Виноградовым
(см. [1, 2]) для системы вида

𝑥𝑚1 + . . .+ 𝑥𝑚𝑟 =𝑀,

𝑥𝑛1 + . . .+ 𝑥𝑛𝑟 = 𝑁

в целых положительных числах 𝑥1, . . . , 𝑥𝑟. Пользуясь методом И. М. Виноградова исследова-
ние было продолжено его учеником К. К. Марджанишвили [3] в случае систем с несколькими
уравнениями варингтовского типа, при этом в неё уже входило также одно линейное уравне-
ние.

В дальнейшем проводились также исследования по точным (не асимптотическим) форму-
лам для числа решений 𝑟𝑠(𝑚,𝑛) диофантовой системы{︃

𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠 = 𝑚,

𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑠 = 𝑛
(2)

в случаях 3 ⩽ 𝑠 ⩽ 8 такими авторами как Г. Полл [4, 5], Н. Клоостерман [6], Н. де-Брейн [7],
P. Bronkhorst [8], ван-дер Блей [9], Г. А. Ломадзе [10].

Но как оказалось (см. Воронецкий А. Б. и Малышев А. В. [11]) при 𝑠 ⩾ 9 невозможно полу-
чить точные формулы для числа решений 𝑟𝑠(𝑚,𝑛) в том смысле, что величина 𝑟𝑠(𝑚,𝑛) может
отличной от особого ряда для указанной диофантовой системы (2) (относительно особого ряда,
входящего в формулу для числа решений диофантовых уравнений см. напр. [12, 13]).

Ввиду этого представляет дальнейший интерес вопрос о получении асимптотических фор-
мул для числа решений 𝑟𝑠(𝑚,𝑛) при 𝑠 ⩾ 9 для диофантовых систем (1) и (2).

Асимптотическая формула для 𝑟𝑠(𝑚,𝑛) при 𝑠𝑛 − 𝑚2 → ∞ была получена А. З. Валь-
фиш [14].

В дальнейшем эти исследования были продолжены А. А. Вальфиш [15] для диофантовых
систем более общего вида, в которых сумма квадратов из [14] была заменена произвольной
целочисленной положительной квадратичной формой.

В последнее время У. М. Пачевым и Л. А. Халиловой [16] получено обобщение результатов
статьи [15], рассмотрев диофантову систему⎧⎪⎨⎪⎩

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) = 𝑚,

𝑙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) = 𝑛,

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ≡ (𝑙1, . . . , 𝑙𝑠) (mod 𝑔)

с конгруэнциальным условием, где 𝑓 —целочисленная положительная квадратичная форма,
𝑙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠)—целочисленная линейная форма (при 𝑔 = 1 как частный случай получаются
основные результаты [15]). В следующей работе [17] проводилось исследование числа решений
системы (1), связанное с верхней оценкой её особого ряда в случае чётного числа неизвестных.

Опираясь на теорему 2 работы [16] и на соответствующие вспомогательные результаты для
числа решений квадратных сравнений по модулю степени простого числа из [17, 18] (леммы 1–
5), получаем асимптотику числа решений системы (1) вместе с оценками её особого ряда.
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2. Сведение исходной системы к системе без конгруэнтного усло-
вия

Исходная диофантова система (1) может быть сведена к тому её частному случаю, когда
нет конгруэнтного условия

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ≡ (𝑙1, . . . , 𝑙𝑠) (mod 𝑔).

Лемма 1. Если

𝑚− 2𝑛+

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑙2𝑖 ≡ 0 (mod 𝑔2) и 𝑛−
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑙2𝑖 ≡ 0 (mod 𝑔),

то система (1) сводится к системе{︃
𝑦21 + . . .+ 𝑦2𝑠 = 𝑎,

𝑙1𝑦1 + . . .+ 𝑙𝑠𝑦𝑠 = 𝑏,

где

𝑎 =

𝑚− 2𝑛+
𝑠∑︀

𝑖=1
𝑙2𝑖

𝑔2
, 𝑏 =

𝑛−
𝑠∑︀

𝑖=1
𝑙2𝑖

𝑔
.

Доказательство. Из сравнения (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ≡ (𝑙1, . . . , 𝑙𝑠) (mod 𝑔) имеем 𝑥𝑖 ≡ 𝑙𝑖 (mod 𝑔),
𝑖 = 1, . . . , 𝑠, откуда 𝑥𝑖 = 𝑙𝑖 + 𝑔𝑦𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑠), где 𝑦1, . . . , 𝑦𝑠 принимают целые значения.
Подставляя выражения для 𝑥𝑖 в оба уравнения системы (1), будем иметь систему⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑔2
𝑠∑︀

𝑖=1
𝑦2𝑖 + 2𝑔

𝑠∑︀
𝑖=1

𝑙𝑖𝑦𝑖 +
𝑠∑︀

𝑖=1
𝑙2𝑖 = 𝑚,

𝑔
𝑠∑︀

𝑖=1
𝑙𝑖𝑦𝑖 +

𝑠∑︀
𝑖=1

𝑙2𝑖 = 𝑛.

Преобразуя теперь первое уравнение этой системы с помощью второго уравнения получаем
диофантову систему {︃

𝑦21 + . . .+ 𝑦2𝑠 = 𝑎,

𝑙1𝑦1 + . . .+ 𝑙𝑠𝑦𝑠 = 𝑏,
(3)

где

𝑎 =

𝑚− 2𝑛+
𝑠∑︀

𝑖=1
𝑙2𝑖

𝑔2
, 𝑏 =

𝑛−
𝑠∑︀

𝑖=1
𝑙2𝑖

𝑔
,

ч. т. д. 2

Замечание. Ясно, что системы (1) и (3) равносильны в том смысле, что между их
решениями существует взаимно однозначное соответствие. При этом 𝑎 и 𝑏 должны быть
целыми числами. Если же хотя бы одно из чисел 𝑎 и 𝑏 не является целым, система (1) не
имеет решений в целых числах. Согласно [14, 15], асимптотику числа решений полученной
системы (3) мы будем рассматривать при 𝑁 = Δ𝑎− 𝑏2 → ∞, где Δ = 𝑙21 + . . .+ 𝑙2𝑠 .

3. Леммы о числе решений сравнений для суммы квадратов

Для формулировок дальнейших используемых вспомогательных утверждений нужны сле-
дующие понятия (см. [18]).
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Определение 1. Пусть 𝐹𝑞 —произвольное конечное поле. Определим целочисленную
функцию 𝑣(𝑥) на поле 𝐹𝑞 с условием

𝑣(𝑐) =

{︃
−1, если 𝑐 ∈ 𝐹 *

𝑞 ,

𝑞 − 1, если 𝑐 = 0,

где 𝐹 *
𝑞 —мультипликативная группа поля 𝐹𝑞.

Определение 2. Пусть 𝐹𝑞 — конечное поле нечётной характеристики и пусть на его
мультипликативной группе 𝐹 *

𝑞 задана вещественнозначная функция 𝜂 такая, что 𝜂(𝑐) = 1
для элементов 𝑐, таких что являющихся квадратами некоторых элементов группы 𝐹 *

𝑞 и
𝜂(𝑐) = −1 для всех остальных элементов 𝑐 ∈ 𝐹 *

𝑞 . Такая функция 𝜂(𝑐) называется квадратич-
ным характером поля 𝐹𝑞.

Замечание. В случае 𝑞 = 𝑝, где 𝑝—простое число, квадратичный характер поля 𝐹𝑞 есть
символ Лежандра, т. е.(︂

𝑐

𝑝

)︂
=

{︃
1, если 𝑐— квадратичный вычет mod𝑝,

−1, если 𝑐— квадратичный невычет mod𝑝.

Ввиду мультипликативности квадратичного характера 𝜂(𝑐) поля 𝐹𝑞 полезно доопределить
его на всём поле, полагая 𝜂(0) = 0.

Лемма 2. Пусть 𝑓 —невырожденная квадратичная форма от чётного числа 𝑠 пере-
менных над полем 𝐹𝑞, где 𝑞—нечётно. Тогда для любого 𝑏 ∈ 𝐹𝑞 число решений уравнения
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) = 𝑏 в 𝐹𝑞 равно

𝑞𝑠−1 + 𝑣(𝑏)𝑞
𝑠−2
2 𝜂((−1)

𝑠
2 det 𝑓),

где 𝜂— квадратичный характер поля 𝐹𝑞.
Доказательство даётся в [18].
Переходим теперь к рассмотрению вспомогательных результатов о числе решений сравне-

ний для суммы квадратов от 𝑠 неизвестных по модулю 𝑝𝑘, где 𝑝—простое число, используемых
при верхней оценке особых рядов диофантовой системы из леммы 1.

Лемма 3. Пусть 𝑁𝑠(𝑎mod𝑝)—число решений сравнения 𝑥21 + . . . + 𝑥2𝑠 ≡ 𝑎 (mod 𝑝) от
чётного числа 𝑠 неизвестных, где 𝑝—простое число; 𝑎—целое число. Тогда

1. 𝑁𝑠 (𝑢mod𝑝) = 𝑝𝑠−1
(︁
1− ℎ

𝑠
2

)︁
, где 𝑝 ∤ 𝑢;

2. 𝑁𝑠 (0) = 𝑁𝑠 (𝑢) + 𝑝𝑠ℎ
𝑠
2 ,

где ℎ =
(︁
−1
𝑝

)︁
· 𝑝−1.

Доказательство. Воспользуемся леммой 2, положив в ней 𝑓 = 𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠; 𝑞 = 𝑝 и 𝑏 = 𝑢,
где 𝑝 ∤ 𝑢. Тогда по лемме 2 имеем

𝑁𝑠(𝑢 (mod 𝑝)) = 𝑝𝑠−1 + 𝑣(𝑢)𝑝
𝑠−2
2 𝜂((−1)

𝑠
2 det 𝑓).

Так как 𝑣(𝑢) = −1 и det 𝑓 = 1 и 𝜂— символ Лежандра, то

𝑁𝑠(𝑢mod𝑝) = 𝑝𝑠−1 − 𝑝
𝑠
2
−1𝜂((−1)

𝑠
2 ) =

= 𝑝𝑠−1 − 𝑝
𝑠
2
−1

(︃
(−1)

𝑠
2

𝑝

)︃
= 𝑝𝑠−1 − 𝑝

𝑠
2
−1ℎ

𝑠
2 =

= 𝑝𝑠−1
(︁
1− ℎ

𝑠
2

)︁
.
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2) Случай 𝑁𝑠(0mod𝑝). По лемме 2 при 𝑏 = 0 имеем

𝑁𝑠(0mod𝑝) = 𝑝𝑠−1 + 𝑣(0)𝑝
𝑠
2
−1𝜂((−1)

𝑠
2 ) =

= 𝑝𝑠−1 + (𝑝− 1)𝑝
𝑠
2
−1

(︂
−1

𝑝

)︂ 𝑠
2

=

= 𝑝𝑠−1 + (𝑝− 1)𝑝
𝑠
2
−1𝑝

𝑠
2

(︂
−1

𝑝

)︂ 𝑠
2 1

𝑝
𝑠
2

=

= 𝑝𝑠−1 + (𝑝− 1)𝑝𝑠−1ℎ
𝑠
2 =

= 𝑝𝑠−1
(︁
1− ℎ

𝑠
2

)︁
+ 𝑝𝑠ℎ

𝑠
2 =

= 𝑁𝑠(𝑢mod𝑝) + 𝑝𝑠ℎ
𝑠
2

(см. п. 1), ч. т. д. 2

Следующий вспомогательный результат о числе решений квадратного сравнения по мо-
дулю 𝑝𝑘, где 𝑝—простое число приводится в [19], где его доказательство строится по схеме
разбора трёх случаев, но мы дадим более подробное изложение.

Лемма 4. Если 0 ⩽ 𝑣 < 𝑘, то число 𝑁𝑠(𝑝
𝑣𝑢mod𝑝𝑘) решений сравнения

𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠 ≡ 𝑝𝑣𝑢 (mod 𝑝𝑘) (*)

при чётном 𝑠 равно

𝑝(𝑠−1)𝑘
(︁
1− ℎ

𝑠
2

)︁(︁
1 + 𝑝ℎ

𝑠
2 + 𝑝2ℎ2

𝑠
2 + . . .+ 𝑝𝑣ℎ𝑣

𝑠
2

)︁
,

где ℎ = (−1)
𝑝−1
2 · 𝑝−1.

Доказательство. Случай 1. Если 𝑣 = 0, то число решений 𝑁𝑠(𝑢mod𝑝𝑘) сравнения (*) равно

𝑝(𝑠−1)(𝑘−1)𝑁𝑠(𝑢),

где 𝑁𝑠(𝑢) есть число решений сравнения 𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠 ≡ 𝑢 (mod 𝑝𝑘), где 𝑝 ∤ 𝑢.
Действительно, пусть (𝜉1, . . . , 𝜉𝑠) (mod 𝑝) есть любое решение сравнения 𝜉21 + . . . + 𝜉2𝑠 ≡ 𝑢

(mod 𝑝), где 𝑝 ∤ 𝑢. Такое решение поднимается в точности до 𝑝(𝑠−1)(𝑘−1) решений по модулю
𝑝𝑘. Имеем следующее представление решений сравнения (*):

𝜉1 = ℎ
(1)
0 + ℎ

(1)
1 𝑝+ ℎ

(1)
2 𝑝2 + . . .+ ℎ

(1)
𝑘−1𝑝

𝑘−1,

𝜉2 = ℎ
(2)
0 + ℎ

(2)
1 𝑝+ ℎ

(2)
2 𝑝2 + . . .+ ℎ

(2)
𝑘−1𝑝

𝑘−1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝜉𝑠 = ℎ
(𝑠)
0 + ℎ

(𝑠)
1 𝑝+ ℎ

(𝑠)
2 𝑝2 + . . .+ ℎ

(𝑠)
𝑘−1𝑝

𝑘−1,

где 0 ⩽ ℎ
(𝑗)
𝑖 < 𝑝; 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘 − 1; 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑠, которые позволяют осуществить поднятие

решений сравнения 𝑥21 + . . . + 𝑥2𝑠 ≡ 𝑢 (mod 𝑝) до решения такого сравнения по модулю 𝑝𝑘.
Но тогда по комбинаторному правилу произведения получаем, что число решений сравнения
𝑥21 + . . . + 𝑥2𝑠 ≡ 𝑢 (mod 𝑝𝑘) равно 𝑁𝑠

(︀
𝑢mod𝑝𝑘

)︀
= 𝑝(𝑠−1)(𝑘−1)𝑁𝑠(𝑢), при этом учитывается, что

значение неизвестного 𝑥𝑠 определено однозначно по соответствующим значениям остальных
неизвестных.

Случай 2. Пусть теперь 𝑣 > 1. Тогда сравнение 𝜉21+. . .+𝜉
2
𝑠 ≡ 𝑝𝑣𝑢 ≡ 0 (mod 𝑝) как и в случае

1 может иметь решения, для которых не все 𝜉𝑖 делятся на 𝑝. Общее число таких решений равно
𝑁𝑠(0)−1, при этом нулевое решение рассматриваемого сравнения не засчитывается поскольку
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все значения неизвестных нулевого решения делятся на 𝑝, чем и обусловлено вычитание из
𝑁𝑠(0) числа 1. Тогда согласно рассуждениям случая 1 число решений сравнения (*), в которых
не все неизвестные 𝑥𝑖 делятся на 𝑝, по комбинаторному правилу произведения будет равно

𝑝(𝑠−1)(𝑘−1)(𝑁𝑠(0)− 1).

Случай 3. Если 𝑣 ⩾ 2, то сравнение (*) может иметь решения, для которых все 𝑥𝑖 делятся
на 𝑝, т. е. 𝑥𝑖 = 𝑝𝑦𝑖, и значит, сравнение (*) принимает вид

𝑝2
(︀
𝑦21 + . . .+ 𝑦2𝑠

)︀
≡ 𝑝𝑣𝑢 (mod 𝑝𝑘),

откуда
𝑦21 + . . .+ 𝑦2𝑠 ≡ 𝑝𝑣−2𝑢 (mod 𝑝𝑘−2).

Учитывая теперь, что лемма 3 даёт базу индукции при 𝑣 = 0, а рассмотренные выше слу-
чаи позволяют осуществить шаг индукции, то индукцией по 𝑣 получаем сформулированный
результат, ч. т. д. 2

В последнее время было продолжено исследование по асимптотике числа решений диофан-
товой системы (1) в оставшемся случае нечётного числа неизвестных. С этой целью получен
следующий вспомогательный результат о числе решений квадратного сравнения

𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠 ≡ 𝑝𝑣𝑢 (mod 𝑝𝑘),

где 𝑠—нечётное число; 𝑝—простое число; 𝑝 ∤ 𝑢.
Лемма 5. Если 0 ⩽ 𝑣 < 𝑘, то для числа решений 𝑁𝑠

(︀
𝑝𝑣𝑢 (mod 𝑝𝑘)

)︀
решений сравнения

𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠 ≡ 𝑝𝑣𝑢 (mod 𝑝𝑘) при нечётном 𝑠 и 𝑝 ∤ 𝑢 справедлива оценка сверху

𝑁𝑠

(︁
𝑝𝑣𝑢 (mod 𝑝𝑘)

)︁
⩽

⩽ 𝑝(𝑠−1)𝑘
(︁
1− ℎ

𝑠−1
2

)︁(︁
1 + 𝑝ℎ

𝑠−1
2 + 𝑝2ℎ2

𝑠−1
2 + . . .+ 𝑝𝑣

′
ℎ𝑣

′ 𝑠−1
2

)︁
,

где 0 ⩽ 𝑣′ < 𝑘, 𝑝 ∤ 𝑢; 𝑝𝑣𝑢− 𝑥2𝑠 = 𝑝𝑣
′
𝑢′; 𝑣′ = max

0⩽𝑥𝑠<𝑝𝑘
ord𝑝(𝑝

𝑣𝑢− 𝑥2𝑠); ord𝑝 —порядок целого числа

относительно простого числа 𝑝, ℎ = (−1)
𝑝−1
2 𝑝−1.

Доказательство. Представим рассматриваемое сравнение в следующем виде

𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠−1 ≡ 𝑝𝑣𝑢− 𝑥2𝑠 (mod 𝑝𝑘).

Обозначим 𝑝𝑣𝑢− 𝑥2𝑠 = 𝑝𝑣
′
𝑢′, где 0 ⩽ 𝑣′ < 𝑘 и 𝑝 ∤ 𝑢′,

𝑣′ = max
0⩽𝑥𝑠<𝑝𝑘

ord𝑝
(︀
𝑝𝑣𝑢− 𝑥2𝑠

)︀
,

где ord𝑝 𝛼—порядок целого числа 𝛼 относительно простого числа 𝑝. Тогда имеем

𝑁𝑠

(︁
𝑝𝑣𝑢 (mod 𝑝𝑘)

)︁
⩽

∑︁
0⩽𝑥𝑠<𝑝𝑘

𝑁𝑠−1

(︁
(𝑝𝑣𝑢− 𝑥2𝑠) (mod 𝑝𝑘)

)︁
⩽

⩽
∑︁

0⩽𝑥𝑠<𝑝𝑘

𝑁𝑠−1

(︁
𝑝𝑣

′
𝑢′ (mod 𝑝𝑘)

)︁
⩽

∑︁
0⩽𝑥𝑠<𝑝𝑘−1

𝑁𝑠−1

(︁
𝑝𝑣

′
𝑢′ (mod 𝑝𝑘)

)︁
=

= 𝑝𝑘𝑁𝑠−1

(︁
𝑝𝑣

′
𝑢′ (mod 𝑝𝑘)

)︁
.
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Применяя теперь ввиду чётности числа 𝑠− 1 лемму 4, получим

𝑁𝑠(𝑝
𝑣′𝑢′ (mod 𝑝𝑘)) ⩽

⩽ 𝑝𝑘 · 𝑝(𝑠−2)𝑘
(︁
1− ℎ

𝑠−1
2

)︁(︁
1 + 𝑝ℎ

𝑠−1
2 + 𝑝2ℎ2

𝑠−1
2 + . . .+ 𝑝𝑣

′
ℎ𝑣

′ 𝑠−1
2

)︁
=

= 𝑝(𝑠−1)𝑘
(︁
1− ℎ

𝑠−1
2

)︁(︁
1 + 𝑝ℎ

𝑠−1
2 + 𝑝2ℎ2

𝑠−1
2 + . . .+ 𝑝𝑣

′
ℎ𝑣

′ 𝑠−1
2

)︁
,

ч. т. д. 2

Замечание. Как отмечается в [19] в случае сравнения 𝑥21 + . . . + 𝑥2𝑛 ≡ 𝑎 (mod 𝑝) по
нечётному простому модулю 𝑝 число его решений вычислялось в работе Зигеля [20, с. 344] с
помощью остроумного соображения о гауссовых суммах.

4. Результаты об асимптотике числа решений диофантовой си-
стемы специального вида

В асимптотических формулах в главном члене для числа решений диофантовых систем
уравнений второй степени с несколькими неизвестными при применении кругового метода
появляется важная арифметическая функция, называемая особым рядом.

Для диофантовой системы (1) обозначим такой ряд через

𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑓,𝑚; 𝑙, 𝑛),

где 𝑓 —квадратичная форма, 𝑙—линейная форма. В силу леммы 1 такой ряд может быть за-
писан ещё в следующем виде𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑎, 𝑏), где 𝑎 и 𝑏 зависят от𝑚 и 𝑛, при этом 𝑓 = 𝑥21+. . .+𝑥

2
𝑠.

Нужный нам особый ряд определяется равенством

𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑎, 𝑏) =
∏︁
𝑝

𝜒𝑝(𝑎, 𝑏),

где

𝑎 =
𝑚− 2𝑛+

∑︀𝑠
𝑖=1 𝑙𝑖

𝑔2
, 𝑏 =

𝑛−
∑︀𝑠

𝑖=1 𝑙
2
𝑖

𝑔
; 𝜒𝑝(𝑎, 𝑏) = lim

𝑡→∞
𝑝−(𝑠−2)𝑡𝜌(𝑝𝑡; 𝑎, 𝑏);

𝜌(𝑝𝑡; 𝑎, 𝑏)—число решений системы сравнений{︃
𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠 ≡ 𝑎 (mod 𝑝𝑡),

𝑙1𝑥1 + . . .+ 𝑙𝑠𝑥𝑠 ≡ 𝑏 (mod 𝑝𝑡),
(4)

произведение берётся по всем простым числам 𝑝.
Лемма 6. Пусть 𝑟𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑓,𝑚; 𝑙, 𝑛)—число целочисленных решений диофантовой систе-

мы ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) = 𝑚,

𝑙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) = 𝑛,

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ≡ (𝑙1, . . . , 𝑙𝑠) (mod 𝑔),

где 𝑓 —положительная целочисленная квадратичная форма.
Тогда при 𝑁 → ∞

𝑟𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑓,𝑚; 𝑙, 𝑛) =
𝜋

𝑠−1
2 𝑁 𝑠−3

(𝑔𝑠−1Δ)
𝑠
2
−1Γ

(︀
𝑠−1
2

)︀ ·𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝐹,𝑚1; 𝑙, 𝑛1) +𝑂
(︁
Δ2𝑠− 5

4
+ 𝜀

2𝑁
𝑠−2
4

+𝜀
)︁
,

где 𝑁 =
𝑚1Δ−𝑔𝑛2

1𝐷
𝑔 ; 𝐹 = 𝑔𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) + 𝑙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠); 𝑚1 = 𝑚−𝑓(𝑏1,...,𝑏𝑠)

𝑔2
; 𝑛1 = 𝑛−𝑙(𝑏1,...,𝑏𝑠)

𝑔 ;

Δ = 𝑓 (𝑙1, . . . , 𝑙𝑠), 𝑓 — алгебраически взаимная форме 𝑓 ; Γ— гамма-функция; 𝜀 > 0— сколь
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угодно малое число;
𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠 (𝐹,𝑚1; 𝑙, 𝑛1)— особый ряд заданной диофантовой системы.

Доказательство этого результата см. в [16].
Опираясь на вышеизложенные вспомогательные факты получаем следующие результаты

о числе решений диофантовой системы (1).
Теорема 1. Для числа решений 𝑟𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑚,𝑛) диофантовой системы⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠 = 𝑚,

𝑙1𝑥1 + . . .+ 𝑙𝑠𝑥𝑠 = 𝑛,

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ≡ (𝑙1, . . . , 𝑙𝑠) (mod 𝑔),

при 𝑁 → ∞ справедлива формула

𝑟𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑚,𝑛) =
𝜋

𝑠−1
2 𝑁

𝑠−3
2

(𝑔𝑠−1Δ)
𝑠
2
−1Γ

(︀
𝑠−1
2

)︀ ·𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑎, 𝑏) +𝑂
(︁
𝑔𝑠−1𝑁

𝑠−2
4

+𝜀
)︁
,

где 𝑁 = Δ𝑎− 𝑏2 → ∞; Δ = 𝑙21 + . . .+ 𝑙2𝑠 .

𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑎, 𝑏) =
∏︁
𝑝

lim
𝑡→∞

𝜌(𝑝𝑡; 𝑎, 𝑏)

𝑝(𝑠−2)𝑡
,

где 𝜌(𝑝𝑡; 𝑎, 𝑏)—число решений системы сравнений{︃
𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠 ≡ 𝑎 (mod 𝑝𝑡),

𝑙1𝑥1 + . . .+ 𝑙𝑠𝑥𝑠 ≡ 𝑏 (mod 𝑝𝑡),

произведение берётся по всем простым числам 𝑝; 𝑎 =
𝑚−2𝑛+

∑︀𝑠
𝑖=1 𝑙

2
𝑖

𝑔2
; 𝑏 =

𝑛−
∑︀𝑠

𝑖=1 𝑙
2
𝑖

𝑔 .
Доказательство основано на леммах 1 и 6.
Отметим, что этот результат содержится в [17], но здесь он представлен в улучшенной

формулировке.
С целью получения более точной информации о числе решений диофантовой системы (1)

будем рассматривать двусторонние оценки снизу и сверху особого ряда, входящего в главный
член асимптотической формулы для этой системы.

Сначала рассмотрим оценку снизу для особого ряда. Для этого воспользуемся теоремой
Е. В. Подсыпанина [21] о сингулярном (особом) ряде в задаче представления системы целых
чисел суммой форм одной и той же степени 𝑑 ⩾ 1 от 𝑠 переменных.

Поскольку результат работы [21] об особом ряде относится только к однородным уравне-
ниям с одной и той же степенью 𝑑, то он не может быть непосредственно применён к нашему
случаю диофантовой системы, состоящей из двух уравнений второй и первой степени.

В связи с этим наряду с системой сравнений (4) рассмотрим также систему сравнений вида{︃
𝑦21 + . . .+ 𝑦2𝑠 ≡ 𝑎 (mod 𝑝𝑡),

(𝑙1𝑦1 + . . .+ 𝑙𝑠𝑦𝑠)
2 ≡ 𝑏2 (mod 𝑝𝑡).

(5)

При этом заметим, что число решений 𝜌(𝑝𝑡; 𝑎, 𝑏2) системы (5) в 2 раза больше числа решений
системы сравнений (4), т. е.

𝜌(𝑝𝑡; 𝑎, 𝑏2) = 2𝜌(𝑝𝑡; 𝑎, 𝑏),

откуда

𝜌(𝑝𝑡; 𝑎, 𝑏) =
1

2
𝜌(𝑝𝑡; 𝑎, 𝑏2). (6)
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В нашем случае в обозначениях работы [21] имеем

𝜏 = 2; 𝑘 = 1; 2.{︃
𝜑(1)(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) = 𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠 = 𝑛1 = 𝑎,

𝜑(2)(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) = (𝑙1𝑥1 + . . .+ 𝑙𝑠𝑥𝑠)
2 = 𝑛2 = 𝑏2.

(7)

Сформулируем результат работы [21].
Теорема (Подсыпанин). Пусть существует целое число 𝛿 ⩾ 0 и индексы 𝑗1, . . . , 𝑗𝑟, для

которых разрешима система сравнений

Φ(𝑘)(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ≡ 𝑛𝑘 (mod 𝑝2𝜏+2𝛿+1) (𝑘 = 1, . . . , 𝑟)

при условии
𝑝𝛿 ‖ Δ𝑗1,...,𝑗𝑟 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) .

Тогда
𝐻𝑝 (𝑛1, . . . , 𝑛𝑟) ⩾ 𝑝−(2𝜏+2𝛿+1)(𝑠−𝑟).

В этой теореме используются следующие обозначения:

Φ
(𝑘)
𝑗 (𝑥) =

𝑠∑︁
𝑗2,...,𝑗𝑑=1

𝜙
(𝑘)
𝑗,𝑗2,...,𝑗𝑑

𝑥𝑗2 · . . . · 𝑥𝑗𝑑 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠),

Δ𝑗1,...,𝑗𝑟(𝑥) = det
(︁
Φ
(𝑘)
𝑗𝑔

(𝑥)
)︁𝑟
𝑔,𝑘=1

,

𝑝𝜏 ‖ 𝑑—наивысшая степень простого числа 𝑝, делящая число 𝑑.
Как обычно, особый ряд 𝐻 (𝑛1, . . . , 𝑛𝑟) диофантовой системы представляется в виде бес-

конечного произведения по всем простым числам, т. е.

𝐻 (𝑛1, . . . , 𝑛𝑟) =
∏︁
𝑝

𝐻𝑝 (𝑛1, . . . , 𝑛𝑟) .

Тогда в силу теоремы Подсыпанина имеем неравенство

𝐻𝑝 (𝑛1, . . . , 𝑛𝑟) ⩾ 𝑝−(2𝜏+2𝛿+1)(𝑠−𝑟).

В нашем случае двух уравнений имеем

𝐻𝑝

(︀
𝑎, 𝑏2

)︀
⩾ 𝑝−(2𝜏+2𝛿+1)(𝑠−2).

Но учитывая конгруэнтное условие решений системы, следуя А. В. Малышеву [12], используем
также и другое обозначение особого ряда через 𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑎, 𝑏) в случае нашей диофантовой
задачи. Следуя опять работам [12, 21] в силу (6) и (7) получаем

𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑎, 𝑏) ⩾
1

2
𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑎, 𝑏

2) ⩾
1

2

∏︁
𝑝

𝐻𝑝(𝑎, 𝑏
2) ⩾

1

2

∏︁
𝑝

𝑝−(2𝜏+2𝛿+1)(𝑠−2) ≫ 1.

При этом ещё учитывается одно замечание в [21], относящееся к работе Берча [22], о том, что
существует 𝑝0, для которого ∏︁

𝑝⩾𝑝0

𝐻𝑝 (𝑛1, . . . , 𝑛𝑟) ≫ 1.

Таким образом, имеет место следующий вспомогательный результат, относящийся к нижней
оценке особого ряда диофантовой системы (1).
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Лемма 7. Для особого ряда 𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑚,𝑛) диофантовой системы (1) имеет место оценка
снизу 𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑚,𝑛) ≫ 1, т. е. 𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑚,𝑛) > 0.

Более точную информацию о числе решений диофантовой системы (1) в случае чётного
числа 𝑠 переменных даёт следующая

Теорема 2. Для числа решений диофантовой системы (1) при чётном 𝑠 и 𝑁 → ∞ имеет
место формула

𝑟𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑚,𝑛) =
𝜋

𝑠−1
2 𝑁

𝑠−3
2

(𝑔𝑠−1Δ)
𝑠
2
−1Γ

(︀
𝑠−1
2

)︀ ·𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑎, 𝑏) +𝑂
(︁
𝑔𝑠−1𝑁

𝑠
4
− 1

2
+𝜀
)︁
,

где

1 ⩽ 𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑎, 𝑏) <
∏︁
𝑝

(︁
1− ℎ

𝑠
2

)︁(︁
1 + 𝑝ℎ

𝑠
2 + 𝑝2ℎ𝑠 + . . .+ 𝑝𝑣ℎ𝑣

ℎ
2

)︁
,

где 𝑎 = 𝑝𝑣, 𝑝 ∤ 𝑢; ℎ = (−1)
𝑝−1
2 · 1

𝑝 ; 𝑎 =
𝑚−2𝑛+

∑︀𝑠
𝑖=1 𝑙

2
𝑖

𝑔2
; 𝑏 =

𝑛−
∑︀𝑠

𝑖=1 𝑙
2
𝑖

𝑔 .

Доказательство основано на результатах лемм 1, 4, 6 и теоремы 1.
Аналогичный результат о числе решений диофантовой системы (1) в случае нечётного

числа 𝑠 переменных даёт следующая
Теорема 3. Для числа решений диофантовой системы (1) при нечётном 𝑠 и 𝑁 → ∞

имеет место формула

𝑟𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑚,𝑛) =
𝜋

𝑠−1
2 𝑁

𝑠−3
2

(𝑔𝑠−1Δ)
𝑠
2
−1Γ

(︀
𝑠−1
2

)︀ ·𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑎, 𝑏) +𝑂
(︁
𝑔𝑠−1𝑁

𝑠
4
− 1

2
+𝜀
)︁
,

1 ≪ 𝐻𝑔;𝑙1,...,𝑙𝑠(𝑎, 𝑏) <
(︁
1− ℎ

𝑠−1
2

)︁(︁
1 + 𝑝ℎ

𝑠−1
2 + 𝑝2ℎ2

𝑠−1
2 + . . .+ 𝑝𝑣

′
ℎ𝑣

′ 𝑠−1
2

)︁
,

где 0 ⩽ 𝑣′ < 𝑘, 𝑝 ∤ 𝑢, 𝑝𝑣𝑢 − 𝑥2𝑠 = 𝑝𝑣
′
𝑢′; 𝑣′ = max0⩽𝑥𝑠<𝑝𝑘 ord𝑝

(︀
𝑝𝑣 − 𝑥2𝑠

)︀
; ord𝑝 —порядок целого

числа относительно простого числа p; ℎ = (−1)
𝑝−1
2 · 1

𝑝 .

Доказательство опирается на результаты лемм 1, 5, 6 и теоремы 1.

5. Заключение

Полученные результаты можно обобщить на диофантовы системы, содержащие более од-
ного линейного уравнения. Представляет также интерес перенесение проведенного исследова-
ния на случай суммы квадратов с линейной частью (при этом предполагается возможность
использования результатов работ [15, 16, 23]). Интересно также исследовать особые ряды для
диофантовых систем с диагональной квадратичной формой и линейной формой, удовлетво-
ряющих конгруэнциальному условию.

СПИСОК ЦИТИРОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. Виноградов И. М. Об одном классе совокупных диофантовых уравнений // Изв. АН СССР,
1929. С. 355-376.

2. Виноградов И. М. Избранные труды. Изд-во АН СССР. — М., 1952. С. 151-168.

3. Марджанишвили К. К. Об одновременном представлении 𝑛 чисел суммами полных пер-
вых, вторых, . . . , 𝑛-х степеней // Изв. АН СССР, сер. матем. 1 (1937), С. 609-631.

4. Pall G. Simultaneous quadratic and linear representations. Quart. J. Math. 2 (1931). P. 136-143.



Об асимптотиках представлений пары целых чисел. . . 73

5. Pall G. Simultaneous representations in a quadratic and linear form // Duke Math. J. S. (1941).
P. 173-180.

6. Kloosterman H. Simultane Darstellung zweier ganzen Zahlen al seiner Samme von ganzen
Zahlen und deren Quadrat–Summe. Math. Ann. 118 (1942). S. 319-364.

7. de Bruijn N. G. Over het a antal oplossingen van het stelsel 𝑥21+𝑥
2
2+𝑥

2
3 = 𝑛, 𝑥1+𝑥2+𝑥3 = 𝑚,

Nieuw. Arch. Wisk (2)22 (1943), S. 53-56.

8. Bronkhorst P. Over het a antal oplossingen van het stelsel Diophatische Vergelijkinder
𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑠 = 𝑛, 𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑠 = 𝑚 vor 𝑠 = 6 en 𝑠 = 8. Diss. Groningen, 1943.

9. Van der Blij. On the theory of simultaneous linear and quadratic representation I–II, Proc.
Kon. Acad. V. Wet. 50 (1947), 31-48.

10. Ломадзе Г. А. Об одновременном представлении двух целых чисел суммами целых чисел
и их квадратов // Труды Тбилисского матем. ин-та. 18 (1950). С. 153-181,

11. Воронецкий А. Б., Малышев А. В. Об одновременном представлении пары чисел суммами
целых чисел и их квадратов // Тр. МИАН СССР, 142 (1976). С. 122-134,

12. Малышев А. В. О представлении целых чисел положительными квадратичными формами
// Труды МИАН СССР, Т. 65 (1962), С. 3-212.

13. Малышев А. В. О формулах для количества представлений чисел положительными квад-
ратичными формами // Актуальные проблемы аналитической теории чисел. Минск : На-
ука и техника, 1974.

14. Вальфиш А. З. О представлении чисел суммами квадратов. Асимптотические Формулы
// Успехи матем. наук. 7 (1952), № 6, C. 97-178,
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