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Аннотация

В последние годы многие исследователи сосредоточились на изучении феномена экс-
тремальной мультистабильности динамических систем. Экстремально мультистабильная
система содержит бесконечное число сосуществующих аттракторов, определяющихся раз-
личными начальными условиями. Последнее обстоятельство вносит чрезвычайную неопре-
деленность в ее поведение и открывает возможность использования такой системы, напри-
мер, в криптографии и организации защищенной связи в системах коммуникаций. Поэтому
особый интерес представляет понимание фундаментального принципа формирования экс-
тремальной мультистабильности. Только поняв этот принцип, мы сможем генерировать
системы с нужным поведением. Экстремальная мультистабильность многих известных в
настоящее время систем может быть объяснена наличием феномена усиления смещения
(offset boosting), предполагающего присутствие в системе параметра смещения. Как оказа-
лось, отмена параметра смещения может привести к наличию в системе континуума сосу-
ществующих аттракторов, которые непрерывно располагаются в фазовом пространстве, и
простираются до бесконечности в определенном направлении. Это открытие может стать,
например, объяснением возникновения и распространения торнадо и турбулентности. В
настоящей работе с использованием приема расширения размерности сконструированы
две системы четвертого порядка без состояний равновесия, содержащие континуум сосу-
ществующих скрытых хаотических аттракторов. Первая система построена на основе из-
вестной трехмерной системы Спротта, а вторая – на основе предложенной ранее авторами
работы трехмерной системы, обладающей единственным скрытым хаотическим аттракто-
ром размерности «почти 3». При этом вторая система содержит 2D решетку, представля-
ющую собой объединение счетного числа полос, каждая из которых содержит континуум
аттракторов.

Ключевые слова: динамическая система, экстремальная мультистабильность, хаос, кон-
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ке.
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Abstract

In recent years, many researchers have focused on studying the phenomenon of extreme
multistability of dynamic systems. An extremely multistable system contains an infinite number
of coexisting attractors determined by different initial conditions. The latter circumstance
introduces extreme uncertainty into its behavior and opens up the possibility of using such
a system, for example, in cryptography and the organization of secure communication in
information transmission systems. Therefore, understanding the fundamental principle of the
formation of extreme multistability is of particular interest. Only by understanding this principle
we can generate systems with the desired behavior. Extreme multistability of many currently
known systems can be explained by the presence of the phenomenon of offset boosting, which
suggests the presence of an offset parameter in the system. As it turned out, the cancellation
of the offset parameter can lead to the presence of a continuum of coexisting attractors in
the system, which are continuously located in the phase space and extend to infinity in a
certain direction. This discovery can become, for example, an explanation for the occurrence
and propagation of tornadoes and turbulence. In this paper, using the dimension expansion
technique, two fourth-order systems without equilibrium states containing a continuum of
coexisting hidden chaotic attractors are constructed. The first system is based on the well-
known three-dimensional Sprott system, and the second is based on the three-dimensional
system proposed earlier by the authors, which has a single hidden chaotic attractor of dimension
“almost 3”. The second system contains a 2D lattice, which is a union of a countable number of
strips, each of which contains a continuum of attractors.
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1. Введение

В последние два десятилетия системы, демонстрирующие хаотическое поведение, привлек-
ли пристальное внимание исследователей. Такие системы генерируют хаотический сигнал или
последовательность таких сигналов и открывают широкие возможности для приложений на
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основе хаоса. Детерминированная псевдослучайность и непредсказуемость хаоса нашли широ-
кое применение в генерировании псевдослучайных чисел [1], криптографии [2], робототехнике
[3] и защищенной связи [4-6]. Среди тем, связанных с хаосом, особый интерес представля-
ет мультистабильность или сосуществование нескольких динамических состояний в системе.
Мультистабильные хаотические системы помимо желаемого хаотического решения могут про-
изводить множество других решений при различных начальных условиях. Такая комплекс-
ная система может применяться в различных ситуациях без изменения базовой структуры, и
обеспечивает большое удобство для инженеров. В частности, бесконечное число хаотических
режимов динамической системы порождает чрезвычайную неопределенность и непредсказуе-
мость. С другой стороны, мультистабильность может представлять некоторые угрозы по той
же причине. Упомянутые обстоятельства вызвали большую волну как исследований феномена
мультистабильности, так и разработку методов искусственного конструирования мультиста-
бильных систем [7-11]. Для конструирования экстремально мультистабильных хаотических
систем, то есть систем, содержащих бесконечное число сосуществующих хаотических аттрак-
торов, было разработано несколько различных подходов. Например, рассмотреть существу-
ющую хаотическую систему и изменить ее, добавив дополнительные члены в дифференци-
альные уравнения, описывающие систему[7], или модифицировать существующий член [8-11],
или добавить новые состояния в систему и изменить её порядок [12-14]. Целью всех упомя-
нутых приемов генерирования экстремально мультистабильных систем было построение си-
стемы, в которой реализуется эффект усиления смещения (offset boosting), предполагающий
присутствие в системе параметра смещения. Усиление смещения означает, что существующий
в системе аттрактор перемещается в фазовом пространстве в любом направлении.

Оказалось, что отмена параметра смещения может привести к наличию в системе кон-
тинуума сосуществующих аттракторов, которые непрерывно располагаются в фазовом про-
странстве, и простираются до бесконечности в определенном направлении. В работе [16] была
продемонстрирована возможность построения системы, обладающей бесконечным числом со-
существующих аттракторов, путем специального расширения размерности существующей си-
стемы, имеющей нетривиальный аттрактор. В построенной таким образом системе смещение
аттрактора в фазовом пространстве осуществляется только за счет выбора начального усло-
вия, что обеспечивает существование континуума сосуществующих аттракторов. В настоящей
работе с использованием приема расширения размерности сконструированы две системы чет-
вертого порядка без состояний равновесия, содержащие континуум сосуществующих скрытых
хаотических аттракторов.

2. Расширение размерности системы Спротта

В работе [15] построена система третьего порядка

�̇� = −𝑧,
�̇� = 𝑧2 − 𝑎,

�̇� = 𝑥− 𝑦𝑧.

(1)

Система (1) не имеет состояний равновесия, и при 𝑎 = 1 она обладает двумя хаотическими
аттракторами, которые визуализируются при численном интегрировании с начальными усло-
виями (2, 0, 3) и (0.34, 0.4,−0.6). Эти аттракторы представлены, соответственно, на рисунках
1.а) и 1.б) (проекции на плоскости (𝑥, 𝑦) и (𝑥, 𝑧) ).
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Рис. 1.а) Рис. 1.б)

Пользуясь идеей специального расширения размерности пространства, на основе этой си-
стемы сконструируем систему 4-го порядка так, чтобы она обладала континуумом сосуще-
ствующих аттракторов. Рассмотрим систему

�̇� = −𝑧,
�̇� = 𝑧2 − 𝑎,

�̇� = 𝑏(𝑥− 𝑢)− 𝑦𝑧,

�̇� = 𝑐𝑧.

(2)

Система(2) примечательна тем, что вместе с решением с начальным условием (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑢0)
она имеет и решение с начальным условием (𝑥0 + 𝑑, 𝑦0, 𝑧0, 𝑢0 + 𝑑) для любого 𝑑 ∈ R1, так как
замена 𝑥 → 𝑥 + 𝑑, 𝑢 → 𝑢 + 𝑑 не меняет динамику системы. Если рассматриваемая система
имеет нетривиальный аттрактор, то она имеет континуум аттракторов, поскольку аттрактор
системы определяется только начальным условием. Континуум аттракторов системы (2), по-
рождаемых каждым из аттракторов, представленных на рисунках 1, будем называть далее
1-D полосой.

Значение параметров (𝑎, 𝑏, 𝑐) системы (2) необходимо подобрать таким образом, чтобы
она «наследовала» свойства системы (1), то есть обладала парой скрытых хаотических ат-
тракторов. Исчерпывающий компьютерный поиск позволяет подобрать необходимые значе-
ния: 𝑎 = 1, 𝑏 = 0.6, 𝑐 = 0.3. На рисунках 2.а)-2.в) представлены проекции фрагмента 1-D
полосы аттракторов системы (2) с начальными условиями (2, 0, 3, 0) и (2 ± 1.5, 0, 3, 0 ± 1.5),
соответственно, на плоскости (𝑥, 𝑦), (𝑦, 𝑢) и (𝑥, 𝑧).

Рис. 2.а) Рис. 2.б) Рис. 2.в)
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На рисунках 3.а)-3.в) представлены проекции на те же плоскости фрагмента 1-D полосы ат-
тракторов системы (2) с начальными условиями (0.34, 0.4,−0.6, 0) и (0.34±1.5, 0.4,−0.6, 0±1.5).

Рис. 3.а) Рис. 3.б) Рис. 3.в)

3. Новая система с континуумом скрытых аттракторов

В работе [11] построена система третьего порядка

�̇� = 𝑦,

�̇� = −𝑥− 𝑦 arctg(50𝑧),

�̇� = 𝑦4 − 𝑎

1 + 𝑥8
.

(3)

Эта система не имеет состояний равновесия и содержит скрытый мультифрактальный ат-
трактор, размерность Каплана-Йорке которого «почти 3». Бассейном притяжения этого ат-
трактора является почти все фазовое пространство, за исключением аналитического решения
системы 𝑥(𝑡) ≡ 𝑦(𝑡) ≡ 0, 𝑧 = 𝑧(0)− 𝑎𝑡.

На основе этой системы сконструируем систему 4-го порядка так, чтобы она обладала
континуумом сосуществующих аттракторов. Рассмотрим систему

�̇� = 𝑦,

�̇� = −𝑏(𝑥− 𝑢)− 𝑦 arctg(50𝑧),

�̇� = 𝑦4 − 𝑎

1 + (𝑥− 𝑢)8
,

�̇� = 𝑐𝑦.

(4)

Если в системе (4) произвести замену 𝑥 → (−𝑥), 𝑦 → (−𝑦), 𝑢 → (−𝑢), то она не изменится.
Поэтому вместе с любым аттрактором системы существует центрально-симметричный ему ат-
трактор в проекциях на плоскости (𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑢), (𝑦, 𝑢), а также пара симметричных аттракторов
в проекциях на плоскости (𝑥, 𝑧) и (𝑦, 𝑧). Кроме того очевидно, что проекция любого аттракто-
ра на плоскость (𝑥, 𝑢) есть отрезок прямой, и система (4) содержит континуум аналитических
решений 𝑥(𝑡) ≡ 𝑢(𝑡) ≡ 𝑑, 𝑦(𝑡) ≡ 0, 𝑧 = 𝑧(0)− 𝑎𝑡, 𝑑 ∈ (−∞,∞).

Выберем следующие значения параметров системы: 𝑎 = 2, 𝑏 = 2.3, 𝑐 = 0.1. Исчерпываю-
щий компьютерный поиск позволил найти пару аттракторов (циклов) системы (4) с началь-
ными условиями (±0.7947,∓0.0326,−1.4305,±0.0791) (рис.4; проекция на плоскость (𝑥, 𝑧)).
Теперь проинтегрируем систему (4), увеличив первую и последнюю координаты начальных
условий, например, на ±0.7. Тогда при интегрировании системы с начальными условиями
(±0.7947± 0.7,∓0.0326,−1.4305,±0.0791± 0.7) появляются еще две пары циклов, полученных
сдвигом найденных ранее циклов по осям 𝑥 и 𝑢 (рис.5; проекция на плоскость (𝑥, 𝑧)).
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Рис. 4
Рис. 5

Бассейны притяжения циклов, представленных на рисунке 5, являются чрезвычайно ма-
ленькими. В то же время оказывается, что почти каждая траектория системы (4) с начальным
условием, не принадлежащим бассейнам притяжения циклов, притягивается к некоторому ха-
отическому аттрактору. Таких аттракторов несчетное множество. Все эти аттракторы могут
быть получены сдвигом любого из них на одну и ту же величину в направлении осей 𝑥 и 𝑢.
На рисунке 6 приведен аттрактор системы (4) с начальным условием (2,1,1,2). На рисунке
7 фрагмент проекции на плоскость (𝑥, 𝑦) семейства хаотических аттракторов, визуализиро-
ванных при интегрировании с начальными условиями (6, 1, 1, 6), (−2, 1, 1,−2), (−6, 1, 1,−6).
Отметим, что система (4) не имеет состояний равновесия, поэтому все ее аттракторы являют-
ся скрытыми [11].

Рис. 6 Рис. 7
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4. Генерирование 2-D решетки из полос скрытых аттракторов

Система (4) является смещаемой по переменной 𝑦 (variable-boostable system [15]). Послед-
нее обстоятельство позволяет заменить в системе (4) переменную 𝑦 на периодическую функ-
цию этой переменной так, чтобы новая система обладала 2-D решеткой полос сосуществующих
аттракторов. Эта решетка будет представлять собой объединение счетного числа 1-D полос,
каждая из которых содержит континуум сосуществующих аттракторов, аналогичных аттрак-
торам, представленным на рисунках 5 и 7. Рассмотрим систему

�̇� = tg
𝑦

2
,

�̇� = −𝑏(𝑥− 𝑢)− tg
𝑦

2
arctg(50𝑧),

�̇� = (tg
𝑦

2
)4 − 2

1 + (𝑥− 𝑢)8
,

�̇� = 𝑐 tg
𝑦

2
.

(5)

Легко убедиться, что циклы системы (5) также являются циклами системы (4). В то же
время, как показано в [10], эта система также содержит циклы, например, с начальными усло-
виями (±0.7947±0.7,∓0.0326+2𝜋𝑘,−1.4305,±0.0791±0.7), 𝑘 ∈ Z, то есть она содержит счетное
число полос, каждая из которых в свою очередь содержит континуум скрытых циклов. Систе-
ма (5), кроме того, содержит счетное число полос скрытых хаотических аттракторов. Проде-
монстрируем на примере феномен самовоспроизведения системой (5) 2-D решетки, состоящей
из полос, каждая из которых содержит континуум хаотических аттракторов.

Численное интегрирование системы (5) с начальным условием (1, 1, 0, 1) выводит нас на
хаотический аттрактор, представленный на рисунке 8 (проекция на плоскость (𝑦, 𝑢)).

Рис. 8 Рис. 9

Этот аттрактор имеет показатели Ляпунова Λ1 = 0.215,Λ2 = −0.009,Λ3 = −0.011,
Λ4 = −0.235, и размерность Каплана–Йорке𝐷𝐾𝑌 = 3.831. На рисунке 9 представлен фрагмент
2-D решетки хаотических аттракторов системы (5), полученный «размножением» аттрактора,
представленного на рисунке 8. Эти аттракторы визуализированы путем интегрирования с
системы начальными условиями (1, 1, 0, 1), (1, 2𝜋 + 1, 0, 1), (1.5, 1, 0, 1.5), (0.5, 1, 0, 0.5),
(1.5, 2𝜋 + 1, 0, 1.5), (0.5, 2𝜋 + 1, 0, 0.5) (проекция на плоскость (𝑦, 𝑢)).
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5. Заключение

Путем расширения размерности трехмерных систем, обладающих хаотическими аттракто-
рами, строятся системы четвертого порядка, содержащие континуум сосуществующих скры-
тых периодических и хаотических аттракторов. Такого эффекта удается добиться за счет того,
что положение аттрактора в фазовом пространстве сконструированных систем определяется
только выбором начального условия в области его притяжения. Континуум сосуществующих
хаотических режимов динамической системы порождает чрезвычайную неопределенность и
непредсказуемость. Последнее обстоятельство открывает, например, широкие возможности
для использования такой системы для скрытия передаваемой информации при организации
защищенной связи в системах коммуникаций.
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