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Аннотация

Пусть Fn, n > 2 есть свободная группа, порожденная n буквами x1, . . . ,
. . . , xn и Aut(Fn) — группа автоморфизмов Fn. Рассматриваются некото-
рые подгруппы группы Aut(Fn).

Сначала исследуется группа палиндромических автоморфизмов
ПA(Fn). Эта группа впервые была определена Коллинзом в [1] и связана
с конгруэнц-подгруппами в SL(n,Z) и группой симметрических автомор-
физмов свободной группы. Вычисляется центр группы палиндромических
автоморфизмов. Для этого используется комбинаторика слов группы Fn.

Вторая тема статьи связана с точностью линейного представле-
ния группы элементарных палиндромических автоморфизмов EПA(Fn).
Показывается, что некоторое конкретное представление нелинейно. Для
этого используется подгруппа IA(Fn) группы Aut(Fn) [15].
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Abstract

Let Fn, n > 2 denote the free group generated by n letters x1, . . . , . . . , xn
and Aut(Fn) be the automorphism group of Fn. Certain subgroup of the group
Aut(Fn) are considered.

First of all examine the palindromic automorphism group ПA(Fn). This
group first defined Collins in [1], which is related to congruence subgroups of
SL(n,Z), and symmetric automorphism group of the free group. It is calculate
the center of the palindromic automorphism group. For this used combinatorics
on words of the group Fn.

Second theme of this paper connect with faithfulness of a linear representa-
tion of the group elementary palindromic automorphisms EПA(Fn). It is show
that some concrete representation are not linear. For this use the subgroup
IA(Fn) of group Aut(Fn) [15].
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1. Введение

Рассматривается свободная группа Fn = 〈x1, . . . , xn〉, n > 2 и ее группа авто-
морфизмов Aut(Fn). Редуцированное слово aα1

1 . . . aαs
s , ai ∈ {x1, . . . , xs}, αi ∈ Z

называется палиндромом, если оно равно своему противоположному aαs
s . . . aα1

1 ,
то есть записанному в обратном порядке. В [1] определена группа палиндро-
мических автоморфизмов ПA(Fn), как подгруппа Aut(Fn), состоящая из всех
автоморфизмов α, для которых (xi)α (правое действие α) есть палиндром для
всех i = 1, . . . , n. Эта группа порождается тремя типами автоморфизмов, кото-
рые определяются следующими отображениями порождающих:

1. (xi||xj), i 6= j, отображающих xi → xjxixj и фиксирующие другие порож-
дающие xk;

2. σi, отображающих xi → x−1
i и фиксирующих другие xj;

3. автоморфизмы, соответствующие элементам симметрической группы Sn,
которые переставляют x1, . . . , xn между собой.

Часть группы ПA(Fn), порожденная автоморфизмами первого типа, назы-
вается группой элементарных палиндромических автоморфизмов Fn и обозна-
чается EПA(Fn). ПA(Fn) есть полупрямое произведение EПA(Fn) и группы,
порожденной автоморфизмами второго и третьего типов.

В статьях автора [2,3] вычислены копредставление ПA(F2), центр ПA(F2),
доказано, что ПA(F2) нильпотентно аппроксимируема, а ПA(Fn), n > 3 не ниль-
потентно аппроксимируема.

В работах [6—14] изучались различные свойства, связанные с палиндроми-
ческими словами в свободной группе Fn, n > 2 и автоморфизмами из Aut(Fn),
линейной представимостью подгрупп из Aut(Fn).

Далее будет вычислен центр группы ПA(Fn) и показано, что пересечение
группы EПA(Fn) и IA(Fn) нетривиально. IA(Fn) — группа автоморфизмов Fn,
индуцирующих тождественное отображение в Fn/F

′

n, F
′

n — коммутант группы
Fn.

2. Вычисление центра

Теорема 1. Центр группы палиндромических автоморфизмов ПA(Fn) по-
рождается автоморфизмом, отображающим каждый порождающий элемент
Fn в обратный.

Доказательство. Введем автоморфизм

σ = σ1 . . . σn.
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Тривиальная проверка через действие σ на порождающих группы Fn пока-
зывает, что σ коммутирует со всеми порождающими группы ПA(Fn) типов 1)
— 3). Значит, σ принадлежит центру группы ПA(Fn). Обозначим через ϕ про-
извольный автоморфизм из центра ПA(Fn) и рассмотрим равенство ϕσi = σiϕ
для любого i = 1, . . . n. Из определения σi имеем

σi : xi → x−1
i , xj → xj , i 6= j.

Пусть

(xj)ϕ = V1x
α1

i . . . xαs

i Vs+1,

где Vk (k = 1, . . . , s+ 1) не содержит xi. Тогда

(xj)ϕσi = V1x
−α1

i . . . x−αs

i Vs+1,

(xj)σiϕ = (xj)ϕ = V1x
α1

i . . . xαs

i Vs+1.

Отсюда следует, что αt = −αt для t = 1, . . . , s и поэтому αt = 0. Значит, для
всех i и всех j 6= i (xj)ϕ не содержит xi. Поэтому (xj)ϕ = x±1

j . Если некоторые
j : j1, . . . , jt = −1, t < n, а остальные +1, то выполняется равенство ψϕ = ϕψ
для любого автоморфизма ψ из ПA(Fn). При гомоморфизме абеленизации Fn →
Fn/F

′

n группа Aut(Fn) отображается на GLn(Z). Поэтому равенство ψϕ = ϕψ
переходит в равенство для матриц ψϕ = ϕψ (ϕ, ψ — матрицы). Но в ψϕ тогда
умножается на −1 столбцы j1, . . . , jt, а в ϕψ строки с этими номерами. Значит,
ψϕ 6= ϕψ, а поэтому ψϕ 6= ϕψ. Отсюда следует, что (xj)ϕ = xj или (xj)ϕ = x−1

j

для всех j = 1, . . . , n. В первом случае ϕ — тождественный автоморфизм, во
втором ϕ = σ. Таким образом, центр группы ПA(Fn) есть {1, σ}. Отметим, что
σ2 = 1. Теорема 1 доказана. ✷

Известен вопрос о нахождении в Aut(Fn), n > 3 подгрупп, имеющих точ-
ное линейное представление, см., например, [4]. В связи с этим возможным
кандидатом такого представления была подгруппа EПA(F3) и гомоморфизм
Aut(F3) → GL3(Z), соответствующий абеленизации F3 → F3/F

′

3.

Теорема 2. Линейное представление EПA(F3) в группу GL3(Z) при го-
моморфизме

ξ : Aut(F3) → Aut(F3/F
′
3) = GL3(Z)

не является точным.

Доказательство. Ядро рассматриваемого гомоморфизма есть подгруп-
па IA(F3) ⊂ Aut(F3) [15]. Вычисления показывают, что неединичный элемент
группы EПA(F3):

[(x2||x1)(x3||x1), (x1||x2)(x1||x3)−1]((x3||x2)(x2||x3)−1)2
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([a, b] — коммутатор элементов a, b) является также элементом IA(F3). Зна-
чит, при гомоморфизме ξ он отображается в единичный элемент группы GL3(Z)
и данное представление неточное. Теорема 2 доказана. ✷

3. Заключение

Теорема 2 не снимает вопрос о возможности точного представления для
EПA(F3).

Другой интересный вопрос – это изучение того каким является пересече-
ние подгруппы ПA(F2) и подгруппы автоморфизмов из Aut(F2), фиксирующих
коммутатор порождающих элементов F2 [6].
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