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Аннотация

Титсом доказано, что для любой конечно порожденной линейной груп-
пы G справедливо утверждение: либо группа G содержит подгруппу, изо-

морфную свободной группе F2 ранга 2, либо группа G почти разрешима.
Это привело к понятию альтернатива Титса для класса групп: для

класса групп C выполняется альтернатива Титса, если для произ-

вольной группы G из этого класса справедливо утверждение: либо группа

G почти разрешима, либо она содержит подгруппу, изоморфную свобод-

ной группе F2 ранга 2.
Изучению классов групп, для которых справедлива альтернатива

Титса , посвящен ряд работ. Альтернатива Титса связана со следующим
вопросом, достаточно давно и независимо изучавшимся в комбинаторной
теории групп:

для каких классов групп справедливо утверждение: для произвольной

группы G из этого класса справедлива альтернатива: либо на группе G
выполняется нетривиальное тождество, либо она содержит подгруппу,

изоморфную свободной группе F2 ранга 2.
Для подгрупп групп с одним определяющим соотношением последний

вопрос полностью исследован в работах Д. И. Молдаванского, А. А. Че-
ботаря, А. Карраса и Д. Солитэра.

Для групп, удовлетворяющих условиям малого сокращения, рассмат-
риваемый вопрос изучен в работах В. П. Классена при описании подгрупп
этих групп.

В известной монографии Р. Линдона и П. Шуппа дано полное описание
абелевых подгрупп произвольных F -групп.

В настоящей работе усиливается этот результат: дается описание под-
групп F -групп, на которых выполняется нетривиальное тождество и уста-
навливается справедливость альтернативы Титса для подгрупп F -групп.
Более точно, доказывается, что для подгрупп фуксовых групп выполня-
ется усиленный вариант альтернативы Титса :

произвольная подгруппа H фуксовой группы либо является разреши-

мой ступени 6 3 или знакопеременной группой A(5), либо H содержит

подгруппу, изоморфную свободной группе ранга 2,
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на подгруппе H произвольной фуксовой группы G не выполняется

нетривиальное тождество тогда и только тогда, когда H содержит

подгруппу, изоморфную свободной группе ранга 2.

Ключевые слова: фуксовы группы, F -группы, альтернатива Титса,
группы, удовлетворяющие нетривиальному тождеству.
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ON THE TITTS’ ALTERNATIVE
FOR SUBGROUPS OF F -GROUPS

V. G. Durnev, O. V. Zetkina, A. I. Zetkina (Yaroslavl)

Abstract

Tits proved that for any finitely generated linear group G, the following
statement holds:

G is either solvable-by-finite, or it contains a subgroup isomorphic to the

free group F2 of rank 2.
This leads to the concept of the Tits’ alternative for a class of groups:

For a class C of groups the Tits’ alternative holds, if an arbitrary group G
from this class is either solvable-by-finite, or it contains a subgroup isomorphic

to the free group F2 of rank 2.

A number of works have addressed the studying of the classes of groups
for which the Tits’ alternative holds. The Tits’ alternative is related to the
following problem which has been independently studying for a long time in
combinatorial group theory:

Find the class of groups possessing the following property: for an arbitrary

group G from this class, the following alternative holds: either a non-trivial

identity holds on the group G, or G contains a subgroup isomorphic to the free

group F2 of rank 2.

For subgroups of the groups with one defining relation, this problem was
fully studied by D. I. Moldavanskii, A. A. Chebotar’, A. Karrass and D. Solitar.
For groups satisfying small cancellation conditions, this problem was studied
by V. P. Klassen in describing the subgroups of such groups.

The full description of Abelian subgroups of arbitrary F -groups is given in
the famous monograph by R. Lindon and P. Schupp.

In the present work, this result is strengthened: we give a description of
subgroups of F -groups, on which a non-trivial identity holds and prove the
Tits alternative for subgroups of F -groups. More accurately, we prove that
for the subgroups of Fuchsian groups, the strengthened variant of the Tits’

alternative holds:
An arbitrary subgroup H of a Fuchsian group either is solvable group of

degree 6 3 or alternating group A(5), or H contains a subgroup isomorphic to

the free group of rank 2,
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No non-trivial identity does hold on a subgroup H of an arbitrary Fuchsian

group G if and only if H contains a subgroup isomorphic to the free group F2

of rank 2.

Keywords: Fuchsian groups, F -groups, Tits’ alternative, group satisfying a
non-trivial identity.

1. Введение

Титсом [1] доказано, что для любой конечно порожденной линейной группы
G справедливо утверждение:

либо группа G содержит подгруппу, изоморфную свободной группе F2 ранга
2,

либо группа G почти разрешима.
Это привело к понятию альтернатива Титса для класса групп:
для класса групп C выполняется альтернатива Титса, если для произ-

вольной группы G из этого класса справедливо утверждение
либо группа G почти разрешима, либо она содержит подгруппу, изоморф-

ную свободной группе F2 ранга 2.
Изучению классов групп, для которых справедлива альтернатива Тит-

са , посвящен ряд работ, например, [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8].
Альтернатива Титса связана со следующим вопросом, достаточно давно и

независимо изучавшимся в комбинаторной теории групп:
для каких классов групп C справедливо утверждение:
для произвольной группы G из этого класса справедлива альтернатива:
либо на группе G выполняется нетривиальное тождество, либо она содер-

жит подгруппу, изоморфную свободной группе F2 ранга 2.
Для подгрупп групп с одним определяющим соотношением последний во-

прос полностью исследован в работах Д.И. Молдаванского [10], А.А. Чеботаря
[11] и А. Карраса и Д. Солитэра [12]. Кроме того, в работе А. Карраса и Д.
Солитэра [12] доказано, что если H – подгруппа группы G с одним определя-
ющим соотношением, то либо H содержит свободную подгруппу ранга 2, ли-
бо H разрешима, а значит, как доказано Д.И. Молдаванским [10], метабелева.
Таким образом для подгрупп групп с одним определяющим соотношением вы-
полнен усиленный вариант альтернативы Титса . Для групп, удовлетворя-
ющих условиям малого сокращения, рассматриваемый вопрос изучен в работах
В.П. Классена при описании подгрупп этих групп.

В то же время Брин и Сквайер построили группу

G(2) = 〈〈a, b | [a, b2a−1b−1] = 1, [a, b4a−1b2] = 1〉〉,

на которой не выполняется никакое нетривиальное тождество, однако в нее не
вложима свободная группа F2 ранга 2.
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В соответствии с определением из монографии Р. Линдона и П. Шуппа [9]
F -группой мы называем группу с заданием вида

〈〈 a1, . . . , ap, b1, . . . , bn | am1

1 = 1, . . . , amp

p = 1, a1 . . . apQ = 1 〉〉,

где p, n > 0, все mi > 1 и либо

Q = [b1, b2] . . . [b2t−1, b2t], где 2t = n и [a, b] − коммутатор элементов a и b,

либо
Q = b21 . . . b

2
t , где t = n.

Как отмечается в указаной монографии, F -группы – это фуксовы группы с ори-
ентируемым или неориентируемым факторпространством, исключая те из них,
которые разлагаются в свободное произведение циклических. Точнее, F -группы
– это конечно порожденныые фуксовы группы, а бесконечно порожденные фук-
совы группы раскладываются в свободное произведение циклических групп.

В монографии Р. Линдона и П. Шуппа [9] дано полное описание абелевых
подгрупп произвольных F -групп. В работе [3] дано описание подгрупп, на ко-
торых выполняется нетривиальное тождество, произвольных фуксовых групп.
В настоящем сообщении уточняются некоторые результаты из этой работы.

Теорема 1. Для подгрупп фуксовых групп выполняется усиленный вари-
ант альтернативы Титса:

произвольная подгруппа H фуксовой группы либо является раз-
решимой ступени 6 3 или знакопеременной группой A(5), либо H содержит
подгруппу, изоморфную свободной группе ранга 2.

Следствие 1. На подгруппе H произвольной фуксовой группы G не выпол-
няется нетривиальное тождество тогда и только тогда, когда H содержит
подгруппу, изоморфную свободной группе ранга 2.

Следствие 2. Если на подгруппе H произвольной фуксовой группы G вы-
полняется нетривиальное тождество, то H либо разрешимая группа ступе-
ни 6 3, либо знакопеременная группа A(5).

2. Доказательство теоремы

Доказательство. Пусть G – произвольная фуксова группа. Если она не явля-
ется конечно порожденной, то раскладывается в свободное произведение цик-
лических групп [9]. Тогда по теореме А.Г. Куроша [13] произвольная ее нецик-
лическая подгруппа H сама является свободным произведением циклических
групп. Пусть H = A∗B, где A и B – нетривиальные группы. Если хотя бы одна
из них содержит не менее трех элементов, то H содержит подгруппу, изоморф-
ную свободной группе ранга 2 [14]. Если же A и B – группы второго порядка,
то H – метабелева группа.
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Если группа G является конечно порожденной фуксовой группой, то G –
F -группа, поэтому произвольная ее нециклическая подгруппа H или расклады-
вается в свободное произведение циклических групп, либо является F -группой
[9]. Поэтому остается доказать, что если H является F -группой и в нее не вло-
жима свободная группа ранга 2, то H является разрешимой ступени 6 3 или
знакопеременной группой A(5).

Пусть нециклическая группа H имеет задание

〈〈 a1, . . . , ap, b1, . . . , bn | am1

1 = 1, . . . , amp

p = 1, a1 . . . apQ = 1 〉〉,

где p, n > 0, все mi > 1 и либо

Q = [b1, b2] . . . [b2t−1, b2t], где 2t = n и [a, b] − коммутатор элементов a и b,

либо
Q = b21 . . . b

2
t , где t = n.

Если p = 0, то H имеет задание

〈〈 b1, . . . , bn |Q = 1 〉〉,

и либо
Q = [b1, b2] . . . [b2t−1, b2t], где 2t = n,

либо
Q = b21 . . . b

2
t , где t = n.

Так как H – нециклическая группа, то n > 2.
При n = 2 задание принимает вид

〈〈 b1, b2 | [b1, b2] = 1 〉〉

или
〈〈 b1, b2 | b21b22 = 1 〉〉.

В первом случае H – свободная абелева группа ранга 2. А во втором случае
прямые вычисления показывают, что коммутант группы H – бесконечная цик-
лическая группа, поэтому H – метабелева группа. Заметим, что в рассматри-
ваемом случае группа H содержит в качестве нормальной подгруппы индекса
2 свободную абелеву группу ранга 2 [9].

Случай n > 2 не возможен, так как тогда группа H была бы свободным
произведением свободных групп

〈〈 b1, b2 〉〉 и 〈〈 b3, . . . , bn 〉〉

с объединением по некоторым бесконечным циклическим подгруппам и в нее
была бы вложима свободная группа ранга 2, что противоречит сделанному вы-
ше предположению.
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При p = 1 задание группы H принимает вид

〈〈 b1, . . . , bn |Qm = 1 〉〉, где m > 1.

Так как по предположению H не содержит свободную подгруппу ранга 2 и
нециклическая, а кроме того H имеет кручение, так как m > 1, то в силу
результата А. Карраса и Д. Солитэра [12] H – бесконечная диэдральная группа,
т.е. имеет задание

〈〈 c1, c2 | c21 = 1, c22 = 1 〉〉,
что, как легко понять, невозможно.

Пусть p > 2.
Если n > 1, то H – свободное произведение групп

〈〈 a1, . . . , ap | am1

1 = 1, . . . , amp

p = 1 〉〉 и 〈〈 b1, . . . , bn 〉〉

с объединением по бесконечным циклическим подгруппам, порожденным со-
отетственно элементами a1 . . . ap и Q.

Так как по предположению в группу H не вложима свободная подгруппа
ранга 2, то n = 1.

Так как при p > 3 и при p = 2, но m1 > 3 или m2 > 3, группа

〈〈 a1, . . . , ap | am1

1 = 1, . . . , amp
p = 1 〉〉

содержит свободную подгруппу ранга 2, то остаетсяя рассмотреть два случая:
1) n = 0, p > 2;
2) n = 1, p = 2, m1 = m2 = 2.
В первом случае задание группы H принимает вид

〈〈 a1, . . . , ap | am1

1 = 1, . . . , amp

p = 1, a1 . . . ap = 1 〉〉.

Если p > 4, то H – свободное произведение групп

〈〈 a1, a2 | am1

1 = 1, am2

2 = 1 〉〉,
〈〈 a3, . . . ap | am3

3 = 1, . . . , amp

p = 1 〉〉

с объединением по бесконечным циклическим подгруппам, порожденным соот-
ветственно элементами a1a2 и a3 . . . ap.

Так как в случаях, когда p > 5, либо p = 4, но по крайней мере одно из
чисел m1, m2, m3 или m4 не меньше 3, одна из этих групп содержит свободную
подгруппу ранга 2, а по предположению в группу H не вложима свободная
подгруппа ранга 2, то p = 4, m1 = m2 = m3 = m4 = 2.

В этом случае группа H имеет задание

〈〈 a1, a2, a3 | a21 = 1, a22 = 1, a23 = 1, (a1a2a3)
2 = 1 〉〉.
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Обозначим через N циклическую подгруппу, порожденную элементом a1a2. Из
равенств

(a1a2a3)
2 = 1, a1a2a3 = a3a2a1,

aε1 · a2a3 · a−ε
1 = a3a2 = (a2a3)

−1,

aε2 · a2a3 · a−ε
2 = a3a2 = (a2a3)

−1,

aε3 · a2a3 · a−ε
3 = a3a2 = (a2a3)

−1,

где ε = ±1, следует, что N – нормальная подгруппа. При этом

H�N = 〈〈 a1, a2 | a21 = 1, a22 = 1 〉〉−

бесконечная диэдральная группа, метабелева. Значит сама группа H – разре-
шимая ступени 3.

Рассмотрим оставшийся подслучай p = 3 рассматриваемого первого случая,
когда n = 0. В этом случае задание группы H принимает вид

〈〈 a1, a2, a3 | am1

1 = 1, am2

2 = 1, am3

3 = 1, a1a2a3 = 1 〉〉.

т.е. H – группа многогранника (m1, m2, m3) [15]. Можно считать, что m1 6 m2 6

m3. Для завершения доказательства воспользуемся тем, что в любой F -группе
есть подгруппа конечного ранга без кручения [9]. Но это потребует отдельно
рассмотреть случай, когда группа многогранника (m1, m2, m3) конечна.

Известно [15], что группа многогранника (m1, m2, m3) конечна лишь в сле-
дующих четырех случаях:

1) m1 = m2 = 2. В этом случае H – группа диэдра порядка 2m3, метабелева.
2) m1 = 2, m2 = m3 = 3. В этом случае H – знакопеременная группа A(4),

метабелева.
3) m1 = 2, m2 = 3, m3 = 4. В этом случае H – симметрическая группа S(4)

степени 4, разрешимая группа ступени 3.
4) m1 = 2, m2 = 3, m3 = 5. В этом случае H – знакопеременная группа A(5).
Пусть группа H бесконечна. В любой F -группе H есть нормальная подгруп-

па N конечного индекса без кручения [9], которая тоже является F -группой.
Значит N имеет задание вида

〈〈 t1, s1, . . . , tm, sm |
m∏

i=1

[ti, si] = 1 〉〉

или вида
〈〈 c1, . . . , ck | c21 . . . c2k = 1 〉〉.

Покажем, что в рассматриваемом случае в группе H есть нормальная подгруп-
па конечного индекса, являющаяся свободной абелевой группой ранга 2, значит
H почти абелева.
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Предположим, что рассматриваемая подгруппа N имеет задание первого
типа.

Так как по предположению в H не вложима свободная группа ранга 2, то
m = 1, ибо в противном случае группа N является свободным произведением
свободных групп

〈〈 t1, s1 〉〉 и 〈〈 t2, s2, . . . , tm, sm 〉〉
с объединением по бесконечным циклическим подгруппам, порожденымм соот-
ветственно элементами

[t1, s1] и
m∏

i=2

[ti, si].

Поэтому в N , а значит и в H , вложима свободная группа ранга 2.
Итак в этом случае N – свободная абелева группа ранга 2.
Предположим, что рассматриваемая подгруппа N имеет задание второго

типа. Так как подгруппа N без кручения, то k > 2.
Так как по предположению в H не вложима свободная группа ранга 2, то

k = 2, ибо в противном случае группа N является свободным произведением
свободных групп

〈〈 c1, c2 〉〉 и 〈〈 c3, . . . , ck 〉〉
с объединением по бесконечным циклическим подгруппам, порожденымм соот-
ветственно элементами

c21c
2
2 и c23 . . . c

2
k.

Поэтому в N , а значит и в H , вложима свободная группа ранга 2.
Итак в этом случае N имеет задание вида

〈〈 c1, c2 | c21c22 = 1 〉〉.

В этом случае N содержит в качестве нормальной подгруппы индекса 2 свобод-
ную абелеву группу ранга 2.

Итак, N содержит в качестве нормальной подгруппы конечного индекса сво-
бодную абелеву группу ранга 2. Значит в рассматриваемом сучае H содержит
в качестве подгруппы конечного индекса свободную абелеву группу ранга 2.

Тогда [9] для H имеются лишь следующие возможности:
1) p = 4, m1 = m2 = m3 = m4 = 2;
2) p = 3, m1 = 2, m2 = 3, m3 = 6;
3) p = 3, m1 = 2, m2 = 4, m3 = 4;
4) p = 3, m1 = m2 = m3 = 3.
Так как мы рассматриваем случай, когда p = 3, то случай 1) отпадает.
В случае 2)

H = 〈〈 a1, a2, a3 | a21 = 1, a32 = 1, a63 = 1, a1a2a3 = 1 〉〉.
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Прямые вычисления с использованием метода Райдемайстера – Шрайера
[14] показывают, что коммутант H(1) группы H – свободная абелева группа
ранга 2, значит сама группа H – метабелева.

В случае 3)

H = 〈〈 a1, a2, a3 | a21 = 1, a42 = 1, a43 = 1, a1a2a3 = 1 〉〉.

Прямые вычисления показывают, что

H(1) = 〈〈 c, d | c2 = d2 〉〉,

а второй коммутант H(2) – бесконечная циклическая группа, значит H(1) – ме-
табелева группа, поэтому H – разрешимая группа ступени 3.

В случае 4)

H = 〈〈 a1, a2, a3 | a31 = 1, a32 = 1, a33 = 1, a1a2a3 = 1 〉〉.

Прямыми вычислениями убеждаемся, что коммутант H(1) группы H – бес-
конечная циклическая группа, значит сама группа H – метабелева.

Этим завершается рассмотрение случая n = 0.
Остается рассмотреть случай, когда n = 1, p = 2, m1 = m2 = 2.

H = 〈〈 a1, a2, b1 | a21 = 1, a22 = 1, a1a2b
2
1 = 1 〉〉.

Обозначим через N циклическую подгруппу, порожденную элементом b21. Легко
проверить, что N – нормальная подгруппа и

H�N = 〈〈 a1, b1 | a21 = 1, b21 = 1 〉〉−

бесконечная диэдральная группа, метабелева. Значит сама группа H – разре-
шимая ступени 3.

В ходе доказательства теоремы были доказаны и оба следствия.

3. Заключение

Из доказательства теоремы получаем полный список подгрупп с нетриви-
альными тождествами F -групп:

1) циклические подгруппы конечных и бесконечных порядков;
2) конечные подгруппы:
2.1) 〈〈 a1, a2 | a21 = 1, a22 = 1, (a1a2)

2n = 1 〉〉 – группа диэдра порядка 2n,
метабелева;

2.2) 〈〈 a1, a2 | a21 = 1, a32 = 1, (a1a2)
3 = 1 〉〉 – знакопеременная группа A(4)

степени 4, метабелева;
2.3) 〈〈 a1, a2 | a21 = 1, a32 = 1, (a1a2)

4 = 1 〉〉 – симметрическая группа S(4)
степени 4, разрешимая ступени 3;
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2.4) 〈〈 a1, a2 | a21 = 1, a32 = 1, (a1a2)
5 = 1 〉〉 – знакопеременная группа A(5)

степени 5.
3) Бесконечные подгруппы с нетривиальными тождествами F -групп:
3.1) 〈〈 a1, a2, a3 | a21 = 1, a22 = 1, a23 = 1, (a1a2a3)

2 = 1 〉〉 – разрешимая группа
ступени 3 с бесконечным циклическим вторым коммутантом;

3.2) 〈〈 a1, a2 | a21 = 1, a32 = 1, (a1a2)
6 = 1 〉〉 – метабелева группа, ее коммутант

имеет индекс 6 и является свободной абелевой группой ранга 2;
3.3) 〈〈 a1, a2 | a21 = 1, a42 = 1, (a1a2)

4 = 1 〉〉 – разрешимая группа ступени 3 с
бесконечным циклическим вторым коммутантом;

3.4) 〈〈 a1, a2 | a31 = 1, a32 = 1, (a1a2)
3 = 1 〉〉 – метабелева группа, ее коммутант

– бесконечная циклическая группа;
3.5) 〈〈 a1, a2, b1 | a21 = 1, a22 = 1, a1a2b

2
1 = 1 〉〉 – разрешимая группа ступени 3;

3.6) 〈〈 b1, b2 | b21b22 = 1 〉〉 – метабелева группа c бесконечным циклическим
коммутантом;

3.7) 〈〈 b1, b2 | [b1, b2] = 1 〉〉 – свободная абелева группа ранга 2;
3.8) 〈〈 a1, a2 | a21 = 1, a22 = 1 〉〉 – метабелева группа с бесконечным цикличе-

ским коммутантом.
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