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Аннотация

В данной работе рассматриваются конечные группы, решётки подгрупп которых удо-
влетворяют некоторым условиям обобщённой полумодулярности. Основным результатом
является теорема: если решётка подгрупп конечной группы 𝐺 является верхне полумоду-
лярной, а решётка подгрупп любой её собственной подгруппы является нижне полумоду-
лярной, то решётка подгрупп группы 𝐺 является 1-нижне полумодулярной.
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Abstract

This article considers finite groups whose lattice of subgroups satisfy certain generalized
semi-modularity conditions. The main result is the theorem: the lattice of subgroups of the
finite group 𝐺 is 1-lower semi-modular whenever the lattice of subgroups of 𝐺 is upper semi-
modular and the lattice of subgroups of any proper subgroup of 𝐺 is lower semi-modular.
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1. Введение

На стыке теории групп и теории решёток ещё в тридцатых годах двадцатого века появи-
лись публикации о группах, решётка подгрупп которых удовлетворяет условиям, связанным
с модулярностью или полумодулярностью [1-5]. С конца сороковых годов до настоящего вре-
мени в нашей стране набрала силу программа С. Н. Черникова изучения строения групп с
заданными свойствами системы подгрупп [6].

В [7] вводятся понятия 𝑘-верхней и 𝑘-нижней полумодулярности для решёток, которые
обобщают понятия верхней и нижней полумодулярности, а также доказывается, что конечная
группа, решётка подгрупп которой является 1-верхне полумодулярной, является разрешимой.
В [8] исследовано строение конечных неразрешимых групп, решётка подгрупп которых явля-
ется 1-нижне полумодулярной. Также имеются другие результаты [9-12], связанные с конеч-
ными группами, решётка подгрупп которых удовлетворяет некоторым условиям обобщённой
полумодулярности.

2. Предварительные сведения

Используемые в тексте обозначения общеприняты, встречающиеся понятия по теории
групп могут быть найдены в источниках [13-16], а понятия по теории решёток — в [17-19].
Приведём основные определения и обозначения, которые используются в работе.

Определение 1. Решётка 𝐿 с отношением «≤» называется модулярной, если для лю-
бых 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 из 𝑥 ≤ 𝑧 следует выполнимость равенства 𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) = (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ 𝑧 [17].

Определение 2. Конечная решётка 𝐿 называется верхне полумодулярной, если для
любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 из того, что 𝑥 покрывает 𝑥 ∧ 𝑦 следует, что 𝑥 ∨ 𝑦 покрывает 𝑦 [17].

Определение 3. Конечная решётка 𝐿 называется нижне полумодулярной, если для
любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 из того, что 𝑥 ∨ 𝑦 покрывает 𝑦 следует, что 𝑥 покрывает 𝑥 ∧ 𝑦 [17].

Определение 4. При 𝑘 ∈ N0, где N0 = N∪{0}, конечная решётка 𝐿 называется 𝑘-верхне
(𝑘-нижне) полумодулярной, если для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 выполняется неравенство

𝑑(𝑥 ∨ 𝑦 : 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥 : 𝑥 ∧ 𝑦) + 𝑘

(𝑑(𝑥 : 𝑥 ∧ 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥 ∨ 𝑦 : 𝑦) + 𝑘),

где через 𝑑(𝑏 : 𝑎) обозначается наибольшая длина среди длин всех максимальных цепей от 𝑏
до 𝑎 (𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 и 𝑎 ≤ 𝑏) [7].
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При 𝑘 ∈ N0 через M𝑘 и M𝑘 обозначим классы конечных 𝑘-верхне полумодулярных и 𝑘-
нижне полумодулярных решёток соответственно. Классы M0,M0 и M0 ∩ M0 совпадают со-
ответственно с классами конечных верхне полумодулярных, нижне полумодулярных и мо-
дулярных решёток. Также имеют место следующие включения: M0 ⊆ M1 ⊆ M2 ⊆ · · · и
M0 ⊆ M1 ⊆ M2 ⊆ · · · . При 𝑚,𝑛 ∈ N0 положим M𝑚∩M𝑛 = M𝑚

𝑛 . Конечную группу будем назы-
вать 𝑀𝑚-,𝑀𝑛- или 𝑀𝑚

𝑛 -группой, если решётка её подгрупп лежит в соответствующем классе
M𝑚,M𝑛 или M𝑚

𝑛 [7]. Также согласно [7], подгруппы и факторгруппы 𝑀𝑛-,𝑀𝑚- и 𝑀𝑚
𝑛 -групп

являются соответственно𝑀𝑛-,𝑀𝑚- и𝑀𝑚
𝑛 -группами. Известно, что если конечная решётка яв-

ляется верхне или нижне полумодулярной, то она удовлетворяет условиюЖордана-Дедекинда
для цепей [17]. Также, в работе, без ссылок на источники, будем использовать известные тео-
ремы 1-6.

Теорема 1. Решётка подгрупп конечной группы 𝐺 удовлетворяет условию Жордана-
Дедекинда для цепей тогда и только тогда, когда она является сверхразрешимой [19].

Теорема 2. Конечная группа 𝐺 является 𝑀0-группой тогда и только тогда, когда она
представима в виде 𝐺 = 𝐻1 × · · · × 𝐻𝑛, где порядки подгрупп 𝐻1, ...,𝐻𝑛 попарно взаимно
просты и для каждого 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑛} подгруппа 𝐻𝑖 — либо квазигамильтонова примарная
группа, либо группа вида 𝐻𝑖 = (𝑃𝑖1×· · ·×𝑃𝑖𝑚𝑖)⋋𝑄𝑖, где 𝑃𝑖1, ..., 𝑃𝑖𝑚𝑖 , 𝑄𝑖 — силовские примарные
подгруппы группы 𝐺, причём

1) 𝑃𝑖𝑗 — элементарная абелева примарная 𝑝𝑖𝑗-группа для всех 𝑗 ∈ {1, ...,𝑚𝑖};

2) 𝑄𝑖 = ⟨𝑏𝑖⟩ — циклическая примарная 𝑞𝑖-группа;

3) 𝑏−1
𝑖 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑖 = 𝑎

𝑟𝑖𝑗
𝑖𝑗 для каждого 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝑃𝑖𝑗, где 𝑟𝑖𝑗 ̸≡ 1 (mod 𝑝𝑖𝑗), а также 𝑟

𝑞
𝛽𝑖𝑗
𝑖
𝑖𝑗 ≡ 1 (mod 𝑝𝑖𝑗);

4) если в качестве 𝛽𝑖𝑗 выбрано наименьшее из натуральных чисел, удовлетворяющее усло-
вию 3), то 𝛽𝑖𝑗1 ̸= 𝛽𝑖𝑗2 при 𝑗1 ̸= 𝑗2 [3].

Теорема 3. Конечная группа 𝐺 является 𝑀0-группой тогда и только тогда, ко-
гда она сверхразрешима и на каждом факторе 𝐻𝑖+1/𝐻𝑖 (0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1) главного ряда
{1𝐺} = 𝐻0 < 𝐻1 < · · · < 𝐻𝑛 = 𝐺 индуцирует либо тождественный автоморфизм, либо
автоморфизм простого порядка, то есть |(𝐺/𝐻𝑖)/𝐶𝐺/𝐻𝑖

(𝐻/𝐻𝑖)| равно 1 или простому числу
[19].

Теорема 4. Пусть 𝐺,𝐻 — 𝑀0-группы, тогда 𝐺×𝐻 — 𝑀0-группа [19].

Теорема 5. 𝑀0
0 -группа 𝐺 представима в виде 𝐺 = 𝐻1 × · · · ×𝐻𝑛, где порядки подгрупп

𝐻1, ...,𝐻𝑛 попарно взаимно просты и для каждого 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑛} подгруппа 𝐻𝑖 — либо ква-
зигамильтонова примарная группа, либо группа вида 𝐻𝑖 = 𝑃𝑖 ⋋ 𝑄𝑖, где 𝑃𝑖 — элементарная
абелева примарная 𝑝𝑖-группа (𝑝𝑖 ≥ 3) и 𝑄𝑖 = ⟨𝑏𝑖⟩ — циклическая примарная 𝑞𝑖-группа, при-
чём существует такое 𝑟𝑖 ∈ {2, ..., 𝑝𝑖 − 1}, что 𝑟𝑞𝑖𝑖 ≡ 1 (mod 𝑝𝑖) и для любых 𝑎𝑖 ∈ 𝑃𝑖 имеем
𝑏−1
𝑖 𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎𝑟𝑖𝑖 [2].

Пусть 𝐿 — конечная решётка. Согласно [16], через 0 и 1 обозначаем минимальный и мак-
симальный её элементы соответственно. При 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 и 𝑥 ≤ 𝑦, также согласно [16], через 𝑦/𝑥
обозначаем множество {𝑧 ∈ 𝐿|𝑥 ≤ 𝑧 ≤ 𝑦}, которое является подрешёткой решётки 𝐿. Бу-
дем говорить, что конечная неодноэлементная решётка 𝐿 удовлетворяет условию 𝛼 (𝛽), если
𝐿 ∈ M0 (𝐿 ∈ M0) и для любого её элемента 𝑢 < 1 подрешётка 𝑢/0 принадлежит классу M0

(M0).
Приведённая ниже теорема была сформулирована в [12], а её доказательство имеется в [9].
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Теорема 6. Если решётка является решёткой подгрупп некоторой конечной неединич-
ной группы и удовлетворяет условию 𝛼, то группа является 𝑀1-группой [12,9].

Оказывается, имеет место в некотором смысле двойственная к указанной теорема, доказа-
тельство которой и является основным результатом данной работы.

Теорема 7. Если решётка является решёткой подгрупп некоторой конечной неединич-
ной группы и удовлетворяет условию 𝛽, то группа является 𝑀1-группой.

Отметим, что существует решётка, которая удовлетворяет условию 𝛽, но не принадлежит
классу M1. Например, такой решёткой является множество

{∅, {1}, {2}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 4}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}},

состоящее из подмножеств множества {1, 2, 3, 4} относительно отношения включения «⊆»,
взятого в качестве частичного порядка.

Результаты работы были доложены одним из авторов в Московском государственном уни-
верситете на международной научной конференции студентов, аспирантов и молодых учёных
«Ломоносов-2024» [20].

3. Доказательство теоремы 7

Предположим противное, пусть 𝐺 — конечная группа наименьшего порядка, не удовле-
творяющая утверждению, сформулированному в теореме 7. Так как 𝐺 — 𝑀0-группа, то по
теореме 2 группа 𝐺 представима в виде 𝐺 = 𝐻1 × · · · × 𝐻𝑛, где 𝐻1, ...,𝐻𝑛 — подгруппы по-
парно взаимно простых порядков. При 𝑛 ≥ 2 подгруппы 𝐻1, ...,𝐻𝑛 являются собственными
и, согласно выбору 𝐺, являются 𝑀0-группами. По теореме 4 группа 𝐺 является 𝑀0-группой.
Так как M0 ⊆ M1, то 𝐺 — 𝑀1-группа и приходим к противоречию, поэтому полагаем 𝑛 = 1.

Так как 𝐺 не является примарной 𝑀0
0 -группой, то по теореме 2 группа 𝐺 представима в

виде 𝐺 = (𝑃1 × · · · × 𝑃𝑚) ⋋ 𝑄, где 𝑃1, ..., 𝑃𝑚 — силовские 𝑝1-, ..., 𝑝𝑚-подгруппы при попарно
различных простых числах 𝑝1, ..., 𝑝𝑚, а 𝑄 — силовская 𝑞-подгруппа для некоторого простого
числа 𝑞, а также выполняются следующие условия:

1) 𝑃𝑖 — элементарная абелева примарная 𝑝𝑖-группа для всех 𝑖 ∈ {1, ...,𝑚};

2) 𝑄 = ⟨𝑏⟩ — циклическая примарная 𝑞-группа;

3) 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎𝑟𝑖𝑖 для каждого 𝑎𝑖 ∈ 𝑃𝑖, причём 𝑟𝑖 ̸≡ 1 (mod 𝑝𝑖) и 𝑟
𝑞𝛽𝑖
𝑖 ≡ 1 (mod 𝑝𝑖);

4) если в качестве 𝛽𝑖 выбрано наименьшее из натуральных чисел, удовлетворяющее усло-
вию 3), то 𝛽𝑖 ̸= 𝛽𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗.

Предположим, что 𝑚 ≥ 2. Тогда подгруппы 𝑃1 ⋋ 𝑄, ..., 𝑃𝑚 ⋋ 𝑄 являются собственными,
а значит являются 𝑀0

0 -группами (здесь учитываем, что 𝑃1, ..., 𝑃𝑚 — нормальные подгруппы
в 𝐺, в силу их характеристичности в нормальной подгруппе 𝑃1 × · · · × 𝑃𝑚, а также то, что
M0 ∩ M0 = M0

0). Далее, факт, что собственная подгруппа группы 𝐺 является 𝑀0
0 -группой,

будем использовать по умолчанию. По теореме 5 элемент 𝑏 ∈ 𝑄 индуцирует на каждой из
подгрупп 𝑃1, ..., 𝑃𝑚 автоморфизм одного и того же простого порядка 𝑞. Однако это противо-
речит условиям 3) и 4), поэтому считаем 𝑚 = 1. Ввиду этого полагаем, что 𝐺 = 𝑃 ⋋ 𝑄, где
𝑃 = ⟨𝑎1⟩ × · · · × ⟨𝑎𝑘⟩, причём |𝑎1| = · · · = |𝑎𝑘| = 𝑝, где 𝑝 — простое число, больше 2, 𝑄 = ⟨𝑏⟩,
|𝑏| = 𝑞𝑙 и 𝑞|𝑝−1 (𝑘, 𝑙 ∈ N). Более того, для некоторого 𝑟 ∈ {2, ..., 𝑝−1} имеем 𝑎𝑏1 = 𝑎𝑟1, ..., 𝑎

𝑏
𝑘 = 𝑎𝑟𝑘

и 𝑟𝑞
𝛽 ≡ 1 (mod 𝑝), где 𝛽 — наименьшее натуральное число, для которого выполняется это срав-

нение (здесь и ниже, через 𝑥𝑦, согласно [16], обозначаем 𝑦−1𝑥𝑦 для элементов 𝑥, 𝑦 некоторой
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группы). При 𝑘 ≥ 2 подгруппы ⟨𝑎1⟩⋋ ⟨𝑏⟩, ..., ⟨𝑎𝑘⟩⋋ ⟨𝑏⟩ являются собственными, а значит явля-
ются 𝑀0

0 -группами (здесь учитываем, что ввиду приведённых соотношений все подгруппы из
𝑃 являются нормальными в 𝐺). По теореме 5 элемент 𝑏 сопряжением индуцирует на каждой
из подгрупп ⟨𝑎1⟩, ..., ⟨𝑎𝑘⟩ автоморфизм простого порядка 𝑞. Откуда, в силу теоремы 3, группа
𝐺 является 𝑀0-группой, что приводит к противоречию. Поэтому ниже полагаем 𝑘 = 1.

Таким образом, 𝐺 = ⟨𝑎⟩ ⋋ ⟨𝑏⟩, где ⟨𝑎⟩ — циклическая группа простого порядка 𝑝 ≥ 3, ⟨𝑏⟩
— циклическая группа порядка 𝑞𝑙 и для некоторого 𝑟 ∈ {2, ..., 𝑝 − 1} имеем 𝑎𝑏 = 𝑎𝑟, причём
𝑟𝑞

𝛽 ≡ 1 (mod 𝑝) и 𝛽 — наименьшее натуральное число, для которого выполняется это сравне-
ние. Понятно, что 𝑏−𝑞

𝛽
𝑎𝑏𝑞

𝛽
= 𝑎, то есть 𝑏𝑞

𝛽 ∈ 𝑍(𝐺) и 𝑞𝛽|𝑝 − 1 [13]. Предположим, что 𝛽 = 1,
тогда 𝑏 индуцирует на ⟨𝑎⟩ автоморфизм простого порядка 𝑞 и, в силу теоремы 3, группа 𝐺
является 𝑀0-группой, что противоречит её выбору. Поэтому считаем, что 𝑙 ≥ 𝛽 ≥ 2. Рассмот-
рим подгруппу ⟨𝑎⟩⋋ ⟨𝑏𝑞⟩, которая является собственной в 𝐺, а значит является 𝑀0

0 -группой.
По теореме 4 элемент 𝑏𝑞 сопряжением индуцирует на подгруппе ⟨𝑎⟩ автоморфизм простого
порядка 𝑞, то есть (𝑏𝑞)𝑞 ∈ 𝑍(𝐺) и 𝑏𝑞 ̸∈ 𝑍(𝐺), поэтому 𝑟𝑞

2 ≡ 1 (mod 𝑝) и 𝛽 = 2.
Итак, 𝐺 = ⟨𝑎⟩ ⋋ ⟨𝑏⟩, где ⟨𝑎⟩ — циклическая группа простого порядка 𝑝 ≥ 3, ⟨𝑏⟩ — цикли-

ческая группа порядка 𝑞𝑙 и для некоторого 𝑟 ∈ {2, ..., 𝑝 − 1} имеем 𝑎𝑏 = 𝑎𝑟, причём 𝑟𝑞
2 ≡ 1

(mod 𝑝). Теперь, для получения завершающего противоречия, покажем, что 𝐺 — 𝑀1-группа,
то есть для любых подгрупп 𝐴,𝐵 группы 𝐺 выполняется неравенство

𝑑(𝐴 : 𝐴 ∩𝐵) ≤ 𝑑(⟨𝐴,𝐵⟩ : 𝐵) + 1. (*)

В случае, когда ⟨𝐴,𝐵⟩ является собственной подгруппой группы 𝐺, то ⟨𝐴,𝐵⟩ будет 𝑀0
0 -

группой, что влечёт за собой выполнение неравенства (*). Поэтому считаем, что ⟨𝐴,𝐵⟩ = 𝐺.
Рассмотрим случай, когда хотя бы одна из подгрупп 𝐴 и 𝐵 является нормальной в 𝐺. Так
как 𝐺 является сверхразрешимой группой, то длина 𝑑(𝑋 : 𝑌 ), при 𝑋,𝑌 ≤ 𝐺 и 𝑌 ≤ 𝑋,
равна количеству множителей в разложении числа |𝑌 |

|𝑋| на необязательно различные простые

сомножители [16]. Так как |𝐴𝐵| = |𝐴||𝐵|
|𝐴∩𝐵| [14], то количество множителей в разложении чисел

|𝐴𝐵|
|𝐵| и |𝐴|

|𝐴∩𝐵| совпадает, откуда следует, что 𝑑(𝐴𝐵 : 𝐴) равна длине 𝑑(𝐴 : 𝐴 ∩𝐵) и неравенство
(*) выполняется.

Теперь рассмотрим случай, когда ни 𝐴, ни 𝐵 не являются нормальными подгруппами груп-
пы 𝐺. Так как порядок каждой из подгрупп не делится на 𝑝 и ⟨𝐴,𝐵⟩ = 𝐺, то |𝐴|, |𝐵| ∈ {𝑞𝑙, 𝑞𝑙−1}
и 𝐴∩𝐵 = ⟨𝑏𝑞2⟩ (учли, что пересечение различных силовских 𝑞-подгрупп группы 𝐺 совпадает с
подгруппой ⟨𝑏𝑞2⟩), то есть |𝐴∩𝐵| = 𝑞𝑙−2. Теперь пусть 𝐶 — подгруппа порядка 𝑞𝑙, содержащая

подгруппу 𝐴. Тогда |𝐴 : 𝐴∩𝐵| делит нацело |𝐶 : 𝐴∩𝐵| = 𝑞𝑙

𝑞𝑙−2 = 𝑞2, а значит, 𝑑(𝐴 : 𝐴∩𝐵) ≤ 2.
С другой стороны, так как 𝐵 — собственная подгруппа в 𝐺 = ⟨𝐴,𝐵⟩, то 𝑑(⟨𝐴,𝐵⟩ : 𝐵) ≥ 1.
Поэтому 𝑑(𝐴 : 𝐴 ∩ 𝐵) ≤ 𝑑(⟨𝐴,𝐵⟩ : 𝐵) + 1, то есть приходим к выполнимости неравенства
(*). Следовательно, группа 𝐺 является 𝑀1-группой, что приводит, как было отмечено выше,
к противоречию. Теорема 7 доказана.

4. Заключение

В заключение отметим, что условие 𝛽, сформулированное выше, не является двойственным
к условию 𝛼 в том смысле, что из выполнимости условия 𝛼 для решётки 𝐿 не следует, что
двойственная решётка к решётке 𝐿 будет удовлетворять условию 𝛽. Сформулируем условие
𝛼′, двойственное к условию 𝛼: будем говорить, что конечная неодноэлементная решётка 𝐿
удовлетворяет условию 𝛼′, если 𝐿 ∈ M0 и для любого её элемента 0 < 𝑢 подрешётка 1/𝑢
принадлежит классу M0.

В связи с этим представляет интерес следующий вопрос: если решётка является решёткой
подгрупп некоторой конечной неединичной группы 𝐺 и удовлетворяет условию 𝛼′, следует
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ли из этого, что 𝐺 является 𝑀1-группой? Как оказывается, не следует. Например, решётка
подгрупп группы ⟨𝑎, 𝑏|𝑎17 = 𝑏8 = 1, 𝑎𝑏 = 𝑎2⟩ удовлетворяет условию 𝛼′, при этом сама группа
является 𝑀2-группой, но не является 𝑀1-группой, то есть, согласно [11], она имеет ступень
нижней полумодулярности, равную 2.
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