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Аннотация

В работе исследуется классическая задача о минимальном накрытии начала натураль-
ного ряда минимальным числом геометрических прогрессий с рядом некоторых ограни-
чений(на начало прогрессии, на шаг прогрессии и на непересечение прогрессий). Среди
схожих к ней задач следует отметить следующие задачи: о накрытии арифметических
прогрессий геометрическими с действительнозначным шагом, о накрытии начала нату-
рального ряда геометрическими прогрессиями с фиксированным числом членов, где шаг
действительнозначен и о накрытии начала натурального ряда геометрическими прогресси-
ями с рациональным шагом. Таким образом, уникальность работы заключается в наличии
ограничений на геометрические прогрессии и тем, что шаг является натуральным числом.
Найдены оптимальные ответы для случаев, когда: ограничение на шаг равно 2, ограниче-
ние на шаг равно 2 и имеется запрет на пересечение, ограничение на начало равно 1. Были
получены оценки снизу для случаев, когда: нет ограничений, есть ограничение на непе-
ресечение, есть ограничение на шаг равное 3. Были получены оценки сверху для случаев
когда: нет ограничений, есть ограничение на непересечение.
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Abstract

The paper investigates the classic problem of covering the start of the natural number series
with the minimum number of geometric progressions under various constraints (on the starting
point, progression step, and non-intersection of progressions). Among similar problems, the
following should be noted: covering arithmetic progressions with geometric progressions with
real-valued steps, covering the start of the natural number series with geometric progressions
with a fixed number of terms and a real-valued step, and covering the start of the natural
number series with geometric progressions with a rational step. Thus, the uniqueness of the
work lies in the constraints imposed on geometric progressions, particularly that the step is
a natural number. Optimal solutions were found for cases where: the step constraint is 2, the
step constraint is 2 with a prohibition on intersection, and the starting point constraint is 1.
Lower bounds were obtained for cases where: there are no constraints, there is a prohibition on
intersection, and there is a step constraint of 3. Upper bounds were obtained for cases where:
there are no constraints, and there is a prohibition on intersection.
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1. Введение и обзор уже имеющихся результатов

В данной работе будем рассматривать задачу о нахождении минимального накрытия мно-
жества множества 𝐴 ⊆ N геометрическими прогрессиями вида 𝑏𝑞𝑘, где 𝑏 и 𝑞 ∈ N, а 𝑘 - целое
неотрицательное число.

Будем различать задачи в зависимости от типа накладываемых условий:

� Разрешить/запретить прогрессиям пересекаться;

� Ограничение сверху на шаг прогрессий;

� Ограничение сверху на начала прогрессий.



О накрытии множеств геометрическими прогрессиями . . . 239

В [1] рассматривается задача о накрытии начала арифметических прогрессий геометри-
ческими прогрессиями с действительнозначными параметрами без наличия каких-либо огра-
ничений. В ней исследуется асимптотика плотности решения, где плотность это отношение
размера накрываемого множества к числу геометрических прогрессий. Показано, что для лю-
бой арифметической прогрессии, начиная с некоторого n, плотность решения имеет оценку
снизу равную 1

𝜋2 .
В [2] рассматривается схожая задача о накрытии всего натурального ряда геометрическими

прогрессиями с действительнозначным шагом и числом элементов равным 𝑘. Основным ре-
зультатом является, что предел плотностей существует, причём принадлежит отрезку [0; 0.5],
где плотность это предел отношения минимального числа геометрических прогрессий, кото-
рые удовлетворяют условиям задачи, для накрытия начала натурального ряда длины 𝑛 при
𝑛→ ∞.

В [3] рассматривается задача о накрытии начала натурального ряда геометрическими про-
грессиями с рациональным шагом без наличия каких-либо ограничений. Результатом является
оценка снизу имеющая вид 217

36𝑝𝑖2
𝑛 и оценка сверху имеющая вид (38 − 1

4900)𝑛.
Несложно заметить, что в случае накрытия натуральных чисел геометрическими прогрес-

сиями нам неважно являются ли начала геометрических прогрессий натуральными или ра-
циональными, поскольку любая геометрическая прогрессия с рациональным началом может
быть заменена на геометрическую прогрессию с натуральным началом, причём вторая будет
накрывать как минимум такое же множество натуральных чисел.

2. Основные определения

Большая часть определений этого раздела взята из [4].

Определение 1. Обозначим за 𝑓𝐵(𝐴) минимальное количество геометрических про-
грессий, которых достаточно для накрытия множества А с рядом ограничений B в виде
индексов(S(s) – начало не больше s, D(d) – шаг не больше d, I – пересечение, 𝜆 – нет ограни-
чений).

Определение 2. Пусть 𝑛 ∈ N. Обозначим через 𝐸(𝑛) множество {1, . . . , 𝑛}.

Определение 3. Пусть 𝑛 ∈ N. Обозначим через 𝜋(𝑛) количество простых чисел из
𝐸(𝑛).

Определение 4. Число 𝑏 ∈ N, отличное от 1, будем называть стартом, если для его
факторизации 𝑝𝑎11 * ... * 𝑝𝑎𝑘𝑘 выполнено, что НОД(𝑎1, .., 𝑎𝑘) = 1.

Определение 5. Пусть 𝑛 ∈ N. Обозначим через 𝛿(𝑛) количество стартов из 𝐸(𝑛).

Определение 6. Пусть 𝑛 ∈ N. Обозначим через 𝑄(𝑛) количество свободных от квадра-
та чисел из 𝐸(𝑛).

Определение 7. Пусть 𝑝, 𝑡 – различные простые числа . Обозначим через 𝑈(𝑝, 𝑞) мно-
жество {𝑢|𝑢 = 𝑝𝑖𝑡𝑗 ; 𝑖, 𝑗 ∈ N0}.

Определение 8. Пусть 𝑝, 𝑡 – различные простые числа и 𝑛 ∈ N. Обозначим через
𝑉 (𝑝, 𝑡, 𝑛) множество {𝑣|𝑣 = 𝑝𝑖𝑡𝑗 ; 𝑖, 𝑗 ∈ N0; 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛}.
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3. Доказательство вспомогательных лемм

Лемма 1. Любая геометрическая прогрессия накрывает не более двух свободных от
квадратов чисел.

Доказательство. Рассмотрим два случая:

1. 𝑞 = 1. Очевидно, что данная геометрическая прогрессия накрывает только одно число -
b;

2. 𝑞 ̸= 1. Следовательно ∃ 𝑝 - простое число, что 𝑝 | 𝑞. Несложно видеть, что для ∀ 𝑘 > 2
выполнено, что 𝑝2 | 𝑏𝑞𝑘. Из чего следует, что лишь первые два члена геометрической
прогрессии могут быть свободными от квадратов.

2

Следствие 1. 𝑓(N) = ∞.

Лемма 2. Любое натуральное число единственным образом представимо в виде произ-
ведения степени двойки и нечётного числа.

Доказательство. Пусть 𝑎 ∈ N. Будем делить число 𝑎 на 2, пока можем. Очевидно, что
данный процесс конечный.
Пусть 𝑚 - это число выполненых шагов. Получим, что искомая степень двойки равна 𝑚, а
искомое нечётное число равно 𝑎

2𝑚 . Существование и единственность выполнены в силу постро-
ения. 2

Лемма 3. Любая геометрическая прогрессия с шагом не большим 2 накрывает не более
одного нечётного числа.

Доказательство. Рассмотрим два случая:

1. 𝑞 = 1. Данная геометрическая прогрессия накрывает только одно число - b;

2. 𝑞 = 2. Несложно видеть, что для ∀ 𝑘 ≥ 1 выполнено, что 𝑘-ый член геометрической
прогрессии является четным поскольку его значение имеет вид 2𝑘 * 𝑏.

2

Следствие 2. [𝑛+1
2 ] ⩽ 𝑓𝐷(2)(𝐸(𝑛)).

Лемма 4. (Подсчёт числа стартов). Пусть 𝑛 ∈ N и 𝜋(𝑛) = 𝑘. Обозначим множество
простых чисел из 𝐸(𝑛) через {𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑘}. Тогда верно

𝛿(𝑛) = 𝑛−
∑︀𝑘

𝑖=1[
𝑝𝑖
√
𝑛] +

∑︀𝑘
𝑖=1

∑︀𝑘
𝑗=𝑖+1[

𝑝𝑖*𝑝𝑗
√
𝑛] + ...+ (−1)𝑘−1[ 𝑝1*...*𝑝𝑘

√
𝑛]

Доказательство. Посчитаем количество чисел, которые не являются стартами. От 𝑛 от-
нимем подсчитанное количество и получим число стартов. Согласно определению 4, каждое
число 𝑎 ∈ 𝐸(𝑛), которое не является стартом, представимо в виде 𝑏𝑘, где 𝑏 и 𝑘 ∈ N , причём
𝑘 ̸= 1. Следовательно, ∀ 𝑎 ∈ 𝐸(𝑛), которое не является стартом, выполнено, что ∃ 𝑏 ∈ 𝐸(𝑛)
и 𝑝 ∈ N - простое число, что 𝑏𝑝 = 𝑎. Тогда количество чисел, которые не являются стартами,
вычисляется по формуле включений-исключений и равно

𝑛−
∑︀𝑘

𝑖=1[
𝑝𝑖
√
𝑛] +

∑︀𝑘
𝑖=1

∑︀𝑘
𝑗=𝑖+1[

𝑝𝑖*𝑝𝑗
√
𝑛] + ...+ (−1)𝑘−1[ 𝑝1*...*𝑝𝑘

√
𝑛].

Следовательно,
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𝛿(𝑛) = 𝑛−
∑︀𝑘

𝑖=1[
𝑝𝑖
√
𝑛] +

∑︀𝑘
𝑖=1

∑︀𝑘
𝑗=𝑖+1[

𝑝𝑖*𝑝𝑗
√
𝑛] + ...+ (−1)𝑘−1[ 𝑝1*...*𝑝𝑘

√
𝑛].

2

Лемма 5. Любая геометрическая прогрессия с ограничением на начало равным 1 накры-
вает не более одного старта.

Доказательство. Рассмотрим два случая:

1. 𝑞 = 1. Следовательно, 𝑞𝑘 = 1 для ∀ 𝑘 ≥ 0;

2. 𝑞 - не старт и 𝑞 ̸= 1. Тогда, согласно определению 4, для ∀ 𝑘 ≥ 1 выполнено, что 𝑞𝑘 не
является стартом.

3. 𝑞 - старт. Тогда, согласно определению 4, для ∀ 𝑘 ≥ 2 выполнено, что 𝑞𝑘 не является
стартом.

2

Следствие 3. 𝛿(𝑛) ⩽ 𝑓𝐷(1)(𝐸(𝑛)).

Лемма 6. Любое число 𝑎 ∈ N представимо в виде 𝑏𝑘, где 𝑏-старт, а 𝑘 ∈ N.

Доказательство. Рассмотрим два случая:

1. 𝑎 - старт. Тогда 𝑏 = 𝑎, а 𝑘 = 1.

2. 𝑎 - не старт. Тогда, согласно определению 4, для факторизации числа 𝑎 = 𝑝𝑎11 * ... * 𝑝𝑎𝑘𝑘
выполнено, что НОД(𝑝1, ..., 𝑝𝑘) = 𝑔 ̸= 1. Тогда в качестве 𝑏 возьмём 𝑔

√
𝑏, а 𝑘 = 𝑔.

2

4. Доказательство основных утверждений

Утверждение 1. (Об оптимальном ответе при ограничении на шаг равным 2).

𝑓𝐷(2)(𝐸(𝑛)) = [𝑛+1
2 ].

Доказательство. Покажем, что оценка снизу из следствия 2 достижима.
Рассмотрим геометрические прогрессии вида 𝑏𝑘 = 2𝑘−1 и 𝑞𝑘 = 2, где 1 ⩽ 𝑘 ⩽ [𝑛+1

2 ]. Тогда в си-
лу леммы 2 мы накроем всё множество 𝐸(𝑛) данным множеством геометрических прогрессий.
2

Утверждение 2. [𝑄(𝑛)
2 ] ⩽ 𝑓(𝐸(𝑛)) ⩽ [𝑛+1

2 ].

Доказательство. Оценка сверху является следствием утверждения 1.
Оценка снизу следует из леммы 1. 2

Утверждение 3. (Об оптимальном ответе при 𝑑 = 2 и запрете на пересечение).

𝑓𝐼𝐷(2)(𝐸(𝑛)) = [𝑛+1
2 ].

Доказательство. Докажем, что геометрические прогрессии, рассмотренные в утвержде-
нии 1, не пересекаются. Соглано лемме 2, любое число окажется ровно одной геометрической
прогрессией, что и доказывает необходимое. 2

Утверждение 4. [𝑄(𝑛)
2 ] ⩽ 𝑓𝐼(𝐸(𝑛)) ⩽ [𝑛+1

2 ].
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Доказательство. Оценка сверху является следствием утвеждения 3. Оценка снизу следует
из леммы 1. 2

Утверждение 5. (Об оптимальном ответе при d=1).

𝑓𝐷(1)(𝐸(𝑛)) = 𝛿(𝑛).

Доказательство. Покажем, что оценка снизу из следствия 3 достижима.
Пусть 𝑘 = 𝛿(𝑛). Обозначим множество стартов из 𝐸(𝑛) как {𝑠1, 𝑠2, .., 𝑠𝑘}. Тогда, согласно
лемме 6, геометрические прогрессии вида 𝑏𝑖 = 1, 𝑞𝑖 = 𝑠𝑖, где 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘, будут накрывать всё
множество. 2

Утверждение 6. (О нижней оценке при 𝑑 = 3).

[𝑛3 ]− 1 ⩽ 𝑓𝐷(3)(𝐸(𝑛)).

Доказательство. Заметим, что геометрические прогрессии с ограничением на шаг равным
3 накрывают не более одного числа, которое взаимно просто с 2 и 3. Такие числа имеют вид
6𝑘+1 или 6𝑘+5. Несложно понять, что таких чисел не менее чем [𝑛/6] * 2− 1 = [𝑛/3]− 1. 2

5. Заключение

В результате выполнения данной работы были получены:

� точные оценки для случаев, когда рассматривается начало натурального ряда с ограни-
чениями вида 𝐷(2), 𝐷(2)𝐼 и 𝐷(1);

� оценки снизу и сверху для случаев, когда рассматривается начало натурального ряда с
ограничениями вида 𝜆 и 𝐼;

� оценка снизу для случая, когда рассматривается начало натурального ряда с ограниче-
нием вида 𝐷(3).
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