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Аннотация

В статье представлен анализ решений вариационных задач механики в работах ака-
демика О. И. Сомова (1815-1876). В 1869 году О. И. Сомов не только упрощает решение
задачи Абеля, но и приводит фундаментальный вывод о расширении задачи таутохроны с
поля силы тяжести на любое потенциальное поле. В статье показано, как Сомов, не исполь-
зуя интегралы Эйлера, находит дугу, пройденную телом в функции высоты, в том случае,
когда время не зависит от высоты (таутохрона). Автор статьи подробно рассматривает,
каким образом в кинематической и динамической задаче Сомов сразу же отказывается от
декартовых координат, переходя на полярные координаты, избавляя читателя от беско-
нечных замен.
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Abstract

The article presents an analysis of solutions to variational problems of mechanics in the works
of Academician O.I. Somov (1815-1876). In 1869 O.I. Somov not only simplifies the solution
to Abel’s problem, but also gives a fundamental conclusion about extending the tautochrone
problem from the gravity field to any potential field. The article shows how Somov, without
using Euler integrals, finds the arc traversed by a body as a function of height, in the case when
time does not depend on height (tautochrone). The author of the article examines in detail
how, in a kinematic and dynamic problem, Somov immediately abandons Cartesian coordinates,
switching to polar coordinates, saving the reader from endless substitutions.
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1. Введение

Для исследования кинематических задач Сомов дает формулу для дифференцирования
геометрического произведения, аналогичную с формулой Лейбница для дифференцирова-
ния алгебраического произведения, распространяет правила умножения двух алгебраических
сумм на геометрические суммы, определяет способы выражения геометрическими производ-
ными какой-либо переменной прямолинейной длины при помощи скорости и ускорения край-
них точек, использует геометрическое дифференцирование по разным переменным и некото-
рые предложения, относящиеся к геометрическим вариациям.

Методы геометрического дифференцирования в механике О.И. Сомова представляют со-
бой обобщенные методы дифференциального исчисления, с помощью которых он решает во-
просы о скоростях и ускорениях в движении точки.

2. Брахистохрона

Практическое использование геометрического варьирования О.И. Сомов показывает на
примере следующей задачи.

«Брахистохрона. Пусть будет точка 𝑀(𝑥, 𝑦), отнесенная к прямоугольным осям 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦
и движущаяся в плоскости этих осей таким образом, что при всякой ее траектории движения
скорость движения 𝑣 есть данная функция 𝑓(𝑥) абсциссы.

Спрашивается: по какой кривой точка должна двигаться от 𝐴 до 𝐵, чтобы пройти про-
странство 𝐴𝐵 в кратчайшее время.

Кривая, имеющая такое свойство, называется брахистохроною.»[2]
Рассмотрим решение автора.

2.1. Кинематика задачи

Предположим, что 𝐴𝑀𝐵 есть искомая брахистохрона, 𝐴𝜇𝐵 ее вариационное перемещение;
причем𝑀𝜇 есть вариационное перемещение, которое получит точка𝑀 , если изменится только
ордината 𝑦, т.е. если 𝑥 останется постоянным, следовательно 𝑀𝜇 = 𝛿𝑦 (рис.1).
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Рис. 1

Геометрической функцией Сомов называет всякую прямую линию, изменяющую непре-
рывно со временем свою длину и направление, или только длину, или только направление.

Способ, по которому изменяется длина и направление геометрической функции, зависит
от движения ее начала и конца. Скорость движения точки 𝑀 - геометрическая производная
функции первого порядка.

Перемещение 𝑀𝜇 = 𝛿𝑦 есть геометрическая функция переменной 𝑥, сохраняющая свое

направление, параллельное оси 𝑂𝑦; поэтому ее геометрическая производная по 𝑥 есть
𝑑𝛿𝑦

𝑑𝑥
.

Она геометрически равна геометрической вариации скорости
𝑑𝑠

𝑑𝑥
, с которой точка 𝑀 будет

двигаться по линии 𝐴𝐵, если время движения равно 𝑥. Следовательно проекция
𝑑𝛿𝑦

𝑑𝑥
на 𝑑𝑠,

проведенная по касательной в точке𝑀 к кривой 𝐴𝑀𝐵, равна 𝛿
𝑑𝑠

𝑑𝑥
. Так как косинус угла этой

касательной с осью 𝑂𝑦 есть
𝑑𝑦

𝑑𝑠
, то

𝑑𝛿𝑦

𝑑𝑥
· 𝑑𝑦
𝑑𝑠

= 𝛿
𝑑𝑠

𝑑𝑥
.

Время 𝑡 есть некоторая функция 𝑥, поэтому
𝑑𝑠

𝑑𝑥
= 𝑣 · 𝑑𝑡

𝑑𝑥
. По условию задачи 𝑣 = 𝐹 (𝑥).

Следовательно

𝛿
𝑑𝑠

𝑑𝑥
= 𝛿
[︀
𝐹 (𝑥) · 𝑑𝑡

𝑑𝑥

]︀
= 𝐹 (𝑥) · 𝛿 𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝐹 (𝑥)

𝑑𝛿𝑡

𝑑𝑥

и

𝑑𝛿𝑦

𝑑𝑥
· 𝑑𝑦
𝑑𝑠

= 𝐹 (𝑥) · 𝑑𝛿𝑡
𝑑𝑥

;

отсюда Сомов делает вывод

𝑑𝛿𝑡

𝑑𝑥
· 𝑑𝑥 =

1

𝐹 (𝑥)
· 𝑑𝑦
𝑑𝑠

· 𝑑𝛿𝑦
𝑑𝑥

· 𝑑𝑥 = 𝑑
(︀ 1

𝐹 (𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑠
· 𝛿𝑦
)︀
− 𝑑
(︀ 1

𝐹 (𝑥)
· 𝑑𝑦
𝑑𝑠

)︀
· 𝛿𝑦.

Интегрируя это выражение в пределах от 𝑎 до 𝑏 (значения координаты 𝑥 в точках 𝐴 и 𝐵),
получим
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𝑑𝑡 =

⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎

(︀ 1

𝐹 (𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑠

)︀
· 𝛿𝑦 −

𝑏∫︁
𝑎

𝑑
(︀ 1

𝐹 (𝑥)
· 𝑑𝑦
𝑑𝑠

)︀
· 𝛿𝑦 (1)

Так как при 𝑥 = 𝑎 и 𝑥 = 𝑏 𝛿𝑦 = 0, разность значений

⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎

(︀ 1

𝐹 (𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑠

)︀
· 𝛿𝑦 = 0. Учитывая это,

выражение (1) будет иметь вид:

𝛿𝑡 = −
𝑏∫︁
𝑎

𝑑
(︀ 1

𝐹 (𝑥)
· 𝑑𝑦
𝑑𝑠

)︀
· 𝛿𝑦 (2)

По условию, время прохождения 𝑡 траектории 𝐴𝑀𝐵 должно быть минимально, тогда будем
иметь 𝛿𝑡 = 0 и следовательно:

𝛿𝑡 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑑
(︀ 1

𝐹 (𝑥)
· 𝑑𝑦
𝑑𝑠

)︀
· 𝛿𝑦 (3)

Для этого необходимо, чтобы при всяком 𝑥 из [𝑎, 𝑏]

𝑑
(︀ 1

𝐹 (𝑥)
· 𝑑𝑦
𝑑𝑠

)︀
= 0 (4)

Интегрируя это уравнение, получим

1

𝐹 (𝑥)
· 𝑑𝑦
𝑑𝑠

= с (5)

где 𝑐 - постоянная величина. Уравнение (5) показывает замечательное свойство брахистохро-
ны: отношение скорости движения к косинусу угла, ею составляемого с осью 𝑂𝑦, постоянно.

Теперь (5) запишем иначе:

𝑦
′√︀

1 + (𝑦′)2
= 𝑐𝐹 (𝑥);

Отсюда выразим:

у
′
=

𝑐𝐹 (𝑥)√︀
1− 𝑐2𝐹 2(𝑥)

И получим уравнение брахистохроны:

𝑦 = 𝑐

𝑥∫︁
𝑎

𝐹 (𝑥)𝑑𝑥√︀
1− 𝑐2𝐹 2(𝑥)

+ 𝑎
′

(7)

где 𝑎
′
- ордината точки 𝐴.
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2.2. Динамика задачи

Движение точки происходит без сопротивления (в том числе и трения), под действием
только силы тяжести, которая направлена параллельно 𝑂𝑥. Тогда, записывая основной закон
динамики в проекциях на оси естественного трехгранника, а именно на касательную, будем
иметь:

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑔 · 𝑑𝑥

𝑑𝑠
.

Здесь
𝑑𝑥

𝑑𝑠
- косинус угла между линией действия силы тяжести и касательной. О.И. Сомов

решает полученное дифференциальное уравнение с учетом нулевой начальной скорости (ско-
рость в точке 𝐴):

𝑣𝑑𝑣 = 𝑔𝑑𝑥⇒ 𝑣2 = 2𝑔(𝑥− 𝑎) ⇒ 𝐹 (𝑥) =
√︀

2𝑔(𝑥− 𝑎).

Тогда по формуле (6) уравнение брахистохроны: 𝑦 = 𝑐
𝑥∫︀
𝑎

√︀
2𝑔(𝑥− 𝑎)√︀

1− 2𝑐2𝑔(𝑥− 𝑎)
· 𝑑𝑥+ 𝑎

′
.

Для удобства, Сомов объединяет константы - 2𝑟 =
1

2𝑐2𝑔
и, после интегрирования, получает:

𝑦 = 𝑟 arccos

(︂
𝑟 − 𝑥+ 𝑎

𝑟

)︂
−
√︀
𝑟2 − (𝑟 − 𝑥+ 𝑎)2 + 𝑎

′
(6)

Это уравнение циклоиды. Для записи замечательной кривой в каноническом виде, Сомов
переносит начало координат в точку 𝐴, вводит новые координаты (𝜉, 𝜂), выполняет замену

переменных arccos(
𝑟 − 𝑥+ 𝑎

𝑟
) = 𝜔.

𝜉 = 𝑟(1− cos𝜔), 𝜂 = 𝑟(𝜔 − sin𝜔)

2.3. Вариационное исследование

Таким образом, время движения по линии 𝐴𝐵 определяется следующим образом:

𝑡 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑠

𝑣
=

𝑏∫︁
𝑎

√︀
1 + (𝑦′)2𝑑𝑥

𝐹 (𝑥)
=

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑥

𝐹 (𝑥)
√︀

1− 𝑐2𝐹 2(𝑥)

и для рассматриваемого частного случая 𝐹 (𝑥) =
√︀

2𝑔(𝑥− 𝑎),

𝑡 =

√︂
𝑟

𝑔
arccos(

𝑟 − 𝑏+ 𝑎

𝑟
).

Далее, О.И. Сомов доказывает, что это время будет минимально, так как вариация второго
порядка 𝛿2𝑡 всегда положительна. Представим его выводы. Из формулы (1) следует:

𝛿2𝑡 = 𝛿

⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎

(︀ 1

𝐹 (𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑠

)︀
· 𝛿𝑦 −

𝑏∫︁
𝑎

𝛿[𝑑
(︀ 1

𝐹 (𝑥)
· 𝑑𝑦
𝑑𝑠

)︀
· 𝛿𝑦],

где при 𝑥 = 𝑎 и 𝑥 = 𝑏, 𝛿𝑦 = 0, 𝛿2𝑦 = 0, вариация 𝛿

⃒⃒⃒⃒𝑏
𝑎

(︀ 1

𝐹 (𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑠

)︀
· 𝛿𝑦 = 0, выражение под знаком

интеграла приводится к
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𝛿𝑑

(︂
1

𝐹 (𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑠

)︂
𝛿𝑦 + 𝑑

(︂
1

𝐹 (𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑠

)︂
𝛿2𝑦.

В последнем выражении, в силу уравнения (4), первый член исчезает, а второй может быть
записан в виде:

𝑑𝛿

(︂
1

𝐹 (𝑥)
· 𝑦

′√︀
1 + (𝑦′)2

)︂
𝛿𝑦 = 𝑑

(︃
𝛿𝑦

′

𝐹 (𝑥)(1 + (𝑦′)2)
3
2

)︃
𝛿𝑦.

Следовательно

𝛿2𝑡 = −
𝑏∫︁
𝑎

𝑑

(︃
𝛿𝑦

′

𝐹 (𝑥)(1 + (𝑦′)2)
3
2

)︃
𝛿𝑦.

Интегрируя по частям и, замечая, что часть, относящаяся к пределам интеграла, равна нулю
(выше показано дважды), окончательно получим:

𝛿2𝑡 =

𝑏∫︁
𝑎

𝛿𝑦
′

𝐹 (𝑥)(1 + (𝑦′)2)
3
2

𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑡

𝑑𝑥
·
(︂

𝛿𝑦
′

1 + (𝑦′)2

)︂2

𝑑𝑥.

Все элементы этого интеграла положительны, а значит 𝛿2𝑡 > 0; потому указанное время 𝑡
имеет минимальное значение.

3. Таутохрона

Все задачи динамики Леонард Эйлер разделил на два класса: прямая задача и обратная.
Прямая (или первая) задача состоит в нахождении силовых характеристик при заданных
параметрах движения (уравнение движения, скорости, ускорения). Обратная (или вторая)
задача определяет соответственно кинематику движения (траекторию, уравнения движения,
скорость точки) при заданных силах, которые в общем случае могут зависеть от скорости,
времени или положения точки. Математически прямая задача сводится к операции дифферен-
цирования, а обратная к интегрированию. Практически все инженерные проблемы относятся
именно к обратным задачам динамики. Ожидаемое уравнение движения является решени-
ем дифференциального уравнения. Таким образом, Эйлер дал инженерам общий алгоритм,
который с успехом применяется до сих пор.

Далее мы расскажем о задаче, которая позволяет избежать составления дифференциаль-
ного уравнения и иллюстрирует еще одно вариационное свойство циклоиды - таутохронность.

В 1823 году Н.Х. Абель [5] поставил следующую задачу:
«Предположим, что 𝐶𝐵 — горизонтальная линия, 𝐴 — заданное значение, 𝐴𝐵 перпенди-
кулярна 𝐵𝐶, 𝐴𝑀 кривая с прямоугольными координатами 𝐴𝑃 = 𝑥, 𝑃𝑀 = 𝑦. Более того
𝐴𝐵 = 𝑥,𝐴𝑀 = 𝑠.

Определить кривую, расположенную в вертикальной плоскости и обладающую тем свой-
ством, что тяжелая материальная точка, падающая по этой кривой, будучи выпущенная без
начальной скорости из любой точки кривой𝑀 на высоте 𝑎 над самой низкой точкой кривой 𝐴,
приходит в точку 𝐴 в течении времени 𝑇 , которое есть данная функция высоты 𝜓𝑎» (рис.2).
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Рис. 2

Для решения этой задачи Абель получает интегральное уравнение:

𝜏 = 𝜓(𝑎) =
𝑎∫︀
0

𝑑𝑠√
𝑎− 𝑥

В 1826 году Абель возвращается к этой задаче (рис.3), решение полученного интегрального
уравнения получает с помощью Эйлеровых подстановок (гамма функций)[6].

Рис. 3
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Подробный разбор и перевод статей Абеля 1823 и 1826 годов содержится в работах[5,6].
Отметим только важные для дальнейшего изложения выводы:

1. Абель первый вышел на интегральные уравнения.
2. Как частный случай рассмотрел задачу таутохроны: время не зависит от высоты.
3. Решение такого интегрального уравнения в общем случае имеет следующие сложности:
� Много замен переменных, как в пределах интегрирования, так и в подынтегральных

функциях (Эйлеровы подстановки).
� Частые и скрытые переходы от прямоугольных координат к криволинейным координа-

там.
� Избегая дифференциального уравнения в явном виде, необходимо распознать скрытое

дифференцирование под знаком интеграла, являющегося, строго говоря, несобственным ин-
тегралом, т.е. быстро проверить его на сходимость.

3.1. Таутохрона О.И. Сомова

В 1869 году петербургский академик О.И. Сомов (1815-1876) не только упрощает решение
Абеля, но и приводит фундаментальный вывод о расширении задачи таутохроны с поля силы
тяжести на любое потенциальное поле.

Приведем анализ работы Сомова «О решении одного вопроса из механики, предложенного
Абелем».[7] Для нахождения дуги, пройденной телом, в функции высоты, в том случае, когда
время не зависит от высоты (таутохрона), Сомов не использует интегралы Эйлера. Он полу-
чает пройденную дугу с помощью простого преобразования переменных в двойном интеграле.
В кинематической и динамической задаче он сразу же отказывается от декартовых координат,
переходя на полярные координаты, избавляя читателя от бесконечных замен. После того, как
Сомов приходит к результату Абеля, он показывает, что результаты Абеля можно применить
к решению более общей задачи: «Найти кривую, описываемую точкой на поверхности какого
ни есть вида, при действии на эту точку, силы, имеющей какой-нибудь потенциал, зная как
выражается время движения в функции потенциала» [7]. Эта новаторская постановка задачи
таутохроны на языке теории поля и ее решении с помощью элементов поля так и осталась не
замеченной современниками! Перескажем это блестящее решение О.И. Сомова.

I. Определение дуги, пройденной телом, в функции высоты (рис.4).
« Пусть 𝐴 означает начальное положение тела, 𝐴𝐵 его траекторию, 𝑀 его положение в

момент 𝑡, 𝐵 положение в момент 𝜏 , 𝐵𝐷 = 𝑥 разность высот точек 𝑀 и 𝐵, 𝐵𝐶 = 𝑎 разность
высот точек 𝐴 и 𝐵, 𝑔 тяжесть, и 𝑠 дугу 𝐵𝑀.»

На основании теоремы об изменении кинетической энергии («по началу живых сил»), Со-
мов О.И. записывает:

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −

√︀
2𝑔(𝑎− 𝑥).

Откуда получает:

𝜏 =
1√
2𝑔

𝑎∫︀
0

𝑑𝑠√
𝑎− 𝑥

.

Далее записывает дугу 𝑠 с помощью уравнения траектории, как некоторую неизвестную функ-
цию 𝑓(𝑥): 𝑠 = 𝑓(𝑥) и получает дифференциал дуги 𝑑𝑠 = 𝑓

′
(𝑥)𝑑𝑥. После интегрирования

𝑎∫︀
0

𝑑𝑠√
𝑎− 𝑥

предполагает получить функцию 𝑎. Обозначает эту функцию через 𝜙(𝑎) и получает

уравнение:

𝑎∫︁
0

𝑓
′
(𝑥)𝑑𝑥√
𝑎− 𝑥

= 𝜙(𝑎), (1)
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Рис. 4

из которого необходимо вывести 𝑓(𝑥).
Решает это уравнение следующим образом.

1. «Положим, что 𝑥 = 𝑎 sin2 𝜃, дабы освободить формулу которую следует интегрировать
от радикала

√
𝑎− 𝑥, и чтобы дать интегралу пределы, независимые от 𝑎». После этой подста-

новки, уравнение (1) принимает вид:

2

𝜋/2∫︁
0

𝑓
′
(𝑎 sin2 𝜃)

√
𝑎 sin 𝜃𝑑𝜃 = 𝜙(𝑎). (2)

2. Умножает обе части (2) на
𝑑𝑎√
𝑥− 𝑎

и интегрируя от 0 до 𝑥, находит:

2

𝑥∫︁
0

𝑑𝑎√
𝑥− 𝑎

𝜋/2∫︁
0

𝑓
′
(𝑎 sin2 𝜃)

√
𝑎 sin 𝜃𝑑𝜃 =

𝑥∫︁
0

𝜙(𝑎)𝑑𝑎√
𝑥− 𝑎

(3)

3. Вводит полярные координаты точки (𝑟 =
√
𝑎, 𝜃). Тогда левая часть уравнения (3) пред-

ставляет собой двойной интеграл, определяющий площадь круга, описанного радиусом
√
𝑥.

Учитывая это, уравнение (3) запишется следующим образом:

4

√
𝑥∫︁

0

𝜋/2∫︁
0

𝑓
′
(𝑟2 sin2 𝜃)𝑟 sin 𝜃𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃√

𝑥− 𝑟2
=

𝑥∫︁
0

𝜙(𝑎)𝑑𝑎√
𝑥− 𝑎

(4)

4. Переходит от полярных координат к прямоугольным:
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𝜉 = 𝑟 cos 𝜃, 𝜂 = 𝑟 sin 𝜃.

Тогда левая часть уравнения (4) преобразуется в:

4
∫︀ ∫︀ 𝑓

′
(𝜂)2𝜂𝑑𝜂𝑑𝜉√︀
𝑥− 𝜉2 − 𝜂2

,

где интеграл относительно 𝑥 Сомов О.И. берет в пределах от 0 до
√︀
𝑥− 𝜂2, а интеграл отно-

сительно 𝜂 от 0 до
√
𝑥.

Первое интегрирование:

√
𝑥−𝜂2∫︀
0

𝑑𝜉√︀
𝑥− 𝜉2 − 𝜂2

= arcsin(
𝜉√︀
𝑥− 𝜂2

)

⃒⃒⃒⃒
⃒
√
𝑥−𝜂2

0

=
𝜋

2
.

Второе интегрирование:

𝜋

√
𝑥∫︀

0

𝑓
′
(𝜂2)2𝜂𝑑𝜂 = 𝜋𝑓(𝑥).

5. Таким образом, уравнение (4) Сомов О.И. приводит к следующему:

𝜋𝑓(𝑥) =
𝑥∫︀
0

𝜙(𝑎)𝑑𝑎√
𝑥− 𝑎

, ⇒ 𝑆 = 𝑓(𝑥) =
1

𝜋

𝑥∫︀
0

𝜙(𝑎)𝑑𝑎√
𝑥− 𝑎

.

Дуга, пройденная точкой, в функции высоты Сомовым О.И. найдена в таком же виде как и
у Н.Х. Абеля.
II. После того, как Сомов приходит к результату Абеля, он показывает, что результаты Абеля
можно применить к решению более общей задачи:

«Найти кривую, описываемую точкой на поверхности какого ни есть вида, при действии
на эту точку, силы, имеющей какой-нибудь потенциал, зная как выражается время движения
в функции потенциала».

Представим себе точку, на которую действует сила, имеющая потенциал 𝑢, под действи-
ем которой точка движется по данной поверхности. Уравнение поверхности в обобщенных
координатах 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 имеет вид:

𝐹 (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) = 0.

Это уравнение и другое неизвестное определяют траекторию точки. Если к этому уравнению
добавить выражение потенциала как функции координат 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 , то получим зависимость
дуги 𝑠 траектории от потенциала.

Сомов берет начало дуги 𝑠 таким образом, чтобы при увеличении времени значение дуги
уменьшалось. Тогда, по началу живых сил (теорема об изменении кинетической энергии), он
получает:

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −

√
2𝑢− 2𝑢0,

Начальная скорость точки равна нулю, а 𝑢0 - потенциал, соответствующий начальному поло-
жению точки. Из этого уравнения Сомов получает:

𝜏 = −
𝑢∫︁

𝑢0

𝑑𝑠

𝑑𝑢
· 𝑑𝑢

√
2𝑢− 2𝑢0

.
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Здесь 𝜏 это время движения по дуге 𝑠, ограниченной поверхностями уровня 𝑢0 и 𝑢1. Далее
автор выполняет замену переменных: 𝑢1 − 𝑢0 = 𝑎, 𝑢− 𝑢0 = 𝑎− 𝑥, и тогда значение времени 𝜏 :

𝜏 =
1√
2

𝑎∫︁
0

𝑑𝑠

𝑑𝑥
· 𝑑𝑥

√
𝑎− 𝑥

.

Если эта величина 𝜏 приводится к заданной функции Ф(𝑢1) потенциала 𝑢1(по условию задачи),

то по формуле 𝑠 =

𝑥∫︁
0

𝜙(𝑎)𝑑𝑎√
𝑥− 𝑎

, где 𝜙(𝑎) =
√
2Ф(𝑢1) =

√
2Ф(𝑢0+𝑎) зависимость дуги траектории

от потенциала Сомов О.И. представляет в следующем виде:

𝑆 =
√
2
𝑢∫︀
0

Ф(𝑢1)𝑑𝑢1√
𝑢− 𝑢1

.

Если траекторией движения является таутохрона , то для
√
2Ф(𝑢1) Сомов получает постоян-

ную величину, которую обозначает через 𝐴.
Окончательно, пройденная дуга в таутохронной задаче может быть выражена через раз-

ность потенциалов следующим образом:

𝑆 = 𝐴

𝑢∫︁
0

𝑑𝑢1√
𝑢− 𝑢1

= 2𝐴
√
𝑢− 𝑢0.

4. Заключение

Таким образом, Сомов поставил и решил более общую задачу более лаконичным способом.
При этом задачу о движении точки в поле силы тяжести О. И. Сомов впервые обобщил на
случай движения точки по произвольной поверхности в любом потенциальном поле.
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