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Аннотация

В работе изучается ряд экстремальных задач, связанных с наилучшим совместным
приближением некоторых классов аналитических в единичном круге функций, задавае-
мых модулями непрерывности высших порядков в пространстве Бергмана 𝐵2. Отметим,
что впервые задача совместного приближения периодических дифференцируемых функ-
ций и их последовательных производных тригонометрическими полиномами и их соот-
ветствующими производными в равномерной метрике была исследована А.Л.Гаркави [1].
Полученные в [1] результаты были обобщены А.Ф.Тиманом [2] на классе целых функций
экспоненциального типа на всей прямой. В монографии [3] задачи совместного прибли-
жения обобщены на некоторых классических теоремах теории аппроксимации функций.
Однако в перечисленных работах получены только асимптотически точные результаты.
В данной работе доказан ряд точных теорем совместного приближения аналитических
в единичном круге функций, принадлежащих пространству Бергмана 𝐵2, дополняющих
результаты М.Ш.Шабозова [4].
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Abstract

In this paper, we study several extreme problems related to the best joint approximation
of certain classes of analytical functions in the unit circle given by higher-order continuity
modules in the Bergman space 𝐵2. It should be noted that for the first time the problem
of joint approximation of periodic differentiable functions and their consecutive derivatives
by trigonometric polynomials and their corresponding derivatives in a uniform metric was
investigated by A.L.Garkavi [1]. The results obtained in [1] were generalized by A.F.Timan [2]
for a class of integer functions of exponential type on the entire line. In the monograph [3].
The problems of joint approximation are generalized to some classical theorems of the theory of
approximation of functions. However, in the listed works, only asymptotically accurate results
were obtained. In this paper, we prove a number of exact theorems for the joint approximation
of analytic functions in the unit circle belonging to the Bergman space 𝐵2, complementing the
results of M.Sh.Shabozov [4].

Keywords: joint approximation, modulus of continuity, 𝑛-diameters, majorant, Bergman
spaces.
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1. Введение и предварительные факты

В ряде работ, например [5]–[14], изучаются экстремальные задачи теории наилучшего по-
линомиального приближения функций в пространствах Харди и Бергмана. В данной статье
изучаются некоторые экстремальные задачи полиномиального приближения аналитических
в круге функций, принадлежащих пространству Бергмана 𝐵2. Полученные здесь результа-
ты дополняют ряд точных теорем совместного приближения функций и их промежуточных
производных, недавно опубликованных в работе М.Ш.Шабозова [4]. Отметим, что ряд точ-
ных теорем совместного приближения периодических функций получены С.Б.Вакарчуком и
В.И.Забутной [15], а для некоторых классов аналитических функций в пространстве Харди
доказаны в работах [16] и [17].

Пусть N, Z+, R+, R — соответственно множество натуральных, целых неотрицатель-
ных, положительных и вещественных чисел. Пусть далее C — комплексная плоскость,
𝑈 := {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} — единичный круг в C, 𝐴(𝑈) — множество функций, аналитических в
круге 𝑈 .

Говорят [10], что аналитическая в единичном круге 𝑈 функция

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘(𝑓)𝑧
𝑘, 𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝑡, 0 ⩽ 𝜌 < 1, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝜋 (1)

принадлежит пространству Бергмана 𝐵2, если

‖𝑓‖2 := ‖𝑓‖𝐵2 =

(︃
1

𝜋

∫︁∫︁
(𝑈)

|𝑓(𝑧)|2𝑑𝜎

)︃1/2

<∞. (2)

Производную 𝑟-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) определим, как обычно,

𝑓 (𝑟)(𝑧) :=
𝑑𝑟𝑓(𝑧)

𝑑𝑧𝑟
=

∞∑︁
𝑘=𝑟

𝑘(𝑘 − 1) · · · (𝑘 − 𝑟 + 1)𝑐𝑘(𝑓)𝑧
𝑘−𝑟, 𝑟 ∈ N . (3)
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Ради краткости, введём обозначение

𝛼𝑘,𝑟 := 𝑘(𝑘 − 1) · · · (𝑘 − 𝑟 + 1) = 𝑘!
⧸︀
(𝑘 − 𝑟)!, 𝑘, 𝑟 ∈ N, 𝑘 > 𝑟. (4)

Всюду далее символом 𝐵
(𝑟)
2 (𝑟 ∈ Z+, 𝐵

(0)
2 = 𝐵2) обозначим множество функций 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈),

принадлежащих пространству 𝐵2, производная 𝑟-го порядка 𝑓 (𝑟)(𝑧) которых также принад-
лежит 𝐵2, то есть

𝐵
(𝑟)
2 :=

{︀
𝑓 ∈ 𝐵2 : ‖𝑓 (𝑟)‖2 <∞

}︀
.

Пусть P𝑛 — подпространство комплексных алгебраических многочленов степени 𝑛 вида

𝑝𝑛(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑎𝑘 ∈ C.

Величину
𝐸𝑛(𝑓)2 := 𝐸(𝑓,P𝑛)𝐵2 = inf

{︀
‖𝑓 − 𝑝𝑛‖2 : 𝑝𝑛 ∈ P𝑛

}︀
(5)

называют наилучшим полиномиальным среднеквадратическим приближением функции
𝑓 ∈ 𝐵2 подпространством P𝑛.

Хорошо известно, что для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐵2 имеет место соотношение

𝐸𝑛−1(𝑓2) = ‖𝑓 − 𝑇𝑛−1(𝑓)‖2 =

{︃ ∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1

}︃1/2

, (6)

где 𝑇𝑛−1(𝑓) — частная сумма порядка 𝑛− 1 ряда (1).
Запишем норму (1) в более удобном виде

‖𝑓‖2 :=
(︂
1

𝜋

∫︁ 1

0

∫︁ 2𝜋

0
|𝑓(𝜌𝑒𝑖𝑡)|2𝜌𝑑𝜌𝑑𝑡

)︂1/2

,

и символом

Δ𝑚
ℎ 𝑓(𝜌𝑒

𝑖𝑡) :=
𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑚

𝑘

)︂
𝑓
(︀
𝜌𝑒𝑖(𝑡+𝑘ℎ)

)︀
обозначим конечную разность 𝑚-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐵2 по аргументу 𝑡 с шагом ℎ.
Равенством

‖Δ𝑚
ℎ (𝑓)‖2 :=

(︂
1

𝜋

∫︁ 1

0

∫︁ 2𝜋

0
|Δ𝑚

ℎ 𝑓(𝜌𝑒
𝑖𝑡)|2𝜌𝑑𝜌𝑑𝑡

)︂1/2

обозначим норму разности 𝑚-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐵2.
Модуль непрерывности 𝑚-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐵2 определим, как обычно, равенством

𝜔𝑚(𝑓, 𝜏)2 := sup
{︀
‖Δ𝑚

ℎ (𝑓)‖2 : |ℎ| ⩽ 𝜏
}︀
. (7)

Пользуясь соотношениями (3) и (4), для любого 𝑟 ∈ Z+ имеем

Δ𝑚
ℎ 𝑓

(𝑟)(𝜌𝑒𝑖𝑡) =

∞∑︁
𝑘=𝑟+1

𝛼𝑘,𝑟𝑐𝑘(𝑓)𝜌
𝑘−𝑟𝑒𝑖(𝑘−𝑟)𝑡

(︀
1− 𝑒𝑖(𝑘−𝑟)ℎ

)︀𝑚
. (8)

Отсюда, применяя тождество Парсеваля, получаем

‖Δ𝑚
ℎ 𝑓

(𝑟)‖2 = 2𝑚
∞∑︁

𝑘=𝑟+1

𝛼2
𝑘,𝑟

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 − 𝑟 + 1

(︀
1− cos(𝑘 − 𝑟)ℎ

)︀𝑚
(9)
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и, следовательно,

𝜔2
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝜏)2 = 2𝑚 sup
|ℎ|⩽𝜏

∞∑︁
𝑘=𝑟+1

𝛼2
𝑘,𝑟

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 − 𝑟 + 1

(︀
1− cos(𝑘 − 𝑟)ℎ

)︀𝑚
. (10)

Поскольку для функции 𝑓 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , наравне с функциями 𝑓 и 𝑓 (𝑟), последовательные производ-

ные 𝑓 (𝑠) (𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑟− 1) также принадлежат пространству 𝐵2 [4], то представляет интерес
отыскание точных значений совместных приближений функций и их производных

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠))2 := inf

{︀
‖𝑓 (𝑠) − 𝑝

(𝑠)
𝑛−1‖2 : 𝑝𝑛−1 ∈ P𝑛−1

}︀
, (11)

на некотором подмножестве M(𝑟) ⊂ 𝐵
(𝑟)
2 или на самом классе 𝐵(𝑟)

2 . Точнее, требуется найти
значение величины

𝐸𝑛−𝑠−1(M
(𝑟)) := sup

{︀
𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓

(𝑠))2 : 𝑓 ∈ M(𝑟)
}︀
. (12)

В [18] доказано, что для любых 𝑛 ∈ N, 𝑟, 𝑠 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 ⩾ 𝑠 для произвольной функции

𝑓 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 справедливы соотношения

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠))2 =

{︃ ∞∑︁
𝑘=𝑛

𝛼2
𝑘,𝑠

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 − 𝑠+ 1

}︃1/2

, (13)

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠))2 ⩽

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛− 𝑠+ 1
· 𝛼𝑛,𝑠
𝛼𝑛,𝑟

· 𝐸𝑛−𝑟−1(𝑓
(𝑟))2, (14)

причём неравенство (14) обращается в равенство для функции 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , 𝑛 > 𝑟 ⩾ 𝑠.

Неравенствами (13) и (14) воспользуемся в дальнейшем. Для нас определённый интерес
представляет изучение следующей экстремальной аппроксимационной характеристики

𝒦𝑚,𝑛,𝑟,𝑠(ℎ) := sup
𝑓∈𝐵(𝑟)

2

(𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠)
√︀

(𝑛− 𝑠+ 1)/(𝑛− 𝑟 + 1)𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠))2(︂∫︁ ℎ

0
(ℎ− 𝑡)𝜔𝑚/2𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2𝑑𝑡

)︂𝑚/2 (15)

содержащей осреднённый с весом ℎ − 𝑡 (0 ⩽ 𝑡 ⩽ ℎ) модуль непрерывности 𝑚-го порядка

𝜔
𝑚/2
𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡). Ещё одним аргументом в пользу такого выбора характеристики (15), является

работа С.Фокарта, Ю.Крякина и А.Щадрина [19], в которой сделано существенное продвиже-
ние в решении задачи о точной константе в неравенстве Джексона–Стечкина в пространстве
𝐶 := 𝐶[0, 2𝜋]. При этом ключевую роль сыграл указанный вес, с помощью которого осредня-
лась сама конечная разность (8), а не её норма.

ТЕОРЕМА 1. Пусть 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑟, 𝑠 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 ⩾ 𝑠. Тогда для любого ℎ, удовлетворяющего
условию 0 < ℎ ⩽ 𝜋/(𝑛− 𝑟) справедливо равенство

𝒦𝑚,𝑛,𝑟,𝑠(ℎ) = ℎ−𝑚

{︃
1−

(︂
2 sin((𝑛− 𝑟)ℎ/2)

(𝑛− 𝑟)ℎ

)︂2
}︃−𝑚/2

. (16)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐵2 имеет место следующее нера-
венство [4]

𝐸2
𝑛−1(𝑓)2 −

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1
cos 𝑘𝑡 ⩽ 𝐸

2(1−1/𝑚)
𝑛−1 (𝑓)2 ·

1

2
𝜔2/𝑚
𝑚 (𝑓, 𝑡)2. (17)
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Умножив обе части неравенства (17) на функцию ℎ − 𝑡 и проинтегрировав полученный ре-
зультат по переменной 𝑡 в пределах от 0 до ℎ, имеем

ℎ2

2
𝐸2
𝑛−1(𝑓)2 ⩽

ℎ2

2
·

∞∑︁
𝑘=𝑛

|𝑐𝑘(𝑓)|2

𝑘 + 1

(︂
2 sin(𝑘ℎ/2)

𝑘ℎ

)︂2

+

+𝐸
2(1−1/𝑚)
𝑛−1 (𝑓)2 ·

1

2

∫︁ ℎ

0
(ℎ− 𝑡)𝜔2/𝑚

𝑚 (𝑓, 𝑡)𝑑𝑡. (18)

Поскольку [20]

sup

{︂
sin𝑥

𝑥
:
𝑛ℎ

2
⩽ 𝑥 <∞

}︂
=

2 sin(𝑛ℎ/2)

𝑛ℎ
,

то из неравенства (1) получаем

ℎ2𝐸2
𝑛−1(𝑓)2 ⩽ ℎ2

(︂
2 sin(𝑛ℎ/2)

𝑛ℎ

)︂2

𝐸2
𝑛−1(𝑓) + 𝐸

2(1−1/𝑚)
𝑛−1 (𝑓)2

∫︁ ℎ

0
(ℎ− 𝑡)𝜔2/𝑚

𝑚 (𝑓, 𝑡)𝑑𝑡

или

𝐸𝑛−1(𝑓)2 ⩽ ℎ−𝑚

{︃
1−

(︂
2 sin(𝑛ℎ/2)

𝑛ℎ

)︂2
}︃−𝑚/2(︂∫︁ ℎ

0
(ℎ− 𝑡)𝜔𝑚/2𝑚 (𝑓, 𝑡)2𝑑𝑡

)︂𝑚/2
. (19)

Если 𝑓 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , то заменяя в (19) число 𝑛 на 𝑛− 𝑟 и функцию 𝑓 на производную 𝑓 (𝑟), запишем

𝐸𝑛−𝑟−1(𝑓
(𝑟))2 ⩽

⩽ ℎ−𝑚

{︃
1−

(︂
2 sin((𝑛− 𝑟)ℎ/2)

(𝑛− 𝑟)ℎ

)︂2
}︃−𝑚/2(︂∫︁ ℎ

0
(ℎ− 𝑡)𝜔𝑚/2𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2𝑑𝑡

)︂𝑚/2
(20)

и, учитывая (1) из неравенства (14), получаем

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠))2 ⩽

𝛼𝑛,𝑠
𝛼𝑛,𝑟

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛− 𝑠+ 1
𝐸𝑛−𝑟−1(𝑓

(𝑟))2 ⩽

⩽
𝛼𝑛,𝑠
𝛼𝑛,𝑟

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛− 𝑠+ 1
· ℎ−𝑚

{︃
1−

(︂
2 sin((𝑛− 𝑟)ℎ/2)

(𝑛− 𝑟)ℎ

)︂2
}︃−𝑚/2

×

×
(︂∫︁ ℎ

0
(ℎ− 𝑡)𝜔𝑚/2𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2𝑑𝑡

)︂𝑚/2
. (21)

Из (1) следует, что

(𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠)
√︀

(𝑛− 𝑠+ 1)/(𝑛− 𝑟 + 1)𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠))2(︂∫︁ ℎ

0
(ℎ− 𝑡)𝜔𝑚/2𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)2𝑑𝑡

)︂𝑚/2 ⩽

⩽ ℎ−𝑚

{︃
1−

(︂
2 sin((𝑛− 𝑟)ℎ/2)

(𝑛− 𝑟)ℎ

)︂2
}︃−𝑚/2

. (22)

Так как неравенство (1) верно для любой функции 𝑓 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 , то переходя к верхней грани по

всем функциям 𝑓 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 из (1), получаем

𝒦𝑚,𝑛,𝑟,𝑠(ℎ) ⩽ ℎ−𝑚

{︃
1−

(︂
2 sin((𝑛− 𝑟)ℎ/2)

(𝑛− 𝑟)ℎ

)︂2
}︃−𝑚/2

. (23)
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Для получения оценки снизу величины 𝒦𝑚,𝑛,𝑟,𝑠(ℎ) рассмотрим функцию 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈ 𝐵
(𝑟)
2 ,

𝑛 > 𝑟. Поскольку

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠)
0 )2 =

𝛼𝑛,𝑠√
𝑛− 𝑠+ 1

, 𝜔𝑚(𝑓
(𝑟)
0 , 𝑡) = 2𝑚

𝛼𝑛,𝑟√
𝑛− 𝑟 + 1

(︀
sin((𝑛− 𝑟)𝑡/2)

)︀𝑚
,

где 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝜋/(𝑛− 𝑟), то нетрудно убедится, что(︂∫︁ ℎ

0
(ℎ− 𝑡)𝜔𝑚/2𝑚 (𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡)2𝑑𝑡

)︂𝑚/2
=

=
𝛼𝑛,𝑟
𝛼𝑛,𝑠

√︂
𝑛− 𝑠+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
· ℎ𝑚

{︃
1−

(︂
2 sin((𝑛− 𝑟)ℎ/2)

(𝑛− 𝑟)ℎ

)︂2
}︃𝑚/2

.

Учитывая равенство (14), запишем оценку снизу

𝒦𝑚,𝑛,𝑟,𝑠(ℎ) ⩾
(𝛼𝑛,𝑟/𝛼𝑛,𝑠)

√︀
(𝑛− 𝑠+ 1)/(𝑛− 𝑟 + 1)𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓

(𝑠)
0 )2(︂∫︁ ℎ

0
(ℎ− 𝑡)𝜔𝑚/2𝑚 (𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡)2𝑑𝑡

)︂𝑚/2 =

= ℎ−𝑚

{︃
1−

(︂
2 sin((𝑛− 𝑟)ℎ/2)

(𝑛− 𝑟)ℎ

)︂2
}︃−𝑚/2

. (24)

Требуемое равенство (16) следует из сопоставления оценки сверху (23) с оценкой снизу (1),
чем и завершаем доказательство теоремы 1.

2. Точные значения 𝑛-поперечников класса 𝑊
(𝑟)
𝑚 (Φ)

Пусть 𝑆 := {𝜙 ∈ 𝐵2 : ‖𝜙‖ ⩽ 1} — единичный шар в 𝐵2, M — выпуклое центрально-
симметричное множество из 𝐵2, ℒ𝑛 ⊂ 𝐵2 — 𝑛-мерное подпространство, ℒ𝑛 ⊂ 𝐵2 — подпро-
странство коразмерности 𝑛; Λ : 𝐵2 → ℒ𝑛 — непрерывный линейный оператор, Λ⊥ : 𝐵2 → ℒ𝑛
— непрерывный оператор линейного проектирования. Величины

𝑏𝑛(M, 𝐵2) = sup {sup {𝜀 > 0; 𝜀𝑆 ∩ ℒ𝑛+1 ⊂ N} : ℒ𝑛+1 ⊂ 𝐵2} ,

𝑑𝑛(M, 𝐵2) = inf {sup {inf {‖𝜙− 𝑔‖2 : 𝑔 ∈ ℒ𝑛} : 𝜙 ∈ M} : ℒ𝑛 ⊂ 𝐵2} ,

𝛿𝑛(M, 𝐵2) = inf {inf {sup {‖𝜙− Λ𝜙‖2 : 𝜙 ∈ M} : Λ𝐵2 ⊂ ℒ𝑛} : ℒ𝑛 ⊂ 𝐵2} ,

𝑑𝑛(M, 𝐵2) = inf {sup {‖𝜙‖2 : 𝑓 ∈ N ∩ ℒ𝑛} : ℒ𝑛 ⊂ 𝐵2} ,

Π𝑛(M, 𝐵2) = inf
{︁
inf
{︁
sup

{︁
‖𝜙− Λ⊥𝜙‖2 : 𝜙 ∈ M

}︁
: Λ⊥𝐵2 ⊂ ℒ𝑛

}︁
: ℒ𝑛 ⊂ 𝐵2

}︁
называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным, гельфандовским,
проекционным 𝑛-поперечниками. Выше перечисленные 𝑛-поперечники в 𝐵2 связаны соотно-
шениями [21, 22]:

𝑏𝑛(M, 𝐵2) ≤ 𝑑𝑛(M, 𝐵2) ≤ 𝑑𝑛(M, 𝐵2) = 𝛿𝑛(M, 𝐵2) = Π𝑛(M, 𝐵2). (25)

Полагаем
𝐸𝑛−1(M) := sup{𝐸𝑛−1(𝑓) : 𝑓 ∈ M}−

наилучшее приближение множества M подпространством 𝒫𝑛−1.
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Непрерывную возрастающую на полусегменте [0,∞) функцию Φ, такую, что Φ(0) = 0,
будем назвать мажорантой. Множество всех мажорант обозначим символом N. Через N𝑘, где
𝑘 ∈ N, обозначим множество мажорант Φ ∈ N, для которых выполняется условия

1) 𝑡−𝑘1 Φ(𝑡1) ⩽ 𝑡−1
2 Φ(𝑡2), если 0 < 𝑡1 < 𝑡2 ⩽ 𝜋;

2) lim
𝑡→0+

𝑡−𝑘Φ(𝑡) = 0.

Для произвольных чисел 𝑟 ∈ Z+, 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 𝑟 и ℎ ∈ (0, 2𝜋] введём в рассмотрение
следующие классы функций:

𝑊
(𝑟)
𝑚,2(Φ) :=

{︂
𝑓 ∈ 𝐵

(𝑟)
2 :

∫︁ ℎ

0
(ℎ− 𝑡)𝜔2/𝑚

𝑚 (𝑓 (𝑟), 𝑡)𝑑𝑡 ⩽ Φ(ℎ)

}︂
,

где Φ ∈ N2. Имеет место следующая
ТЕОРЕМА 2. Пусть мажоранта Φ ∈ N2 удовлетворяет условию

Φ(ℎ)

Φ(𝜋/(𝑛− 𝑟))
⩾

1

𝜋2 − 4

⎧⎨⎩((𝑛− 𝑟)ℎ)2 − 2(1− cos(𝑛− 𝑟)ℎ), если 0 ⩽ ℎ ⩽ 𝜋/(𝑛− 𝑟),

𝜋2 − 4 + ((𝑛− 𝑟)ℎ− 𝜋)2, если ℎ ⩾ 𝜋/(𝑛− 𝑟).
(26)

Тогда для любых чисел 𝑚,𝑛 ∈ N и 𝑟 ∈ Z+ справедливы равенства

𝛾𝑛(𝑊
(𝑟)
𝑚,2(Φ);𝐵2) = 𝐸𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑚,2(Φ))𝐵2 =

=
1

𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︂
(𝑛− 𝑟)2

𝜋2 − 4
Φ

(︂
𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︂𝑚/2
, (27)

где 𝛾𝑛(·) — любой из 𝑛-поперечников, перечисленных ранее. Множество мажорант, удовле-
творяющих условию (26), не пусто.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Полагая в неравенстве (1) 𝑠 = 0, ℎ = 𝜋/(𝑛− 𝑟) и используя опреде-

ление класса 𝑊 (𝑟)
𝑚,2(Φ), получаем

𝐸𝑛−1(𝑓) ⩽
1

𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︂
(𝑛− 𝑟)2

𝜋2 − 4
Φ

(︂
𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︂𝑚/2
. (28)

Учитывая неравенства (25) и (28), запишем оценки сверху для перечисленных выше 𝑛-
поперечников

𝛾𝑛(𝑊
(𝑟)
𝑚,2(Φ);𝐵2) ⩽ 𝑑𝑛(𝑊

(𝑟)
𝑚,2(Φ);𝐵2) ⩽ 𝐸𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑚,2(Φ)) ⩽

⩽
1

𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︂
(𝑛− 𝑟)2

𝜋2 − 4
Φ

(︂
𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︂𝑚/2
. (29)

Для получения оценки снизу указанных 𝑛-поперечников рассмотрим в множестве 𝒫𝑛 ∩ 𝐵2

(𝑛+ 1)-мерный шар полиномов

𝜎𝑛+1 :=

{︃
𝑝𝑛 ∈ 𝒫𝑛 : ‖𝑝𝑛‖ ⩽

1

𝛼𝑛,𝑟

√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︂
(𝑛− 𝑟)2

𝜋2 − 4
Φ

(︂
𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︂𝑚/2}︃

и покажем его принадлежность классу 𝑊 (𝑟)
𝑚,2(Φ). Для этого нам понадобится следующая

ЛЕММА. Для произвольного полинома 𝑝𝑛 ∈ 𝒫𝑛 при любых 𝑛 ∈ N и 𝑟 ∈ Z+ выполняется
неравенство

𝜔2
𝑚(𝑝

(𝑟)
𝑛 , 𝑡) ⩽ 2𝑚𝛼2

𝑛,𝑟

√︂
𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚* ‖𝑝𝑛‖2, (30)
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где

(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚* :=

⎧⎨⎩(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑚, если 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝜋/(𝑛− 𝑟);

2𝑚, если 𝑡 ⩾ 𝜋/(𝑛− 𝑟).
(31)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Учитывая формулу (10), запишем

𝜔2
𝑚(𝑝

(𝑟)
𝑛 , 𝑡)2 = 2𝑚 sup

|ℎ|⩽𝑡

𝑛∑︁
𝑘=𝑟+1

𝛼2
𝑘,𝑟

|𝑐𝑘(𝑝𝑛)|2

𝑘 − 𝑟 + 1

(︀
1− cos(𝑘 − 𝑟)ℎ

)︀𝑚
. (32)

Пользуясь тем, что при всех 𝑟 + 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛

(1− cos(𝑘 − 𝑟)ℎ)𝑚 ⩽ (1− cos(𝑛− 𝑟)ℎ)𝑚* , где 0 ⩽ ℎ ⩽ 𝜋/(𝑛− 𝑟)

и

max
𝑟+1⩽𝑘⩽𝑛

𝛼2
𝑘,𝑟

𝑘 + 1

𝑘 − 𝑟 + 1
= 𝛼2

𝑛,𝑟

𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
,

из (32) получаем

𝜔2
𝑚(𝑝

(𝑟)
𝑛 , 𝑡) = 2𝑚 sup

|ℎ|⩽𝑡

𝑛∑︁
𝑘=𝑟+1

𝛼2
𝑘,𝑟

𝑘 + 1

𝑘 − 𝑟 + 1
· |𝑐𝑘(𝑝𝑛)|

2

𝑘 + 1

(︀
1− cos(𝑘 − 𝑟)ℎ

)︀𝑚
⩽

⩽ 2𝑚𝛼2
𝑛,𝑟

𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
(1− cos(𝑛− 𝑟)ℎ)𝑚*

𝑛∑︁
𝑘=𝑟+1

|𝑐𝑘(𝑝𝑛)|2

𝑘 + 1
=

= 2𝑚𝛼2
𝑛,𝑟

𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1
(1− cos(𝑛− 𝑟)ℎ)𝑚* ‖𝑝𝑛‖2

и неравенство (30) и вместе с ним лемма доказана.
Продолжим доказательство теоремы 2. Из (30), при 0 < ℎ ⩽ 𝜋/(𝑛− 𝑟) с учётом первого из

неравенств (26), получаем ∫︁ ℎ

0
(ℎ− 𝑡)𝜔2/𝑚

𝑚 (𝑝(𝑟)𝑛 , 𝑡)𝑑𝑡 ⩽

⩽ 2𝛼2/𝑚
𝑛,𝑟

(︂
𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1

)︂1/𝑚

‖𝑝𝑛‖2/𝑚
∫︁ ℎ

0
(ℎ− 𝑡)(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑑𝑡 ⩽

⩽
[︀
((𝑛− 𝑟)ℎ)2 − 2(1− cos(𝑛− 𝑟)ℎ)

]︀
(𝜋2 − 4)−1Φ(𝜋/(𝑛− 𝑟)) ⩽ Φ(ℎ). (33)

Если же ℎ ⩾ 𝜋/(𝑛 − 𝑟), то используя второе из ограничений (26) и соотношение (30), для
произвольного полинома 𝑝𝑛 ∈ 𝜎𝑛+1 получаем∫︁ ℎ

0
(ℎ− 𝑡)𝜔2/𝑚

𝑚 (𝑝(𝑟)𝑛 , 𝑡)𝑑𝑡 ⩽ 2𝛼2/𝑚
𝑛,𝑟

(︂
𝑛+ 1

𝑛− 𝑟 + 1

)︂1/𝑚

‖𝑝𝑛‖2/𝑚×

×

{︃∫︁ 𝜋/(𝑛−𝑟)

0

(︂
𝜋

𝑛− 𝑟
− 𝑡

)︂
(1− cos(𝑛− 𝑟)𝑡)𝑑𝑡+ 2

∫︁ ℎ

𝜋/(𝑛−𝑟)
(ℎ− 𝑡)𝑑𝑡

}︃
⩽

⩽
{︀
𝜋2 − 4 + ((𝑛− 𝑟)ℎ− 𝜋)2

}︀
(𝜋2 − 4)−1Φ

(︂
𝜋

𝑛− 𝑟

)︂
⩽ Φ(ℎ). (34)

Из неравенств (2), (2) следует включение 𝜎𝑛+1 ⊂𝑊
(𝑟)
𝑚,2(Φ).
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Используя соотношение (25) и определение бернштейновского 𝑛-поперечника, запишем
оценки снизу вышеперечисленных 𝑛-поперечников

𝛾𝑛(𝑊
(𝑟)
𝑚,2(Φ);𝐵2) ⩾ 𝑏𝑛(𝑊

(𝑟)
𝑚,2(Φ);𝐵2) ⩾ 𝑏𝑛(𝜎𝑛+1, 𝐵2) ⩾

⩾
1

𝛼𝑛,𝑟
·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1

{︂
(𝑛− 𝑟)2

𝜋2 − 4
Φ

(︂
𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︂𝑚/2
. (35)

Сопоставляя оценки сверху (2) и снизу (2), получаем требуемые равенства (2).
В [23] доказано, что множество мажорант, принадлежащих N2 и удовлетворяющих огра-

ничению (26), не пусто. Этому ограничению удовлетворяет, например, функция Φ*(𝑡) = 𝑡𝛼,
где 𝛼 = 2𝜋2/(𝜋2 − 4). Теорема 2 доказана.

3. Решение экстремальной задачи (12) для класса функций
𝑊

(𝑟)
𝑚,2(Φ)

Доказанные в предыдующих пунктах теоремы 1 и 2 представляют возможность найти
решение экстремальной задачи (12) для класса 𝑊 (𝑟)

𝑚,2(Φ).
ТЕОРЕМА 3. При любых 𝑛 ∈ N, 𝑟, 𝑠 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑟 ⩾ 𝑠 и ℎ ∈ (0, 𝜋/(𝑛 − 𝑟)] имеют место

равенства

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑊
(𝑟)
𝑚,2(Φ)) =

𝛼𝑛,𝑠
𝛼𝑛,𝑟

·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛− 𝑠+ 1

{︂
(𝑛− 𝑟)2

𝜋2 − 4
Φ

(︂
𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︂𝑚/2
. (36)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из неравенства (1) для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝑊
(𝑟)
𝑚,2(Φ) при

ℎ = 𝜋/(𝑛− 𝑟) получаем

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠)) ⩽

𝛼𝑛,𝑠
𝛼𝑛,𝑟

·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛− 𝑠+ 1

{︂
(𝑛− 𝑟)2

𝜋2 − 4
Φ

(︂
𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︂𝑚/2
,

откуда и следует оценка сверху для величины, расположенной в левой части равенства (36):

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑊
(𝑟)
𝑚,2(Φ)) ⩽

𝛼𝑛,𝑠
𝛼𝑛,𝑟

·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛− 𝑠+ 1

{︂
(𝑛− 𝑟)2

𝜋2 − 4
Φ

(︂
𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︂𝑚/2
. (37)

Для получения аналогичной оценки снизу введём в рассмотрение функцию

𝑓1(𝑧) =

√
𝑛− 𝑟 + 1

𝛼𝑛,𝑟
·
{︂
(𝑛− 𝑟)2

𝜋2 − 4
· Φ
(︂

𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︂𝑚/2
𝑧𝑛.

Так как

‖𝑓1‖ =
1

𝛼𝑛,𝑟
·
√
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛+ 1
·
{︂
(𝑛− 𝑟)2

𝜋2 − 4
· Φ
(︂

𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︂𝑚/2
,

то функция 𝑓1 ∈ 𝜎𝑛+1, а значит 𝑓1 ∈ 𝑊
(𝑟)
𝑚,2(Φ). С другой строны, для производной 𝑓

(𝑠)
1

(𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑟) имеем

𝑓
(𝑠)
1 (𝑧) =

𝛼𝑛,𝑠
𝛼𝑛,𝑟

·
√
𝑛− 𝑟 + 1 ·

{︂
(𝑛− 𝑟)2

𝜋2 − 4
· Φ
(︂

𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︂𝑚/2
𝑧𝑛−𝑠,

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓
(𝑠)
1 ) =

𝛼𝑛,𝑠
𝛼𝑛,𝑟

·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛− 𝑠+ 1
·
{︂
(𝑛− 𝑟)2

𝜋2 − 4
Φ

(︂
𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︂𝑚/2
. (38)
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Используя равенство (38), получаем оценку снизу

𝐸𝑛−𝑠−1(𝑊
(𝑟)
𝑚,2(Φ)) ⩾ 𝐸𝑛−𝑠−1(𝑓

(𝑠)
1 ) =

=
𝛼𝑛,𝑠
𝛼𝑛,𝑟

·
√︂
𝑛− 𝑟 + 1

𝑛− 𝑠+ 1

{︂
(𝑛− 𝑟)2

𝜋2 − 4
Φ

(︂
𝜋

𝑛− 𝑟

)︂}︂𝑚/2
. (39)

Требуемое равенство (36) получаем из сопоставления оценки сверху (38) с оценкой снизу (3),
чем и завершаем доказательство теоремы 3.
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