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Аннотация

В лебеговом пространстве с весом 𝐿𝑝
𝛽−2/𝑝(𝐷) (1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝛽 < 2), где 𝐷 – конечная

односвязанная область комплексной плоскости, ограниченная простой замкнутой кривой
Ляпунова Γ, и содержащая внутри точку 𝑧 = 0, рассматривается двумерный сингулярный
интегральный оператор типа Михлина – Кальдерона – Зигмунда вида

(𝐴𝑓)(𝑧) ≡ 𝑎0(𝑧)𝑓(𝑧) + 𝑏0(𝑧)𝑓(𝑧)+

+

∫︁∫︁
𝐷

Ω1(𝑧, 𝜃)

|𝜁 − 𝑧|2
𝑓(𝜁)𝑑𝑠𝜁 +

∫︁∫︁
𝐷

Ω2(𝑧, 𝜃)

|𝜁 − 𝑧|2
𝑓(𝜁)𝑑𝑠𝜁 , 𝜃 = arg(𝜁 − 𝑧).

В зависимости от гомотопического класса M𝜈(𝜈 = 0,±1, . . . ,±𝑚) оператора 𝐴 уста-
новлены эффективные необходимые и достаточные условия нётеровости оператора 𝐴 в
𝐿𝑝
𝛽−2/𝑝(𝐷) (1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝛽 < 2) и найдены формулы для подсчёта индекса оператора.

Полученные результаты применяются к задачам Дирихле и Неймана для общих эллип-
тических систем двух уравнений с двумя независимыми переменными высшего порядка.

Ключевые слова: сингулярный интегральный оператор, символ оператора, нётеровость,
индекс оператора, эллиптическая система, задача Дирихле.
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Abstract

In a Lebesgue space with weight 𝐿𝑝
𝛽−2/𝑝(𝐷) (1 < 𝑝 < ∞, 0 < 𝛽 < 2), where 𝐷 is a finite

singly connected domain of the complex plane bounded by a simple closed Lyapunov curve Γ
and containing the point 𝑧 = 0, we consider a two-dimensional singular integral operator of the
Mikhlin – Calderon – Zygmund type of the form

(𝐴𝑓)(𝑧) ≡ 𝑎0(𝑧)𝑓(𝑧) + 𝑏0(𝑧)𝑓(𝑧)+

+

∫︁∫︁
𝐷

Ω1(𝑧, 𝜃)

|𝜁 − 𝑧|2
𝑓(𝜁)𝑑𝑠𝜁 +

∫︁∫︁
𝐷

Ω2(𝑧, 𝜃)

|𝜁 − 𝑧|2
𝑓(𝜁)𝑑𝑠𝜁 , 𝜃 = arg(𝜁 − 𝑧).

Depending on the homotopy class M𝜈(𝜈 = 0,±1, . . . ,±𝑚) of the operator 𝐴, we establish
effective necessary and sufficient conditions for the operator 𝐴 to be Noetherian in 𝐿𝑝

𝛽−2/𝑝(𝐷)

(1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝛽 < 2) and found formulas for calculating the index of an operator.
The results obtained are applied to the Dirichlet and Neumann problems for general elliptic

systems of two equations with two higher-order independent variables.
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elliptic system, Dirichlet problem.
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1. Введение

Основополагающие результаты по построению общей теории одномерных сингулярных ин-
тегральных уравнения были получены Ф. Нётером [1] и Ф. Карлеманом [2]. Изложение такой
теории в гельдеровых классах функций дано в монографии одного из создателей этой теории
Н.И. Мусхелишвили [3].

Первые исследования по многомерным сингулярным интегральным уравнениям принадле-
жат Ф. Трикоми [4], [5], который установил формулу дифференцирования двойных интегра-
лов со слабой особенностью и правило композиции двойных сингулярных интегралов. В этом
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направлении фундаментальное исследование принадлежит Ж. Жиро [6], [7], доказавшему
справедливость теоремы Фредгольма для некоторых сингулярных интегральных уравнений
на ляпуновских многобразиях.

Классические сингулярные интегральные операторы Михлина – Кальдерона – Зигмунда
имеют вид

(𝐴𝑓)(𝑥) =

∫︁
𝐷

Ω(𝑥, 𝜃)

𝑟𝑛
𝑓(𝑦)𝑑𝑦, (1)

где 𝐷 – конечная или бесконечная область эвклидового пространства 𝐸𝑛, 𝑟 = |𝑥−𝑦|, 𝜃 = 𝑥−𝑦
𝑟 ,

функция Ω(𝑥, 𝜃) называется характеристикой, а точка 𝑥 – полюсом сингулярного интеграла
(1).

Наиболее важные результаты по теории сингулярных интегральных операторов получены
А. Кальдероном и А. Зигмундом в работе [8], где они доказали, что при определенных усло-
виях на характеристику Ω(𝑥, 𝜃), оператор 𝐴 будет линейным (ограниченным) оператором,
действующим из 𝐿𝑝(𝐸𝑛) в 𝐿𝑝(𝐸𝑛) 𝑝 > 1. Общая теория многомерных сингулярных интеграль-
ных уравнений (𝐴𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑥) по всему 𝑛 – мерному пространству 𝐸𝑛 в пространстве 𝐿2(𝐸𝑛)
построена С.Г. Михлиным [9]. Разлагая характеристику Ω(𝑥, 𝜃) в ряд Фурье по сферическим

функциям 𝑌
(𝑙)
𝑚 (𝜃) (𝑙 = 1, . . . ,κ𝑚;𝑚 = 0, 1, 2, . . .), С.Г. Михлин каждому оператору 𝐴 из (1)

ставил в соответствие непрерывную символическую функцию

A (𝑥, 𝜃) =
∞∑︁
𝑚=1

κ𝑚∑︁
𝑙=1

𝑎(𝑙)𝑚 (𝑥)𝑌 (𝑙)
𝑚 (𝜃), (2)

и доказал, что если символ (2) нигде не обращается в нуль, то для уравнения (𝐴𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑥)
с оператором 𝐴 из (1) имеет место теория Фредгольма в пространстве 𝐿2(𝐸2). И.Ц. Гохберг
[10] доказал необходимость этого условия для фредгольмовости уравнения, а И.Б. Симоненко
[11] обобщил указанный результат на пространство 𝐿𝑝(𝐸2), 𝑝 > 1.

При исследовании сингулярных интегральных уравнений по ограниченной области 𝐷 воз-
никает новая конструкция – граничные символы, связанные с границей Γ области 𝐷. В упо-
мянутой выше работе [11], И.Б. Симоненко исcледовал нетеровы свойства матричного сингу-
лярного оператора 𝐴 на гладком многообразии Γ c краем в пространстве 𝐿𝑚2 (Γ) c помощью
предложенного им локального принципа. Эти результаты были обобщены Р.В. Дудучавой [12]
на случаи пространств 𝐿𝑚𝑝 (Γ) 𝑝 > 1 и𝑊 𝑠

𝑝 (Γ). Однако, как указывает И.Б. Симоненко (см. [11],
стр. 758) найденные условия нетеровости, сформулированные в терминах частных индексов
граничных матриц – символа оператора 𝐴, не являются эффективными.

В связи с этим приобретает интерес получение для общих классов двумерных сингуляр-
ных интегральных уравнений по ограниченной области условий нетеровости и формулы для
вычисления индекса в более простой доступной для применения формулы.

Пусть 𝐷 – конечная односвязанная область комплексной плоскости, ограниченная простой
замкнутой кривой Ляпунова Γ и содержащая внутри точку 𝑧 = 0. В банаховом пространстве
𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷),

𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷) = {𝑓(𝑧) : |𝑧|𝛽−2/𝑝𝑓(𝑧) = 𝐹 (𝑧)∈𝐿𝑝(𝐷), ‖𝑓‖𝐿𝑝
𝛽−2/𝑝

= ‖𝐹‖𝐿𝑝},

где 1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝛽 < 2, рассматривается оператор

(𝐴𝑓)(𝑧) ≡ 𝑎0(𝑧)𝑓(𝑧) + 𝑏0(𝑧)𝑓(𝑧)+

+

∫︁∫︁
𝐷

Ω1(𝑧, 𝜃)

|𝜁 − 𝑧|2
𝑓(𝜁)𝑑𝑠𝜁 +

∫︁∫︁
𝐷

Ω2(𝑧, 𝜃)

|𝜁 − 𝑧|2
𝑓(𝜁)𝑑𝑠𝜁 ,

(3)
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Разлагая характеристики Ω𝑗(𝑧, 𝜁) (𝑗 = 1, 2) в ряд Фурье по полярному углу 𝜃, и выделяя
вполне непрерывные операторы, оператор из (3) можно записать в виде

𝐴 ≡ 𝑎0(𝑧)𝐼 + 𝑏0(𝑧)𝐾 +

𝑚∑︁′∑︁
𝑛=−𝑚

(︁
𝑎𝑛(𝑧)𝐼 + 𝑏𝑛(𝑧)𝐾

)︁
𝑆𝑛, (4)

где штрих у знака суммы означает пропуск члена 𝑛 = 0; 𝐼 – тождественный оператор, опера-
торы 𝐾 и 𝑆𝑛 действуют по формулам

(𝐾𝑓)(𝑧) = 𝑓(𝑧), (𝑆𝑛𝑓)(𝑧) =
|𝑛|

2𝜋𝑖|𝑛|

∫︁∫︁
𝐷

𝑒𝑖𝑛𝜃

|𝜁 − 𝑧|2
𝑓(𝜁)𝑑𝑠𝜁 , 𝑧 ∈ 𝐷;

𝑛 ̸= 0 – целое, 𝜃 = arg(𝜁 − 𝑧), 𝑆𝑛 ≡ 𝐾𝑆𝑛𝐾 = (−1)𝑛𝑆−𝑛, черта обозначает операцию комплекс-
ного сопряжения, 𝑑𝑠𝜁 – элемент плоской меры Лебега, интеграл понимается в смысле главного
значения по Коши [9], 𝑎𝑛(𝑧), 𝑏𝑛(𝑧) (𝑛 = 0,±1, · · · ± 𝑚) – комплекснозначные непрерывные в
𝐷 = 𝐷 ∪ Γ функции.

При этом, хотя функции, входящие в 𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷), являются комплексно-значными, само
пространство будем считать вещественным, т.е. рассматривать его как линейное множество
над полем вещественных чисел. Тогда оператор 𝐴 будет обычным линейным ограниченным
оператором в 𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷), что следует, например из [13].

Всякий линейный ограниченный функционал на рассматриваемом (вещественном) про-
странстве 𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷) единственным образом представим представим в виде.

(𝑓, 𝜓) = 𝑅𝑒

∫︁∫︁
𝐷
𝑓(𝑧)𝜓(𝑧)𝑑𝑠𝑧, 𝜓∈𝐿𝑞2−𝛽−2/𝑞(𝐷), 1/𝑝+ 1/𝑞 = 1.

В соответствии с этим сопряженным к оператору 𝐴 в 𝐿𝑞2−𝛽−2/𝑞(𝐷) будет

𝐴* ≡ 𝑎0(𝑧)𝐼 + 𝑏0(𝑧)𝐾 +
𝑚∑︁

𝑛=−𝑚
𝑆𝑛

(︁
𝑎𝑛(𝜁)𝐼 + 𝑏𝑛(𝜁)𝐾

)︁
.

В случае нетеровости под индексом оператора 𝐴 , как обычно, понимается разность между
числом линейно-независимых решений однородного уравнения (𝐴𝑓)(𝑧) = 0 в 𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷) и
числом линейно-независимых решений сопряженного однородного уравнения (𝐴*𝜓)(𝑧) = 0 в
𝐿𝑞2−𝛽−2/𝑞(𝐷).

2. Гомотопическая классификация и Нётерова свойства

Как известно [14] простейшие двумерные сингулярные интегральные уравнения (4) играют
важную роль в теории обобщенных аналитических функций и построении гомеоморфизма
системы Бельтрами, а более общие сингулярные интегральные операторы по ограниченной
области (см. [16], [17], [18]) связаны с основными краевыми задачами эллиптических систем
уравнений первого и второго порядка на плоскости. Не вдаваясь в подробности, отметим, что
некоторые частные случаи оператора 𝐴 из (4) исследованы в работах [14] – [31].

Прежде всего заметим, что уравнение (4) наряду с искомой функцией 𝑓(𝑧) также содер-
жит комплексно сопряжённую функцию 𝑓(𝑧) и уравнения такого вида можно непосредственно
свести к системе двух сингулярных уравнений с двумя неизвестными функциями 𝑓(𝑧) и 𝑓(𝑧),
если присоединить к данному уравнению другое, полученное переходом к комплексно сопря-
жённым значениям. Для этого в векторном пространстве

𝐿2,𝑝
𝛽−2/𝑝(𝐷) = {(𝑓1, 𝑓2) : 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿𝛽−2/𝑝(𝐷)}, 1 < 𝑝 <∞
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рассмотрим оператор

𝑈 =

⎛⎝𝑎0(𝑧) +∑︀′𝑚
𝑛=−𝑚𝑎𝑛(𝑧)𝑆𝑛 𝑏0(𝑧) +

∑︀′𝑚
𝑛=−𝑚(−1)𝑛𝑏𝑛(𝑧)𝑆−𝑛𝐾

𝑏0(𝑧) +
∑︀′𝑚

𝑛=−𝑚𝑏𝑛(𝑧)𝑆𝑛 𝑎0(𝑧) +
∑︀′𝑚

𝑛=−𝑚(−1)𝑛𝑎𝑛(𝑧)𝑆−𝑛𝐾

⎞⎠ .

Лемма 1. Нeтеровость оператора 𝐴 : 𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷) −→ 𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷) эквивалентна нeтеро-

вости оператора 𝑈 : 𝐿2,𝑝
𝛽−2/𝑝(𝐷) −→ 𝐿2,𝑝

𝛽−2/𝑝(𝐷).

Действительно, если функция 𝑓(𝑧) является решением операторного уравнения (𝐴𝑓)(𝑧) =
= 𝑔(𝑧) из 𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷), то вектор 𝐹 = (𝑓, 𝑓) будет решением системы 𝑈𝐹 = 𝑄 из 𝐿2,𝑝

𝛽−2/𝑝(𝐷),

где 𝑄 = (𝑔, 𝑔) и обратно, если вектор 𝐹 = (𝑓1, 𝑓2) является решением системы 𝑈𝐹 = 𝑞 из
𝐿2,𝑝
𝛽−2/𝑝(𝐷), то вектор (𝑓2, 𝑓1) также будет решением. Но тогда решением системы 𝑈𝐹 = 𝑄 из

𝐿2,𝑝
𝛽−2/𝑝(𝐷) будет вектор

(︀𝑓1+𝑓2
2 , 𝑓2+𝑓12

)︀
. Отсюда следует, что функция 𝑓1+𝑓2

2 будет решением

уравнения (4) из 𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷).

Далее, пусть 𝑘–число линейно-независимых решений однородного уравнения (𝐴𝑓)(𝑧) = 0
над полем вещественных чисел, 𝑙–число линейно независимых решений однородной системы
𝑈𝐹 = 0 над полем комплексных чисел. Покажем, что 𝑘 = 𝑙. Пусть {𝑓𝑗(𝑧)}, 𝑗 = 1, 2, · · · 𝑘,–
фундаментальная система решений однородного уравнения (2.1).Тогда векторы 𝐹𝑗 = (𝑓𝑗 , 𝑓 𝑗)
(𝑗 = 1, 2, · · · 𝑘) будут линейно-независимыми решениями уравнения 𝑈𝐹 = 0. Действительно,
если

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑐𝑗𝐹𝑗 = 0, то

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑐𝑗𝑓𝑗 = 0,

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑐𝑗𝑓 𝑗 = 0 или

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑐𝑗𝑓𝑗 = 0 и

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑐𝑗𝑓𝑗 = 0.

Отсюда
∑︀𝑛

𝑗=1(𝑐𝑗 + 𝑐𝑗)𝑓𝑗 = 0,
∑︀𝑛

𝑗=1(𝑐𝑗 − 𝑐𝑗)𝑓𝑗 = 0. Поэтому 𝑐𝑗 + 𝑐𝑗 = 0, 𝑐𝑗 − 𝑐𝑗 = 0, т.е. 𝑐𝑗 = 0.
Таким образом, 𝑘 ≤ 𝑙. Также , как в ([32], стр.276) доказывается обратное неравенство 𝑘 ≥ 𝑙.

Совершенно аналогично доказывается, что однородное сопряжённое уравнение 𝐴*𝜓 = 0
в пространстве 𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷) и соответствующая система уравнений 𝑈*Ψ = 0 в векторном про-

странстве 𝐿2,𝑞
2−𝛽−2/𝑞(𝐷) имеют одинаковое число линейно независимых решений, определенным

образом соответствующих друг другу.
Из установленного выше соответствия между решениями неоднородного уравнения 𝐴𝑓 = 𝑔

и неоднородной системы 𝑈𝐹 = 𝑄 следует, что уравнение 𝐴𝑓 = 𝑔 и соответствующая система
𝑈𝐹 = 𝑄 нормально разрешимы лишь одновременно. Лемма 1 доказана.

Поскольку символ оператора 𝑆𝑛 (см.[9]) равен ( 𝜎|𝜎|)
𝑛 ≡ 𝑡𝑛 (𝜎 = 𝜎1 + 𝑖𝜎2 ̸= 0), то согласно

[12], свойства оператора 𝑈 определяются свойствами матрицы

G𝐴(𝑧, 𝑡) =

(︂
P2𝑚(𝑧, 𝑡) Q2𝑚(𝑧, 𝑡)

Q̂2𝑚(𝑧, 𝑡) P̂2𝑚(𝑧, 𝑡)

)︂
,

где

P2𝑚(𝑧, 𝑡) = 𝑡
𝑚

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚

𝑎𝑛(𝑧)𝑡
𝑚+𝑛, Q2𝑚(𝑧, 𝑡) = 𝑡

𝑚
𝑚∑︁

𝑛=−𝑚
(−1)𝑛𝑏𝑛(𝑧)𝑡

𝑚−𝑛,

Q̂2𝑚(𝑧, 𝑡) = 𝑡𝑚
𝑚∑︁

𝑛=−𝑚
𝑏𝑛(𝑧)𝑡

𝑚−𝑛
, P̂2𝑚(𝑧, 𝑡) = 𝑡𝑚

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚

(−1)𝑛𝑎𝑛(𝑧)𝑡
𝑚+𝑛

,

и для нетеровости оператора 𝐴 в 𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷) необходимо, чтобы

detG𝐴(𝑧, 𝑡) ≡ P2𝑚(𝑧, 𝑡)P̂2𝑚(𝑧, 𝑡)− Q2𝑚(𝑧, 𝑡)Q̂2𝑚(𝑧, 𝑡) ̸= 0 (5)

для всех 𝑧 ∈ 𝐷, |𝑡| = 1.
Теперь введём следующие обозначения:

Δ𝑛(𝑧) = |𝑎𝑛(𝑧)|2 − |𝑏𝑛(𝑧)|2, 𝑛 = 0,±1, . . . ,±𝑚;
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𝑀(𝑧) = max
|𝑡|=1

[︁
(𝑎𝑚𝑎−𝑚 − 𝑏−𝑚𝑏𝑚)𝑡

2𝑚 + (𝑎𝑚−2𝑎−𝑚 − 𝑎𝑚−1𝑎−𝑚+1 + 𝑎𝑚𝑎−𝑚+2−

− 𝑏−𝑚𝑏𝑚−2 − 𝑏−𝑚+1𝑏𝑚−1 − 𝑏−𝑚+2𝑏𝑚)𝑡
2𝑚−2 + · · ·

]︁
,

−𝑚(𝑧) = min
|𝑡|=1

[︁
(𝑎𝑚𝑎−𝑚 − 𝑏−𝑚𝑏𝑚)𝑡

2𝑚 + (𝑎𝑚−2𝑎−𝑚 − 𝑎𝑚−1𝑎−𝑚+1 + 𝑎𝑚𝑎−𝑚+2−

− 𝑏−𝑚𝑏𝑚−2 − 𝑏−𝑚+1𝑏𝑚−1 − 𝑏−𝑚+2𝑏𝑚)𝑡
2𝑚−2 + · · ·

]︁
.

(6)

Лемма 2. Матрица G𝐴(𝑧, 𝑡) невырожденна для всех 𝑧 ∈ 𝐷 и |𝑡| = 1 (detG𝐴(𝑧, 𝑡) ̸= 0)
тогда и только тогда, когда выполнено одно из неравенств

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚

(−1)|𝑛|Δ𝑛(𝑧) > 2𝑀(𝑧), при ∀𝑧 ∈ 𝐷, (7)

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚

(−1)|𝑛|Δ𝑛(𝑧) < −2𝑚(𝑧), при ∀𝑧 ∈ 𝐷. (8)

Действительно, условие (4) можно записать в виде

detG𝐴(𝑧, 𝑡) =
𝑚∑︁

𝑛=−𝑚
(−1)𝑛(|𝑎𝑛|2 − |𝑏𝑛|2)+

+ 2𝑅𝑒
[︁
(𝑎𝑚𝑎−𝑚 − 𝑏−𝑚𝑏𝑚)𝑡

2𝑚 + (𝑎𝑚−2𝑎−𝑚 − 𝑎𝑚−1𝑎−𝑚+1 + 𝑎𝑚𝑎−𝑚+2−

− 𝑏−𝑚𝑏𝑚−2 − 𝑏−𝑚+1𝑏𝑚−1 − 𝑏−𝑚+2𝑏𝑚)𝑡
2𝑚−2 + · · ·

]︁
+

+ 2𝑖𝐼𝑚
[︁
(𝑎𝑚−1𝑎−𝑚 − 𝑎𝑚𝑎−𝑚+1 + 𝑏𝑚−1𝑏−𝑚 − 𝑏𝑚𝑏−𝑚+1)𝑡

2𝑚−1+

+ (𝑎𝑚−3𝑎−𝑚 − 𝑎𝑚−2𝑎−𝑚+1 + 𝑎𝑚−1𝑎−𝑚+2 − 𝑎𝑚𝑎−𝑚+3)𝑡
2𝑚−3 + · · ·

]︁
̸= 0.

(9)

Как видно из (9) detG𝐴(𝑧, 𝑡) представляет собой комплексный тригонометрический поли-
ном порядка 2𝑚 по вещественной переменной 𝜗 : 0 ≤ 𝜗 ≤ 2𝜋, 𝑡 = 𝑒𝑖𝜗. Его мнимая часть
является тригонометрическим полиномом порядка 2𝑚 − 1 без свободного переменного и по-
этому не может сохранять для всех значений 𝜗 постоянный знак. Поэтому неравенство (9)
примет вид

𝑅𝑒detG𝐴(𝑧, 𝑡) ≡
𝑚∑︁

𝑛=−𝑚
(−1)𝑛(|𝑎𝑛|2 − |𝑏𝑛|2)+

+ 2𝑅𝑒
[︁
(𝑎𝑚𝑎−𝑚 − 𝑏−𝑚𝑏𝑚)𝑡

2𝑚 + (𝑎𝑚−2𝑎−𝑚 − 𝑎𝑚−1𝑎−𝑚+1 + 𝑎𝑚𝑎−𝑚+2−

− 𝑏−𝑚𝑏𝑚−2 − 𝑏−𝑚+1𝑏𝑚−1 − 𝑏−𝑚+2𝑏𝑚)𝑡
2𝑚−2 + · · ·

]︁
̸= 0

(10)

для ∀𝑧 ∈ 𝐷, |𝑡| = 1. Тогда (10) эквивалентно выполнению одного из неравенств (7) или (8).
Множество комплексных матричных полиномов второго порядка, степени 2𝑚, удовлетво-

ряющих условию (10), будем обозначать через F 2. Два полинома G1(𝑡) и G2(𝑡) из F 2 назовём
гомотопными (пишется G1(𝑡) ∼ G2(𝑡)), если существует семейство G (𝑡; 𝜏) матричных полино-
мов из F 2, непрерывно зависящих от действительного параметра 𝜏, 0 ≤ 𝜏 ≤ 1, такое, что

G (𝑡; 0) ≡ G1(𝑡), G (𝑡; 1) ≡ G2(𝑡).

Соотношение гомотопии (см. напр.[16]) разбивает F 2 на классы гомотопии - связные, откры-
тые компоненты множества F 2.
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Соответственно неравенству (10) возможны два случая:

𝑅𝑒detG𝐴(𝑧, 𝑡) > 0 для ∀𝑧 ∈ 𝐷, |𝑡| = 1, (11)

𝑅𝑒detG𝐴(𝑧, 𝑡) < 0 для ∀𝑧 ∈ 𝐷, |𝑡| = 1. (12)

Множество матричных полиномов, удовлетворяющих условию (11) или (12), будем обозна-
чать соответственно через F 2

+, F 2
−. Если G1(𝑡) ∼ G2(𝑡), то G1(𝑡) и G2(𝑡) принадлежат одному

и тому же из этих множеств. В дальнейшем будем рассматривать лишь F 2
+.

Из (10) следует, что 𝑃2𝑚(𝑧, 𝑡) ≡ 𝑡𝑚P2𝑚(𝑧, 𝑡) =
∑︀𝑚

𝑛=−𝑚 𝑎𝑛(𝑧)𝑡
𝑚+𝑛 – есть комплексный невы-

рождающийся полином степени 2𝑚. Пусть 𝑞𝑘(𝑧) (𝑘 = 1, 2, . . . , 2𝑚) комплексные корни уравне-
ния 𝑃2𝑚(𝑧, 𝑡) = 0. Согласно (10), a) эти корни не лежат на окружности |𝑡| = 1, т.е. |𝑞𝑘(𝑧)| ≠ 1,
либо |𝑞𝑘(𝑧)| < 1, либо |𝑞𝑘(𝑧)| > 1. Корни первой группы обозначим через 𝑞+𝑘 (𝑧), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑙+,
корни второй группы–через 𝑞−𝑘 (𝑧), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑙−, 𝑙++ 𝑙− = 2𝑚. В зависимости от количество
нулей внутри единичного круга |𝑡| = 1 возможно, априори 2𝑚+ 1 случаев. Класс матричных
полиномов из F 2

+, для которого имеет место один из возможных случаев, будем обозначать
через M𝜈 , 𝜈 = 0,±1, . . . ,±𝑚.

Определение. Будем говорить, что оператор 𝐴 принадлежит классу M𝜈 ( −𝑚 ≤ 𝜈 ≤ 𝑚),
если для любых 𝑧 ∈ 𝐷, |𝑡| = 1 выполнено неравенство (11) и

𝜈 = 𝐼𝑛𝑑|𝑡|=1P2𝑚(𝑧, 𝑡) = 𝑙+ −𝑚.

Введём обозначения
𝜆𝜈,𝑛 = 𝑎𝜈𝑎𝑛 − 𝑏𝜈𝑏𝑛, 𝜇𝜈,𝑛 = 𝑎𝜈𝑏𝑛 − 𝑏𝜈𝑎𝑛

и отметим, что имеют место тождества |𝜆𝜈,𝑛(𝑧)|2 − |𝜇𝜈,𝑛(𝑧)|2 = Δ𝜈(𝑧)Δ𝑛(𝑧), где 𝜈 = 0,±1, . . . ,
±𝑚;𝑛 = ±1, . . . ,±𝑚, 𝜈 ̸= 𝑛.

Теорема 1. Для нётеровости оператора 𝐴 в лебеговых пространствах 𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷),

1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝛽 < 2 необходимо и достаточно выполнение одного из следующих (исключаю-
щих друг друга) условий

Δ0(𝑧) > 𝑀(𝑧) +
(︁
𝑀2(𝑧) +

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚,𝑛 ̸=0

(−1)|𝑛|(|𝜇0,𝑛(𝑧)|2 − |𝜆0,𝑛(𝑧)|2)
)︁1/2

для ∀𝑧 ∈ 𝐷, (13)

Δ𝜈(𝑧) > 𝑀(𝑧) +
(︁
𝑀2(𝑧) +

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚,𝑛 ̸=𝜈

(−1)|𝑛|(|𝜇𝜈,𝑛(𝑧)|2 − |𝜆𝜈,𝑛(𝑧)|2)
)︁1/2

и 𝜇𝜈,0(𝜏) ̸= 0 для ∀𝑧 ∈ 𝐷, 𝜏 ∈ Γ, 𝜈 = ±1, · · · ,±𝑚.

(14)

При этом, если выполнено (13), то индекс оператора 𝐴 равен нулю, а если выполнено (14),
то

κ = −𝜈𝐼𝑛𝑑Γ𝜇𝜈,0(𝜏),

где
𝜇𝜈,0(𝜏) = 𝑎𝜈(𝜏)𝑏0(𝜏)− 𝑏𝜈(𝜏)𝑎0(𝜏).

Следствие 1. Если в операторе 𝐴 из (4) сингулярный интеграл распространён по ком-
плексной плоскости 𝐸2:

(𝑆𝐸2
𝑛 𝑓)(𝑧) =

|𝑛|
2𝜋𝑖|𝑛|

∫︁∫︁
𝐸2

𝑒𝑖𝑛𝜃

|𝜁 − 𝑧|2
𝑓(𝜁)𝑑𝑠𝜁 , 𝑧 ∈ 𝐸2,

то для фредгольмовости уравнения (𝐴𝑓)(𝑧) = 𝑔(𝑧) в 𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷), 1 < 𝑝 < ∞, 0 < 𝛽 < 2
необходимо и достаточно выполнение одного из следующих неравенств

Δ𝜈(𝑧) > 𝑀(𝑧) +
(︁
𝑀2(𝑧) +

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚,𝑛 ̸=𝜈

(−1)|𝑛|(|𝜇𝜈,𝑛(𝑧)|2 − |𝜆𝜈,𝑛(𝑧)|2)
)︁1/2

, 𝜈 = 0, ±1, · · · ,±𝑚.
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3. Cхема доказательства теоремы

1). Пусть оператор 𝐴 принадлежит классу M0, то есть 𝐼𝑛𝑑|𝑡|=1P2𝑚(𝑧, 𝑡) = 0, и многочлен
𝑃2𝑚(𝑧, 𝑡) внутри круга |𝑡| = 1 имеет ровно 𝑚 корней. Тогда Δ0(𝑧) > 0 и легко видеть, что
исходный оператор 𝐴 эквивалентен оператору

𝐴0 ≡ 𝑎0(𝑧)𝐴− 𝑏0(𝑧)𝐴 = Δ0(𝑧)𝐼 +

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚,𝑛 ̸=0

(𝜆0,𝑛(𝑧)𝑆𝑛 − 𝜇0,𝑛(𝑧)𝑆−𝑛𝐾, (15)

и его коэффициенты удовлетворяют условию (13). Поскольку в этом случае рациональные
функции P2𝑚(𝑧, 𝑡),Q2𝑚(𝑧, 𝑡) принимают вид

P2𝑚(𝑧, 𝑡) = Δ0(𝑧) + 𝑡
𝑚

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚,𝑛 ̸=0

𝜆0,𝑛(𝑧)𝑡
𝑚+𝑛,

Q2𝑚(𝑧, 𝑡) = 𝑡
𝑚

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚,𝑛 ̸=0

(−1)𝑛𝜇0,𝑛(𝑧)𝑡
𝑚−𝑛,

то по символу G𝐴0(𝑧, 𝑡) построим матрицу G𝐴0(𝜏, 𝑡), где 𝜏 ∈ Γ, |𝑡| = 1. Пользуясь результатами
[32], показывается , что для G𝐴0(𝜏, 𝑡) справедливо представление:

G𝐴0(𝜏, 𝑡) = 𝑅−
0 (𝜏, 𝑡)𝑅

+
0 (𝜏, 𝑡),

где 𝑅−
0 (𝜏, 𝑡) по переменной 𝑡 аналитически продолжима в нижнюю, а 𝑅+

0 (𝜏, 𝑡) – в верх-
нюю полуплоскость, причем их определители нигде в нуль не обращаются, т.е. матрицa
G𝐴0(𝜏, 𝑡) имеет нулевые частные индексы. Тогда из [12] следует, что оператор 𝐴0 нeтеров в
𝐿𝑝𝛽−2/𝑝(𝐷) (1 < 𝑝 <∞, 0 < 𝛽 < 2).

Вычислим теперь индекс оператора 𝐴0. Обозначим через 𝑞+𝜈 (𝑧) (𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑙+) и
𝑞−𝜈 (𝑧) (𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑙−) все нули (с учётом их кратностей) полинома 𝑃2𝑚(𝑧, 𝑡), лежащие со-
ответственно внутри и вне единичного круга |𝑡| = 1. Оператор 𝐴0 принадлежит классу M0

т.е. выполнено (11) и 𝐼𝑛𝑑|𝑡|=1P2𝑚(𝑧, 𝑡) = 0. Тогда рациональная функция P2𝑚(𝑧, 𝑡) имеет
внутри единичного круга |𝑡| = 1 одинаковое количество нулей и полюсов и 𝑙+ = 𝑙− = 𝑚.
Поэтому P2𝑚(𝑧, 𝑡) можно представить в виде

P2𝑚(𝑧, 𝑡) = 𝜆0,𝑛(𝑧)𝑡
−𝑚

𝑚∏︁
𝜈=1

(𝑡− 𝑞+𝜈 (𝑧))
𝑚∏︁
𝜈=1

(𝑡− 𝑞−𝜈 (𝑧)),

где 𝜆0,𝑛(𝑧) ̸= 0 в 𝐷. Учитывая это, построим семейство матриц-функций

G𝐴𝜏
0
(𝑧, 𝑡, 𝜌) =

(︂
P2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌) Q2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌)

Q̂2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌) P̂2(𝑧, 𝑡, 𝜌)

)︂
,

непрерывно зависящее от параметра 𝜌 : 0 ≤ 𝜌 ≤ 1, где

P2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌) = 𝜆0,𝑛(𝑧)𝑡
−𝑚

𝑚∏︁
𝜈=1

(𝑡− 𝜌𝑞+𝜈 (𝑧))
𝑚∏︁
𝜈=1

(𝜌𝑡− 𝑞−𝜈 (𝑧))

Q2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌) = 𝜏𝜙(𝜌)Q2𝑚(𝑧, 𝑡), 0 ≤ 𝜌 ≤ 1,

𝜙(𝑥) =

{︃
𝜀
𝑁 , когда 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝜌0 < 1,
1
𝑁

(︁
𝜀+ 𝑁−𝜀

1−𝜌0

)︁
(𝜌− 𝜌0), когда 𝜌0 ≤ 𝜌 ≤ 1,
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𝑟ℎ𝑜0 – вещественное число близкое к 1,

𝑁 = sup |𝑃2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌)|, 𝜀 = inf |Q2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌)|,

где супремум (инфимум) берется по всем 𝑧 ∈ 𝐷, |𝑡| = 1, 0 ≤ 𝜌 ≤ 1. По матрицам G𝐴𝜌
0
(𝑧, 𝑡, 𝜌)

построим семейство интегральных операторов A 𝑜
𝜌 , 0 ≤ 𝜌 ≤ 1, вида (1). Не трудно заметить,

что
|P2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌)| > |Q2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌)|,

и 𝐼𝑛𝑑|𝑡|=1P2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌) = 0, ∀𝑧 ∈ 𝐷, |𝑡| = 1, 0 ≤ 𝜌 ≤ 1, то есть операторы A 𝑜
𝜌 нётеровы. Посколь-

ку A 0
1 = 𝐴 и A 0

0 = (−1)𝑚𝑐(𝑧)𝑞−1 (𝑧) · . . . · 𝑞−𝑚(𝑧)𝐼, то индекс оператора 𝐴0 равен нулю.
2). Пусть теперь оператор 𝐴 принадлежит классу M𝜈 , 𝜈 ̸= 0 т.е. выполнено (11), причём

𝐼𝑛𝑑|𝑡|=1P2𝑚(𝑧, 𝑡) = 𝜈 ̸= 0 (𝜈 = ±1,±2, . . . ,±𝑚). Будем пока считать, что 𝜈 ≥ 1. Тогда
Δ𝜈(𝑧) > 0 и легко показать, что оператор 𝐴 эквивалентен оператору

𝐴𝜈 ≡ 𝑎𝜈(𝑧)𝐴− 𝑏𝜈(𝑧)𝐴 = Δ𝜈(𝑧)𝑆𝜈 +

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚,𝑛 ̸=𝜈

(𝜆𝜈,𝑛(𝑧)𝑆𝑛 + 𝜇𝜈,𝑛(𝑧)𝑆−𝑛𝐾), (16)

а его коэффициенты удовлетворяют неравенству из (14). Отметим, что в формуле (16) под
символом 𝑆0 подразумывается единичный оператор 𝐼. Далее по символу G𝐴𝜈 (𝑧, 𝑡) построим
граничную матрицу–функцию

G𝐴𝜈 (𝜏, 𝑡) =

(︂
P2𝑚(𝜏, 𝑡) Q2𝑚(𝜏, 𝑡)

Q̂2𝑚(𝜏, 𝑡) P̂2(𝜏, 𝑡)

)︂
,

где

P2𝑚(𝜏, 𝑡) = Δ𝜈(𝜏)𝑡
𝜈 + 𝑡

𝑚
𝑚∑︁

𝑛=−𝑚,𝑛 ̸=𝜈
𝜆𝜈,𝑛(𝜏)𝑡

𝑚+𝑛,

Q2𝑚(𝜏, 𝑡) = 𝑡
𝑚

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚,𝑛 ̸=𝜈

(−1)𝑛𝜇𝜈,𝑛(𝜏)𝑡
𝑚−𝑛, 𝜏 ∈ Γ, |𝑡| = 1.

Устанавливается, что матрица G𝐴𝜈 (𝜏, 𝑡) при выполнении условия

𝜇𝜈,0(𝜏) = 𝑎𝜈(𝜏)𝑏0(𝜏)− 𝑏𝜈(𝜏)𝑎0(𝜏) ̸= 0 ∀𝜏 ∈ Γ

факторизуется с нулевыми частными индексами G𝐴𝜈 (𝜏, 𝑡) = 𝑅−
𝜈 (𝜏, 𝑡)𝑅

+
𝜈 (𝜏, 𝑡), где матрица

𝑅+
𝜈 (𝜏, 𝑡) аналитически продолжима внутри единичного круга |𝑡| = 1, и нули ее определителя

лежат вне круга, а 𝑅−
𝜈 (𝜏, 𝑡) аналитически продолжима вне единичного круга |𝑡| = 1, и нули её

определителя лежат внутри круга |𝑡| = 1, причём условие 𝜇𝜈,0(𝜏) ̸= 0 𝜏 ∈ Γ необходимо для
нетеровости оператора 𝐴𝜈 в пространстве 𝐿

𝑝
𝛽−2/𝑝(𝐷).

Перейдём теперь к вычислению индекса оператора 𝐴𝜈 . Оператор 𝐴 принадлежит классу
M𝜈 , причем выполнено условие (10) и 𝐼𝑛𝑑|𝑡|=1P2𝑚(𝑧, 𝑡) = 𝜈 ̸= 0, (𝜈 = 1, 2, . . . ,𝑚). Тогда
многочлен 𝑃2𝑚(𝑧, 𝑡) имеет 𝜈 нулей 𝑞

+
𝑗 (𝑧) (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝜈) внутри круга |𝑡| = 1 и 2𝑚− 𝜈 нулей

𝑞−𝑗 (𝑧) (𝑗 = 1, 2, . . . , 2𝑚− 𝜈) вне круга |𝑡| = 1. Поэтому P2𝑚(𝑧, 𝑡) можно представить в виде

P2𝑚(𝑧, 𝑡) = 𝜆𝜈,𝑚(𝑧)𝑡
−𝑚

𝜈∏︁
𝑗=1

(𝑡− 𝑞+𝑗 (𝑧))

2𝑚−𝜈∏︁
𝑗=1

(𝑡− 𝑞−𝑗 (𝑧)),

Учитывая это, построим семейство матриц-функций

G𝐴𝜏
𝜈
(𝑧, 𝑡, 𝜌) =

(︂
P2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌) Q2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌)

Q̂2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌) P̂2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌)

)︂
,
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непрерывно зависящее от параметра 𝜌 : 0 ≤ 𝜌 ≤ 1, где

P2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌) = 𝜆𝜈,𝑚(𝑧)𝑡
−𝑚

𝜈∏︁
𝑗=1

(𝑡− 𝜌𝑞+𝑗 (𝑧))

2𝑚−𝜈∏︁
𝑗=1

(𝜌𝑡− 𝑞−𝑗 (𝑧)),

Q2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌) = 𝜇𝜈,0(𝑧) + 𝜌𝜙(𝜌)
(︁
𝑡
𝑚

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚,𝑛 ̸=0,𝜈

(−1)𝑛𝜇𝜈,𝑛(𝑧)𝑡
𝑚−𝑛

)︁
, 𝑧 ∈ 𝐷,

а 𝜙(𝜌) определяется также, как в предыдущем случае.
Построив теперь по матрицам G𝐴𝜌

𝜈
(𝑧, 𝑡, 𝜌) семейство интегральных операторов 𝐴𝜌𝜈 ,

0 ≤ 𝜌 ≤ 1 , типа (1), заметим, что они нётеровы, ибо

|P2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌)| > |Q2𝑚(𝑧, 𝑡, 𝜌)|, ∀𝑧 ∈ 𝐷, 0 ≤ 𝜌 ≤ 1,

и 𝜇𝜈,0(𝑧) ̸= 0, 𝑧 ∈ Γ.
Так как 𝐴1

𝜈 = 𝐴𝜈 и

𝐴0
𝜈 = (−1)2𝑚−𝜈𝜆𝜈,𝑛(𝑧)𝑞

−
1 (𝑧)𝑞

−
2 (𝑧) . . . 𝑞

−
2𝑚−𝜈(𝑧)𝑆𝜈−𝑚 + 𝜇𝜈,0(𝑧)𝐾,

то, применив к оператору 𝐴0
𝜈 результаты работ [21], [23] получим, что индекс оператора 𝐴

равен κ = 2(𝑚− 𝜈)𝐼𝑛𝑑Γ𝜇𝜈,0(𝑧).
Остается заметить, что в случае, когда оператор 𝐴𝜈 принадлежит классу M𝜈 , где

−𝑚 ≤ 𝜈 ≤ −1, то следует перейти от оператора 𝐴𝜈 к оператору 𝐾𝐴𝜈𝐾.

4. Редукция задачи Дирихле для общей эллиптической системы
к сингулярным интегральным уравнениям по ограниченной
области

Рассмотрим теперь общую эллиптическую систему уравнений порядка 2𝑚 на плоскости,
комплексная запись которой имеет вид

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚

𝑎𝑛(𝑧)
𝜕2𝑚𝜔

𝜕𝑧𝑚+𝑛𝜕𝑧𝑚−𝑛 + 𝑏𝑛(𝑧)
𝜕2𝑚𝜔

𝜕𝑧𝑛−𝑚𝜕𝑧𝑛+𝑚
+

+
∑︁

0≤𝑙+𝑗≤2𝑚−1

𝑎𝑙,𝑗(𝑧)
𝜕𝑙+𝑗𝜔

𝜕𝑧𝑙𝜕𝑧𝑗
+ 𝑏𝑙,𝑗(𝑧)

𝜕𝑙+𝑗𝜔

𝜕𝑧𝑙𝜕𝑧𝑗
= 𝑔(𝑧),

(17)

где 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝜔 = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦),

𝜕

𝜕𝑧
=

1

2

(︁ 𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑖
𝜕

𝜕𝑦

)︁
,
𝜕

𝜕𝑧
=

1

2

(︁ 𝜕
𝜕𝑥

− 𝑖
𝜕

𝜕𝑦

)︁
.

Будем считать, что коэффициенты уравнения (17) являются непрерывными в 𝐷 функциями,
а 𝑔(𝑧) ∈ 𝐿𝑝(𝐷), 2 < 𝑝 <∞. По главной части системы (17) построим матрицу-функцию

G (𝑧, 𝜎) =

(︂
P2𝑚(𝑧, 𝜎) Q2𝑚(𝑧, 𝜎)

Q2𝑚(𝑧, 𝜎) P2𝑚(𝑧, 𝜎)

)︂
,

где

P2𝑚(𝑧, 𝜎) =

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚

𝑎𝑛(𝑧)𝜎
𝑚+𝑛𝜎𝑚−𝑛, Q2𝑚(𝑧, 𝜎) =

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚

𝑏𝑛(𝑧)𝜎
𝑚−𝑛𝜎𝑚+𝑛.
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Эллиптичность системы (17) означает, что для любой точки 𝑧 ∈ 𝐷 и любого не равного нулю
комплексного числа 𝜎 = 𝜎1 + 𝑖𝜎2 должно выполняться неравенство det𝒢𝑧(𝜎) ̸= 0.

det𝒢(𝑧, 𝜎) ≡ |P2𝑚(𝑧, 𝜎)|2| − |Q2𝑚(𝑧, 𝜎)||2 ̸= 0 (18)

для всех 𝑧 ∈ 𝐷, 𝜎 = 𝜎1 + 𝑖𝜎2 ̸= 0. В дальнейшем, для удобства введя обозначение 𝑡 = 𝜎
𝜎 ,

матрицу-функцию G2𝑚(𝑧, 𝜎) запишем в виде

G (𝑧, 𝑡) =

(︂
P2𝑚(𝑧, 𝑡) Q2𝑚(𝑧, 𝑡)

Q̂2𝑚(𝑧, 𝑡) P̂2𝑚(𝑧, 𝑡)

)︂
, |𝑡| = 1, 𝑧 ∈ 𝐷,

где

P2𝑚(𝑧, 𝑡) = 𝑡
𝑚

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚

𝑎𝑛(𝑧)𝑡
𝑚+𝑛, Q2𝑚(𝑧, 𝑡) = 𝑡

𝑚
𝑚∑︁

𝑛=−𝑚
𝑏𝑛(𝑧)𝑡

𝑚−𝑛,

Без ограничения общности будем считать, что 𝐷 = {𝑧 : |𝑧| < 1}. Для общего уравнения (17)
будем исследовать краевую задачу Дирихле:

Задача Дирихле. Найти функцию 𝜔(𝑧) из класса𝑊 2𝑚
𝑝 (𝐷)∩𝐶𝑚−1(𝐷), удовлетворяющую

внутри 𝐷 уравнению (17), а на её границе Γ – краевым условиям

𝜕𝑗𝜔

𝜕𝑛𝑗

⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0, 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1, (19)

где 𝜕𝜔
𝜕𝑛 - означает производную функции 𝜔(𝑧) по направлению внешней нормали в точках

контура Γ.
Известно [14],[15],[17], что любая комплекснозначная функция класса 𝑊 2𝑚

𝑝 (𝐷)∩𝐶𝑚−1(𝐷),
(𝑝 > 2) удовлетворяющая на границе Γ однородным краевым условиям (2), представляется в
виде

𝜔(𝑧) =

∫︁∫︁
𝐷

𝐺𝑚(𝑧, 𝜁)𝑓(𝜁)𝑑𝑠𝜁 , (20)

с произвольной комплекснозначной плотностью 𝑓(𝑧) ∈ 𝐿𝑝(𝐷), 𝑝 > 1, где 𝐺𝑚(𝑧, 𝜁) [15] функция
Грина уравнения Δ𝑚𝜔 ≡ 𝜕𝑚𝜔

𝜕𝑧𝑚𝜕𝑧𝑚 = 0 в единичном круге 𝐷 = {𝑧 : |𝑧| < 1} :

𝐺𝑚(𝑧, 𝜁) =
1

𝜋[(𝑚− 1)!]2
|𝜁 − 𝑧|2(𝑚−1) ln

⃒⃒⃒ 𝜁 − 𝑧

1− 𝑧𝜁

⃒⃒⃒2
+

+
𝑚−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘
|𝜁 − 𝑧|2(𝑚−𝑘−1)[(1− |𝑧|2)(1− |𝜁|2)]𝑘.

Тогда для производных 𝜕2𝑚𝜔
𝜕𝑧𝑚+𝑛𝜕𝑧𝑚−𝑛 , 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,𝑚 имеем выражения

𝜕2𝑚𝜔

𝜕𝑧𝑚𝜕𝑧𝑚
= 𝑓(𝑧) при 𝑛 = 0,

𝜕2𝑚𝜔

𝜕𝑧𝑚+𝑛𝜕𝑧𝑚−𝑛 =

∫︁∫︁
𝐷
𝐾𝑛(𝑧, 𝜁)𝑓(𝜁)𝑑𝑠𝜁 ≡ (𝑆*

2𝑛𝑓)(𝑧) при 𝑛 = 1, 2, . . . ,𝑚,

(21)

где

𝐾𝑛(𝑧, 𝜁) =
(−1)𝑛𝑛

𝜋
· (𝜁 − 𝑧)𝑛−1

(𝜁 − 𝑧)𝑛+1
+

(−1)𝑚−𝑛

𝜋(𝑚− 1)!(𝑛− 1)!

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘𝑚+𝑛(−1)𝑘!×

× (𝑚− 1)(𝑚− 2) . . . (𝑚− 𝑘) · (𝑚+ 𝑛− 1− 𝑘)!
(𝜁 − 𝑧)𝑚−1−𝑘(𝜁 − 𝑧)𝑛−1𝜁

𝑚+𝑛−𝑘

(1− 𝑧𝜁)𝑚+𝑛−𝑘 ,

(22)
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причём ядро 𝐾(𝑧, 𝜁) = 0 при 𝜁 ∈ Γ и интегральный оператор 𝑆*
2𝑛 локально эквивален-

тен сингулярному оператору 𝑆2𝑛. Очевидно, что все производные от функции 𝜔(𝑧) по 𝑧 и
по 𝑧 до 2𝑚 − 1 - го порядка дают интегральные операторы с непрерывными ядрами или с
ядрами, имеющими слабую особенность и, следовательно, являются вполне непрерывными в
𝐿𝑝(𝐷) (2 < 𝑝 <∞) операторами.

В силу формул (21) для определения комплекснозначной функции 𝑓(𝑧) ∈ 𝐿𝑝(𝐷) (2< 𝑝<∞)
из (17) получим следующее двумерное сингулярное интегральное уравнение

𝑎0(𝑧)𝑓(𝑧) + 𝑏0(𝑧)𝑓(𝑧) +

𝑚∑︁′∑︁
𝑛=−𝑚

𝑎𝑛(𝑧)(𝑆
*
2𝑛𝑓)(𝑧) + 𝑏𝑛(𝑧)(𝑆*

2𝑛𝑓)(𝑧) + (𝑇𝑓)(𝑧) = 𝑔(𝑧). (23)

Применяя к уравнениям (23) теорему 1, получим что справедлива

Теорема 2. Для того чтобы задача Дирихле (19) для любой эллиптической системы
(17) с непрерывными коэффициентами в классе 𝑊 2𝑚

𝑝 (𝐷) ∩ 𝐶𝑚−1(𝐷), была нётеровой, необ-
ходимо и достаточно выполнение одного из следующих (исключающих друг друга) условий:

Δ0(𝑧) > 𝑀(𝑧) +
(︁
𝑀2(𝑧) +

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚,𝑛 ̸=0

(|𝜇0,𝑛(𝑧)|2 − |𝜆0,𝑛(𝑧)|2)
)︁1/2

для ∀𝑧 ∈ 𝐷, (24)

Δ𝜈(𝑧) > 𝑀(𝑧) +
(︁
𝑀2(𝑧) +

𝑚∑︁
𝑛=−𝑚,𝑛 ̸=𝜈

(|𝜇𝜈,𝑛(𝑧)|2 − |𝜆𝜈,𝑛(𝑧)|2)
)︁1/2

и 𝑎𝜈(𝜏)𝑏0(𝜏)− 𝑏𝜈(𝜏)𝑎0(𝜏) ̸= 0 для ∀𝑧 ∈ 𝐷, 𝜏 ∈ Γ, 𝜈 = ±1, · · · ,±𝑚.

(25)

При этом, если выполнено (24), то задача фредгольмова, а если выполнено (25), то

κ = −2𝜈𝐼𝑛𝑑Γ

(︁
𝑎𝜈(𝜏)𝑏0(𝜏)− 𝑏𝜈(𝜏)𝑎0(𝜏)

)︁
.

Задача Неймана. Найти функцию 𝜔(𝑧) из класса𝑊 2𝑚
𝑝 (𝐷)∩𝐶𝑚−1(𝐷), удовлетворяющую

внутри 𝐷 уравнению (17), а на ее границе Γ краевым условиям

𝜕𝑗𝜔

𝜕𝑛𝑗

⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, (26)

где 𝜕𝜔
𝜕𝑛 - означает производную функции 𝜔(𝑧) по направлению внешней нормали в точках кон-

тура Γ. Теперь вместо представления (20) воспользуемся представлением [15], [33] функций,
удовлетворяющих 𝑚 условиям (26) по формуле

𝜔(𝑧) =

∫︁∫︁
𝐷

𝑁𝑚(𝑧, 𝜁)𝑓(𝜁)𝑑𝑠𝜁 , (27)

где

𝑁𝑚(𝑧, 𝜁) =
1

𝜋[(𝑚− 1)!]2
|𝜁 − 𝑧|2(𝑚−1) ln

⃒⃒⃒
(𝜁 − 𝑧)(1− 𝑧𝜁)

⃒⃒⃒2
+ 𝑔𝑚(𝑧, 𝜁)

функция Неймана уравнения Δ𝑚𝜔 ≡ 𝜕𝑚𝜔
𝜕𝑧𝑚𝜕𝑧𝑚 = 0 в единичном круге 𝐷 = {𝑧 : |𝑧| < 1}, причем

при 𝑚 ≥ 2 эти функции определяются по рекуррентной формуле

𝜕2𝑁𝑚(𝑧, 𝜁)

𝜕𝑧𝜕𝑧
= 𝑁𝑚−1(𝑧, 𝜁).

Также как в случае Задачи Дирихле, Задача Неймана (26), (27) эквивалентным образом при-
водится к сингулярным интегральным уравнениям вида (23).
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