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Аннотация

В статье изучаются множества единственности для решений уравнения свертки Бесселя

𝑓
𝛼
⋆ 𝑔 = 0, 𝛼 ∈ (−1/2,+∞). Показано, в частности, что если 𝑔 = 𝜒𝑟 – индикатор отрезка

[−𝑟, 𝑟], а чётная функция 𝑓 ∈ 𝐶(R) удовлетворяет уравнению 𝑓
𝛼
⋆ 𝜒𝑟 = 0 и равна нулю на

(𝑟 − 𝜀, 𝑟) или (𝑟, 𝑟 + 𝜀) при некотором 𝜀 > 0, то 𝑓 = 0 на (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀). При этом интервал
нулей (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀), вообще говоря, расширить нельзя. Установлено, что подобное явление

имеет место и для решений уравнения 𝑓
𝛼
⋆ 𝛿𝑟 = 0, где 𝛿𝑟 – чётная мера, сопоставляющая

чётной непрерывной функции 𝜙 на R число 𝜙(𝑟). Найдены приложения этих результатов
к теоремам единственности для сходящихся последовательностей линейных комбинаций
функций Бесселя, теоремам о нулевых множествах для решений задачи Коши обобщенного
уравнения Эйлера-Пуассона-Дарбу и теоремам о замыкании обобщенных сдвигов.
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Abstract

In paper, we study uniqueness sets for solutions to the Bessel convolution equation 𝑓
𝛼
⋆𝑔 = 0,

𝛼 ∈ (−1/2,+∞). It is shown, in particular, that if 𝑔 = 𝜒𝑟 is an indicator function of the

segment [−𝑟, 𝑟], and an even function 𝑓 ∈ 𝐶(R) satisfies the equation 𝑓 𝛼
⋆ 𝜒𝑟 = 0 and is zero

on (𝑟 − 𝜀, 𝑟) or (𝑟, 𝑟 + 𝜀) for some 𝜀 > 0, then 𝑓 = 0 on (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀). In this case, the interval
of zeros (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀), cannot generally be extended. It has been established that a similar

phenomenon occurs for solutions of the equation 𝑓
𝛼
⋆ 𝛿𝑟 = 0, where 𝛿𝑟 is an even measure that

maps an even continuous function 𝜙 on R to a number 𝜙(𝑟). Applications of these results to
uniqueness theorems for convergent sequences of linear combinations of Bessel functions, the
zero set theorem for solutions of the Cauchy problem of the generalized Euler-Poisson-Darboux
equation and the closure theorem of generalized shifts are found.
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1. Введение

Первоначально понятие периодической в среднем функции (псф) было введено Ж. Дель-
сартом [1]. В дальнейшем оно варьировалось в работах разных авторов [2], [3], [4, § 11, п. 3],
[5, § 2].

Пусть ℰ ′(R) – пространство распределений на R с компактным носителем. Функция
𝑓 ∈ 𝐶∞(R) называется периодической в среднем относительно ненулевого распределения
𝑇 ∈ ℰ ′(R), если 𝑓 является решением уравнения свёртки

𝑓 * 𝑇 = 0.

Некоторые свойства псф похожи на соответствующие свойства обычных периодических функ-
ций на вещественной оси. Так, скажем, ненулевые псф не стремятся к нулю на бесконечности и
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не принадлежат пространству 𝐿𝑝(R) при 1 ≤ 𝑝 <∞ [2, § 8, § 18]. Кроме того, отсутствие у непо-
стоянной непрерывной функции двух несоизмеримых периодов имеет следующую аналогию
для псф: если функция 𝑓 периодична в среднем относительно распределений 𝑇1, 𝑇2 ∈ ℰ ′(R) и
преобразования Фурье ̂︀𝑇1, ̂︀𝑇2 не имеют общих нулей на C, то 𝑓 = 0. Это утверждение широко
известно под названием теоремы Л. Шварца о спектральном анализе [5, § 2].

Ряд авторов изучали множества единственности для различных классов псф и их обоб-
щений. К указанному направлению исследований относятся теорема Титчмарша о свёртке [6,
гл. XI, § 11.11], различные теоремы об однозначном определении псф по своим значениям
вблизи выпуклой оболочки носителя 𝑇 [7, гл. VI], [8], [9, теорема 8], [10, § 3], [11, гл. 5], [12,
§ 6], [13, часть 3, §§ 1.3, 2.3], [14, часть III], [15]–[17], теорема Э.Т. Квинто о множествах един-
ственности ядра обобщенного преобразования Помпейю с аналитическим весом [18], проблема
Ж.П. Кахана о возможной длине ”люка” (интервала нулей) у ненулевых функций из заданного
подпространства, инвариантного относительно сдвигов [4, § 11, п. 3], проблема Ю.И. Любича
о существовании для псф множеств единственности специального вида [19], [20], [14, теоре-
ма 8.7], проблема о структуре спектра псф, удовлетворяющих условиям единственности типа
Ф. Йона [13, часть 2, гл. 4, проблема 4.3], [14, §§ 14.2, 15.3, 16.2], [21], [22]. В этой связи так-
же отметим теоремы об однозначном определении некоторых классов функций с нулевыми
сферическими средними по своим значениям на тощих множествах [13, часть 2, § 1.5, след-
ствие 1.4], [23, часть II, гл. 3, теорема 3.5], [24, теорема 3], изучение множеств единственности
ядра преобразования Радона на сферах [13, часть 5, § 1.3], [23, часть II, § 7.5], [25, теорема 4],
описание различных классов псф, равных нулю в некотором шаре [14, теоремы 14.10, 15.8,
16.5, 17.7], [21], теоремы о кольцевых областях единственности псф [14, следствия 14.2, 15.3],
[26], и теорему единственности Д.А. Зарайского [27] для одномерных уравнений свёртки спе-
циального вида, в которой множеством единственности является объединение произвольно
малых окрестностей двух точек, находящихся на расстоянии, равном длине носителя свёр-
тывателя. Полученные результаты оказались важными ввиду их многочисленных примене-
ний в экстремальных задачах интегральной геометрии, в теории лакунарных рядов, в теории
дифференциальных уравнений с частными производными, а также при изучении различных
классов псф и их обобщений [7], [10], [13], [14], [23], [27].

В работе [28] исследовались структурные свойства псф, связанных с операторами обобщен-
ного сдвига. В частности, был установлен локальный аналог известной теоремы Л. Зальцмана
о двух радиусах на гипергруппе Бесселя-Кингмана. Доказательство более сильного варианта
теоремы о двух радиусах, полученного авторами в [29], существенно опиралось на теорему
единственности для решений уравнения свёртки Бесселя

𝑓
𝛼
⋆ 𝜒𝑟 = 0, (1)

где 𝛼 ∈ (−1/2,+∞), 𝜒𝑟 – индикатор отрезка [−𝑟, 𝑟] (см. теорему 2 и лемму 14 в [29]).
Здесь мы продолжаем изучение нулевых множеств для решений уравнения (1), а также

уравнения

𝑓
𝛼
⋆ 𝛿𝑟 = 0, (2)

где 𝛿𝑟 – чётная мера, сопоставляющая чётной непрерывной функции 𝜙 на R число 𝜙(𝑟). По-
казано, в частности, что если чётная функция 𝑓 ∈ 𝐶(R) удовлетворяет (1) и равна нулю на
(𝑟 − 𝜀, 𝑟) или (𝑟, 𝑟 + 𝜀) при некотором 𝜀 > 0, то 𝑓 = 0 на (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀). При этом интервал
нулей (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀), вообще говоря, расширить нельзя. Установлено, что подобное явление
имеет место и для решений уравнения (2). Найдены приложения этих результатов к тео-
ремам единственности для сходящихся последовательностей линейных комбинаций функций
Бесселя, теоремам о нулевых множествах для решений задачи Коши обобщенного уравнения
Эйлера-Пуассона-Дарбу и теоремам о замыкании обобщенных сдвигов.
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2. Формулировки основных результатов

Всюду в дальнейшем считаем, что 𝛼 – фиксированное число из промежутка (−1/2,+∞).
Пусть 𝐿♮,𝛼(𝐼𝑅) и 𝐿loc

♮,𝛼(𝐼𝑅) – классы чётных комплекснозначных функций на промежутке
𝐼𝑅 = (−𝑅,𝑅), соответственно суммируемых и локально суммируемых по мере

𝑑𝜇𝛼(𝑥) = |𝑥|2𝛼+1𝑑𝑥,

𝐶𝑘♮ (𝐼𝑅) – множество всех чётных 𝑘 раз непрерывно дифференцируемых функций на 𝐼𝑅, 𝒟♮(𝐼𝑅)
– совокупность всех функций класса 𝐶∞

♮ (𝐼𝑅) с компактным носителем. Множество 𝒟♮(𝐼𝑅) яв-
ляется топологическим векторным пространством с обычной топологией. Обозначим через
𝒟′
♮(𝐼𝑅) пространство всех чётных распределений на 𝐼𝑅, т.е. линейных непрерывных функци-

оналов на пространстве 𝒟♮(𝐼𝑅). Значение функционала 𝑓 ∈ 𝒟′
♮(𝐼𝑅) на функции 𝜙 ∈ 𝒟♮(𝐼𝑅)

будем записывать ⟨𝑓, 𝜙⟩. Пространство 𝐿loc
♮,𝛼(𝐼𝑅) вкладывается в 𝒟′

♮(𝐼𝑅), если для 𝑓 ∈ 𝐿loc
♮,𝛼(𝐼𝑅)

и 𝜙 ∈ 𝒟♮(𝐼𝑅) положить

⟨𝑓, 𝜙⟩ =
𝑅∫︁
0

𝑓(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝜇𝛼(𝑥).

Пусть ℰ ′
♮(R) – множество всех распределений класса 𝒟′

♮(R) с компактным носителем. Для
𝑔 ∈ ℰ ′

♮(R) положим
𝑟(𝑔) = inf{𝑟 > 0 : supp 𝑔 ⊂ 𝐼𝑟}

(supp 𝑔 – носитель распределения 𝑔, 𝐼𝑟 = [−𝑟, 𝑟]). Если 𝑓 ∈ 𝒟′
♮(𝐼𝑅) и 𝑅 > 𝑟(𝑔), то свёртка

Бесселя 𝑓
𝛼
⋆ 𝑔 определяется как распределение из 𝒟′

♮(𝐼𝑅−𝑟(𝑔)), действующее по правилу

⟨𝑓 𝛼
⋆ 𝑔, 𝜙⟩ =

⟨
𝑓(𝑥),

⟨︀
𝑔(𝑦), 𝑇𝛼𝑥 𝜙(𝑦)

⟩︀⟩
, 𝜙 ∈ 𝒟♮(𝐼𝑅−𝑟(𝑔)),

где

𝑇𝛼𝑥 𝜙(𝑦) = 𝑐𝛼

𝜋∫︁
0

𝜙
(︀√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥𝑦 cos 𝜃
)︀
(sin 𝜃)2𝛼𝑑𝜃, (3)

𝑐𝛼 =
Γ(𝛼+ 1)

√
𝜋Γ
(︀
𝛼+ 1

2

)︀ (Γ — гамма-функция).

Основные свойства этой свёртки содержатся в [28, §§ 2, 3].
В случае, когда 𝑓 ∈ 𝐿loc

♮,𝛼(𝐼𝑅) и 𝑔 – чётная комплексная мера Радона на R с носителем в

𝐼𝑟(𝑔) ⊂ 𝐼𝑅, имеем 𝑓
𝛼
⋆ 𝑔 ∈ 𝐿loc

♮,𝛼(𝐼𝑅−𝑟(𝑔)) и

(𝑓
𝛼
⋆ 𝑔)(𝑦) =

𝑟(𝑔)∫︁
0

(︀
𝑇𝛼𝑦 𝑓

)︀
(𝑥)𝑑𝑔(𝑥), 𝑦 ∈ 𝐼𝑅−𝑟(𝑔). (4)

При этом, если 𝑔 ∈ 𝐿loc
♮,𝛼(R) и 𝑟(𝑔) < 𝑅, то

(𝑓
𝛼
⋆ 𝑔)(𝑦) =

𝑟(𝑔)∫︁
0

(︀
𝑇𝛼𝑦 𝑓

)︀
(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝜇𝛼(𝑥), 𝑦 ∈ 𝐼𝑅−𝑟(𝑔). (5)

Отметим также, что оператор 𝑓 → 𝑓
𝛼
⋆ 𝑔 коммутирует с дифференциальным оператором Бес-

селя

𝐿𝛼 =
𝑑2

𝑑𝑥2
+

(2𝛼+ 1)

𝑥

𝑑

𝑑𝑥
, (6)
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т.е.
𝐿𝛼(𝑓

𝛼
⋆ 𝑔) = (𝐿𝛼𝑓)

𝛼
⋆ 𝑔 = 𝑓

𝛼
⋆ (𝐿𝛼𝑔) на 𝐼𝑅−𝑟(𝑔). (7)

Для 0 < 𝑟 < 𝑅 определим классы 𝑉𝑟(𝐼𝑅) и 𝑈𝑟(𝐼𝑅) равенствами

𝑉𝑟(𝐼𝑅) = {𝑓 ∈ 𝐿1,loc
♮,𝛼 (𝐼𝑅) : 𝑓

𝛼
⋆ 𝜒𝑟 = 0 на 𝐼𝑅−𝑟},

𝑈𝑟(𝐼𝑅) = {𝑓 ∈ 𝐿1,loc
♮,𝛼 (𝐼𝑅) : 𝑓

𝛼
⋆ 𝛿𝑟 = 0 на 𝐼𝑅−𝑟}.

Положим
𝑉∞
𝑟 (𝐼𝑅) = 𝑉𝑟(𝐼𝑅) ∩ 𝐶∞(𝐼𝑅), 𝑈∞

𝑟 (𝐼𝑅) = 𝑈𝑟(𝐼𝑅) ∩ 𝐶∞(𝐼𝑅).

В [29, § 5] было установлено, что

если 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(𝐼𝑅) и 𝑓 = 0 на 𝐼𝑟, то 𝑓 = 0 на 𝐼𝑅. (8)

Следующий результат является уточнением этого свойства класса 𝑉𝑟(𝐼𝑅).

Теорема 1. (i) Пусть 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(𝐼𝑅), 𝜀 ∈ (0, 𝑅−𝑟). Тогда если 𝑓 = 0 на (𝑟−𝜀, 𝑟) или (𝑟, 𝑟+𝜀),
то 𝑓 = 0 на (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀).

(ii) Для любого 𝜀 ∈ (0, 𝑟) существует функция 𝑓 ∈ 𝑉∞
𝑟 (R), такая что 𝑓 = 0 на (𝑟−𝜀, 𝑟+𝜀)

и 𝑟 ± 𝜀 ∈ supp 𝑓 .

Второе утверждение теоремы 1 показывает, что интервал нулей (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀) в утвержде-
нии (i), вообще говоря, расширить нельзя.

Аналогичный результат имеет место и для класса 𝑈𝑟(𝐼𝑅).

Теорема 2. (i) Пусть 𝑓 ∈ 𝑈𝑟(𝐼𝑅), 𝜀 ∈ (0, 𝑅 − 𝑟). Тогда если 𝑓 = 0 на (𝑟 − 𝜀, 𝑟) или
(𝑟, 𝑟 + 𝜀), то 𝑓 = 0 на (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀).

(ii) Для любого 𝜀 ∈ (0, 𝑟) существует функция 𝑓 ∈ 𝑈∞
𝑟 (R), такая что 𝑓 = 0 на (𝑟−𝜀, 𝑟+𝜀)

и 𝑟 ± 𝜀 ∈ supp 𝑓 .

Отметим, что несмотря на схожесть формулировок теорем 1 и 2, рассуждения для классов
𝑉𝑟(𝐼𝑅) и 𝑈𝑟(𝐼𝑅) несколько отличаются (см. § 4 ниже).

Теоремы 1 и 2 позволяют получить соответствующие результаты о замыкании обобщенных
сдвигов. Приведем одно такое утверждение, демонстрирующее применение теоремы 1.

Пусть cl𝑋𝑀 – замыкание множества 𝑀 в топологическом векторном пространстве 𝑋,
ℒ𝑖𝑛𝑀 – линейная оболочка 𝑀 .

Теорема 3. Пусть 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(R) ∩ 𝐶(R),

𝐸𝑎,𝑏 = cl𝐶(R) ℒ𝑖𝑛
{︀
𝑇𝛼𝑥 𝑓 : 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)

}︀
, 𝑎 < 𝑏.

Тогда
𝐸𝑟,𝑟+𝜀 = 𝐸𝑟−𝜀,𝑟 = 𝐸𝑟−𝜀,𝑟+𝜀, если 0 < 𝜀 < 𝑟,

и
𝐸𝑟,𝑟+𝜀 = 𝐸𝑟−𝜀,𝑟 = 𝐸0,+∞, если 𝜀 ≥ 𝑟.

Насколько нам известно, результаты такого типа для обычных сдвигов впервые встреча-
ются у Ж.П. Кахана, изучавшему задачу о возможной длине интервала нулей у ненулевых
функций из заданного подпространства, инвариантного относительно сдвигов (см., напри-
мер, [4, § 11, п. 3]).

Свойство (8) можно распространить на решения уравнения свертки Бесселя более общего
вида (см. лемму 3 ниже). Это дает возможность получить новую теорему единственности для
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сходящихся последовательностей линейных комбинаций функций Бесселя, а также теорему
единственности для решений задачи Коши обобщенного уравнения Эйлера-Пуассона-Дарбу.
Приведем точные формулировки указанных результатов.

Пусть 𝑑 > 0. Последовательность {𝑟𝑞}∞𝑞=1 положительных чисел будем называть 𝑑-
последовательностью (см. [13, часть 5, гл. 3], [30]), если существует возрастающая функция
𝜓 : [0,+∞) → [1,+∞), удовлетворяющая условиям:

∞∑︁
𝑞=1

1

𝑞𝜓(𝑞)
< +∞ и max

1≤𝑚≤𝑞

⃒⃒⃒⃒
𝑟𝑚 − 𝜋𝑚

𝑑

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝛾

𝑞

𝜓2(𝑞)
,

где постоянная 𝛾 > 0 не зависит от 𝑞.
Положим

I𝛼(𝑧) = 𝐽𝛼(𝑧)𝑧
−𝛼, 𝑧 ∈ C,

где 𝐽𝛼 – функция Бесселя первого рода порядка 𝛼.
Следующий результат относится к так называемым ”gap”-теоремам, восходящим к Н. Ви-

неру [31, гл. 7], Н. Левинсону [32, гл. 1, 2] и др.

Теорема 4. Пусть 𝛼 > −1/2,

𝑓𝑛(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑞=1

𝛾𝑞,𝑛I𝛼(𝑟𝑞𝑥), 𝛾𝑞,𝑛 ∈ C, 𝑛 ∈ N (N = {1, 2, . . .}),

где {𝑟𝑞}∞𝑞=1 – 𝑑-последовательность. Предположим, что 𝑅 > 𝑑 и 𝑓𝑛 сходится в 𝐿♮,𝛼(𝐼𝑅) к
функции 𝑓 ∈ 𝐿♮,𝛼(𝐼𝑅). Тогда если 𝑓 = 0 на 𝐼𝑑+𝜀 при некотором 𝜀 ∈ (0, 𝑅− 𝑑), то 𝑓 = 0 на 𝐼𝑅.

Некоторые аналоги теоремы 3 для целых и полуцелых значений 𝛼 были установлены в [30].
Относительно теорем единственности для негармонических рядов Фурье и их обобщений см.
также [4, § 11, п. 3], [13, часть 5, гл. 3], [14, часть 3, комментарии] и имеющиеся там ссылки.

Наш заключительный результат основан на упомянутом выше обобщении свойства (8) и
известной связи между решением задачи Коши для обобщенного уравнения Эйлера-Пуассона-
Дарбу и операторами (3) (см. [33, гл. 4, §§ 4.4, 4.5]).

Теорема 5. Пусть 𝛽 ≥ 𝛼 > −1/2, 𝑓 ∈ 𝐶2
♮ (R), 𝑈 – классическое решение задачи Коши

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+

(2𝛼+ 1)

𝑥

𝜕𝑈

𝜕𝑥
=
𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
+

(2𝛽 + 1)

𝑡

𝜕𝑈

𝜕𝑡
, 𝑥 > 0, 𝑡 > 0 (9)

𝑈(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),
𝜕𝑈

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ≥ 0. (10)

Предположим, что 𝑟 > 0, 𝜀 > 0,

𝑈(𝑥, 𝑟) = 0 при 𝑥 ∈ (0, 𝜀) и 𝑈(𝑥, 0) = 0 при 𝑥 ∈ (0, 𝑟).

Тогда 𝑈 = 0 на треугольнике 𝑇 = {0 < 𝑥 < 𝑟 + 𝜀, 0 < 𝑡 < 𝑟 + 𝜀− 𝑥}.

Справедливость теорем 1–5 будет установлена в § 4 ниже. В § 3 приводятся вспомогатель-
ные утверждения, необходимые для доказательства основных результатов.
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3. Вспомогательные утверждения

Пусть
𝜙𝜆(𝑥) = 2𝛼Γ(𝛼+ 1)I𝛼(𝜆𝑥), 𝑥 ∈ R, 𝜆 ∈ C.

Функция 𝜙𝜆 является собственной функцией оператора 𝐿𝛼, причем

𝐿𝛼𝜙𝜆 = −𝜆2𝜙𝜆. (11)

Кроме того, при 𝜆 > 0, 𝑥 ∈ R, 𝑛 ∈ Z+ (Z+ = {0, 1, 2, . . .})⃒⃒⃒⃒(︂
𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑛
𝜙𝜆(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
≤

Γ(𝛼+ 1)Γ
(︀
(𝑛+ 1)/2

)︀
√
𝜋Γ(𝛼+ 𝑛/2 + 1)

𝜆𝑛 (12)

(см., например, [29, лемма 6]).
Сферическое преобразование (преобразование Бесселя) распределения 𝑓 ∈ ℰ ′

♮(R) опреде-
ляется равенством ̃︀𝑓(𝜆) = ⟨𝑓, 𝜙𝜆⟩, 𝜆 ∈ C.

Лемма 1 ([28]). Чётная целая функция 𝑤 является сферическим преобразованием фи-
нитной функции класса 𝐶∞

♮ (R) с носителем на 𝐼𝑟 тогда и только тогда, когда для любого
𝑁 ∈ Z+ существует константа 𝐶𝑁 > 0, такая что

|𝑤(𝑧)| ≤ 𝐶𝑁
𝑒𝑟| Im 𝑧|

(1 + |𝑧|)𝑁
, 𝑧 ∈ C.

Лемма 2 ([29]). Пусть 𝑓 ∈ 𝒟′
♮(𝐼𝑅) и 𝐿𝛼𝑓 = −𝜆2𝑓 на 𝐼𝑅 при некотором 𝜆 ∈ C. Предполо-

жим, что 𝑔 ∈ ℰ ′
♮(R) и 𝑟(𝑔) < 𝑅. Тогда

𝑓
𝛼
⋆ 𝑔 = ̃︀𝑔(𝜆)𝑓 на 𝐼𝑅−𝑟(𝑔).

В частности,

𝜙𝜆
𝛼
⋆ 𝜒𝑟 = 2𝛼Γ(𝛼+ 1)𝑟2𝛼+2I𝛼+1(𝜆𝑟)𝜙𝜆. (13)

Лемма 3. Пусть 𝑔 – ненулевая функция с компактным носителем класса 𝐿loc
♮,𝛼(R) и

𝑅 ∈ (𝑟(𝑔),+∞]. Предположим, что 𝑓 ∈ 𝐿loc
♮,𝛼(𝐼𝑅), 𝑓

𝛼
⋆ 𝑔 = 0 на 𝐼𝑅−𝑟(𝑔) и 𝑓 = 0 на 𝐼𝑟(𝑔). Тогда

𝑓 = 0 на 𝐼𝑅.

Доказательство. Если функция 𝑔 является индикатором промежутка 𝐼𝑟, утверждение лем-
мы получено в [29]. В общем случае доказательство проводится аналогично. 2

Положим
𝒩𝑟,𝛼 = {𝜆 > 0 : 𝐽𝛼(𝜆𝑟) = 0}.

Детальная информация о нулях функций Бесселя содержится в [34, гл. 7, п. 7.9]. В частности,
из асимптотики нулей бесселевой функции следует, что∑︁

𝜆∈𝒩𝑟,𝛼

1

𝜆1+𝜀
< +∞ для любого 𝜀 > 0.

Лемма 4. Пусть 𝜆 ∈ 𝒩𝑟,𝛼,

𝐺𝜆(𝑥) = 𝐴𝛼,𝜆,𝑟𝜙𝜆(𝑥)𝜒𝑟(𝑥), где 𝐴𝛼,𝜆,𝑟 =
𝑟−2𝛼−2𝜆−2

2𝛼Γ(𝛼+ 1)I𝛼+1(𝜆𝑟)
.

Тогда (︀
𝐿𝛼 + 𝜆2

)︀
(𝐺𝜆) = 𝛿𝑟 в 𝒟′

♮(R). (14)
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Доказательство. Для произвольной функции 𝜓 ∈ 𝒟♮(R) имеем⟨(︀
𝐿𝛼 + 𝜆2

)︀
(𝐺𝜆), 𝜓

⟩
=
⟨︀
𝐺𝜆, (𝐿𝛼 + 𝜆2)𝜓

⟩︀
=

=
𝑟−2𝛼−2𝜆−2

I𝛼+1(𝜆𝑟)

𝑟∫︁
0

I𝛼(𝜆𝑥)(𝐿𝛼 + 𝜆2)𝜓(𝑥)𝑑𝜇𝛼(𝑥). (15)

Преобразуем этот интеграл с помощью повторного интегрирования по частям и равенств

I𝛼(𝜆𝑟) = 0,
(︀
I𝛼(𝜆𝑥)

)︀′
= −𝜆2𝑥I𝛼+1(𝜆𝑥),

𝐿𝛼 =
1

𝑥2𝛼+1

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑥2𝛼+1 𝑑

𝑑𝑥

)︂
, 𝐿𝛼𝜙𝜆 = −𝜆2𝜙𝜆

(см. (6), (11)). Находим

𝑟∫︁
0

I𝛼(𝜆𝑥)𝐿𝛼𝜓(𝑥)𝑑𝜇𝛼(𝑥) =

𝑟∫︁
0

I𝛼(𝜆𝑥)𝑑
(︀
𝑥2𝛼+1𝜓′(𝑥)

)︀
= −

𝑟∫︁
0

𝑥2𝛼+1
(︀
I𝛼(𝜆𝑥)

)︀′
𝑑𝜓(𝑥) =

= 𝜆2𝑟2𝛼+2I𝛼+1(𝜆𝑟)𝜓(𝑟) +

𝑟∫︁
0

𝜓(𝑥)
(︁
𝑥2𝛼+1

(︀
I𝛼(𝜆𝑥)

)︀′)︁′
𝑑𝑥 =

= 𝜆2𝑟2𝛼+2I𝛼+1(𝜆𝑟)𝜓(𝑟) +

𝑟∫︁
0

𝜓(𝑥)𝐿𝛼
(︀
I𝛼(𝜆𝑥)

)︀
𝑑𝜇𝛼(𝑥) =

= 𝜆2𝑟2𝛼+2I𝛼+1(𝜆𝑟)𝜓(𝑟)− 𝜆2
𝑟∫︁

0

𝜓(𝑥)I𝛼(𝜆𝑥)𝑑𝜇𝛼(𝑥).

Отсюда и из (15) получаем ⟨(︀
𝐿𝛼 + 𝜆2

)︀
(𝐺𝜆), 𝜓

⟩
= ⟨𝛿𝑟, 𝜓⟩,

что и требовалось. 2

Лемма 5. Если 𝑓 ∈ 𝑈𝑟(𝐼𝑅) и 𝑓 = 0 на 𝐼𝑟, то 𝑓 = 0 на 𝐼𝑅.

Доказательство. Фиксируем 𝜆 ∈ 𝒩𝑟,𝛼 и представим 𝛿𝑟 в виде (14). Тогда из условия и (7)
следует, что (︀

𝐿𝛼 + 𝜆2
)︀
(𝑓

𝛼
⋆ 𝐺𝜆) = 0 на 𝐼𝑅−𝑟.

Отсюда (см. [29, лемма 9])

𝑓
𝛼
⋆ 𝐺𝜆 = 𝑎𝜆𝜙𝜆 на 𝐼𝑅−𝑟,

где 𝑎𝜆 ∈ C. Поскольку 𝜙𝜆(0) = 1 и 𝑓 = 0 на (0, 𝑟), то

𝑎𝜆 =
(︀
𝑓
𝛼
⋆ 𝐺𝜆

)︀
(0) =

𝑟∫︁
0

𝐺𝜆(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝜇𝛼(𝑥) = 0.

Таким образом, 𝑓
𝛼
⋆ 𝐺𝜆 = 0 на 𝐼𝑅−𝑟. Теперь используя лемму 3, получаем требуемое. 2
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Для 𝑓 ∈ 𝐿♮,𝛼(𝐼𝑟) положим

𝑐𝜆(𝑓, 𝑟) =
21−2𝛼𝑟−2𝛼−2

Γ2(𝛼+ 1)I2𝛼(𝜆𝑟)

𝑟∫︁
0

𝑓(𝑥)𝜙𝜆(𝑥)𝑑𝜇𝛼(𝑥), 𝜆 ∈ 𝒩𝑟,𝛼+1,

𝑑𝜆(𝑓, 𝑟) =
21−2𝛼𝑟−2𝛼−4𝜆−2

Γ2(𝛼+ 1)I2𝛼+1(𝜆𝑟)

𝑟∫︁
0

𝑓(𝑥)𝜙𝜆(𝑥)𝑑𝜇𝛼(𝑥), 𝜆 ∈ 𝒩𝑟,𝛼.

Лемма 6. (i) Для того чтобы 𝑓 ∈ 𝑉∞
𝑟 (𝐼𝑅), необходимо и достаточно, чтобы

𝑓(𝑥) =
∑︁

𝜆∈𝒩𝑟,𝛼+1

𝑐𝜆(𝑓, 𝑟)𝜙𝜆(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼𝑅,

где ряд сходится в 𝐶∞(𝐼𝑅) и 𝑐𝜆(𝑓, 𝑟) = 𝑂
(︀
𝜆−𝑁

)︀
при 𝜆→ +∞ для любого 𝑁 > 0.

(ii) Для того чтобы 𝑓 ∈ 𝑈∞
𝑟 (𝐼𝑅), необходимо и достаточно, чтобы

𝑓(𝑥) =
∑︁

𝜆∈𝒩𝑟,𝛼

𝑑𝜆(𝑓, 𝑟)𝜙𝜆(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼𝑅,

где ряд сходится в 𝐶∞(𝐼𝑅) и 𝑑𝜆(𝑓, 𝑟) = 𝑂
(︀
𝜆−𝑁

)︀
при 𝜆→ +∞ для любого 𝑁 > 0.

Доказательство. Первое утверждение леммы является частным случаем теоремы 3 в [29].
Утверждение (ii) доказывается подобными рассуждениями с использованием леммы 5. 2

Лемма 7. Пусть {𝑟𝑞}∞𝑞=1 – 𝑑-последовательность. Тогда для любого 𝛿 > 0 найдётся

ненулевая функция ℎ ∈ 𝒟♮(𝐼𝑑+𝛿), такая что ̃︀ℎ(𝑟𝑞) = 0, 𝑞 ∈ N.

Доказательство. В лемме 3.1 из [13, часть 5, гл. 3] (см. также [30, лемма 1]) построена
ненулевая функция 𝑔 ∈ 𝒟♮(R) с носителем в 𝐼𝑑+𝛿, для которой

̂︀𝑔(𝑟𝑞) = ∫︁
R

𝑔(𝑥)𝑒−𝑖𝑟𝑞𝑥𝑑𝑥 = 0, 𝑞 ∈ N.

При этом для любого 𝑁 существует константа 𝑏𝑁 > 0, такая что

⃒⃒̂︀𝑔(𝑧)⃒⃒ ≤ 𝑏𝑁
𝑒𝑟(𝑔)| Im 𝑧|(︀
1 + |𝑧|

)︀𝑁 , 𝑧 ∈ C.

Отсюда и из леммы 1 получаем, что ̂︀𝑔(𝑧) = ̃︀ℎ(𝑧) для некоторой функции ℎ ∈ 𝒟♮(𝐼𝑑+𝛿). Поэтому̃︀ℎ(𝑟𝑞) = 0, 𝑞 ∈ N. 2

4. Доказательство теорем 1–5

Доказательство. [Доказательство теоремы 1] (i) Сначала рассмотрим случай, когда 𝑓 = 0
на (𝑟 − 𝜀, 𝑟). В силу леммы 3 можно считать, что 𝜀 < 𝑟. Положим

𝐹 (𝑥) =

{︃
𝑓(𝑥), если 𝑥 ∈ 𝐼𝑟

0, если 𝑟 ≤ |𝑥| < 𝑟 + 𝜀.
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Покажем, что 𝐹 ∈ 𝑉𝑟(𝐼𝑟+𝜀). Преобразуем 𝐹
𝛼
⋆ 𝜒𝑟, используя (5) и формулу

𝛾𝛼(𝑥𝑦)
2𝛼𝑇𝛼𝑥 𝐹 (𝑦) =

𝑥+𝑦∫︁
|𝑥−𝑦|

𝑡𝑓(𝑡)𝑘𝛼(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑡,

где 𝛾𝛼 = 22𝛼−1/𝑐𝛼,

𝑘𝛼(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
(︀
𝑦2 − (𝑡− 𝑥)2

)︀𝛼− 1
2
(︀
(𝑡+ 𝑥)2 − 𝑦2

)︀𝛼− 1
2

(см. (3)). При 0 < 𝑥 < 𝜀 имеем

𝛾𝛼𝑥
2𝛼
(︀
𝐹
𝛼
⋆ 𝜒𝑟

)︀
(𝑥) =

𝑟∫︁
0

𝑥+𝑦∫︁
|𝑥−𝑦|

𝑦𝑡𝐹 (𝑡)𝑘𝛼(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑡𝑑𝑦.

Меняя порядок интегрирования и учитывая, что 𝐹 = 0 на (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀), находим

𝛾𝛼𝑥
2𝛼
(︀
𝐹
𝛼
⋆ 𝜒𝑟

)︀
(𝑥) =

𝑟+𝑥∫︁
0

𝑡𝐹 (𝑡)

min{𝑟,𝑥+𝑡}∫︁
|𝑥−𝑡|

𝑦𝑘𝛼(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑡 =

=

𝑟−𝑥∫︁
0

𝑡𝐹 (𝑡)

𝑥+𝑡∫︁
|𝑥−𝑡|

𝑦𝑘𝛼(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑡.

Внутренний интеграл вычисляется с помощью формул

𝑏∫︁
𝑎

𝑦
(︀
(𝑦2 − 𝑎2)(𝑏2 − 𝑦2)

)︀𝛼− 1
2𝑑𝑦 =

Γ2
(︀
𝛼+ 1

2

)︀
2Γ(2𝛼+ 1)

(𝑏2 − 𝑎2)2𝛼,

22𝛼Γ(𝛼+ 1)Γ

(︂
𝛼+

1

2

)︂
=

√
𝜋Γ(2𝛼+ 1)

(см. [34, гл. 1, § 1.5.1, формула (13); § 1.2, формула (15)]). Тогда

(︀
𝐹
𝛼
⋆ 𝜒𝑟

)︀
(𝑥) =

𝑟−𝑥∫︁
0

𝐹 (𝑡)𝑑𝜇𝛼(𝑡) =

𝑟∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑑𝜇𝛼(𝑡) =
(︀
𝑓
𝛼
⋆ 𝜒𝑟

)︀
(0) = 0.

Тем самым 𝐹 ∈ 𝑉𝑟(𝐼𝑟+𝜀). Теперь учитывая, что 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(𝐼𝑟+𝜀), 𝐹 − 𝑓 = 0 на 𝐼𝑟 и применяя
лемму 3, получаем 𝑓 = 𝐹 на 𝐼𝑟+𝜀. В частности, 𝑓 = 0 на (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀), что и требовалось.

Пусть теперь 𝑓 = 0 на (𝑟, 𝑟 + 𝜀). Как и выше, можно считать, что 𝜀 < 𝑟. Положим

Φ(𝑥) =

{︃
𝑓(𝑥), если 𝑥 ∈ 𝐼𝑟+𝜀

0, если |𝑥| ≥ 𝑟 + 𝜀.
(16)

Тогда
Φ
𝛼
⋆ 𝜒𝑟 = 𝑓

𝛼
⋆ 𝜒𝑟 = 0 на 𝐼𝜀. (17)

Далее, для любого 𝑥 ∈ R имеем

(︀
Φ
𝛼
⋆ 1
)︀
(𝑥) =

∞∫︁
0

(︀
𝑇𝛼𝑥 1

)︀
(𝑦)Φ(𝑦)𝑑𝜇𝛼(𝑦) =

𝑟∫︁
0

Φ(𝑦)𝑑𝜇𝛼(𝑦) =
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=

𝑟∫︁
0

𝑓(𝑦)𝑑𝜇𝛼(𝑦) =
(︀
𝑓
𝛼
⋆ 𝜒𝑟

)︀
(0) = 0.

Поэтому
(1− 𝜒𝑟)

𝛼
⋆ Φ = −Φ

𝛼
⋆ 𝜒𝑟 на R

и, в частности, (1 − 𝜒𝑟)
𝛼
⋆ Φ = 0 на 𝐼𝜀 (см. (17)). Поскольку 1 − 𝜒𝑟 = 0 на 𝐼𝑟 ⊃ 𝐼𝑟(Φ), это

соотношение и лемма 3 показывают, что 𝑟(Φ) ≤ 𝑟 − 𝜀. Значит, Φ = 0 на (𝑟 − 𝜀,+∞), откуда
следует, что 𝑓 = 0 на (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀).

(ii) Пусть функция Ψ ∈ 𝐶∞
♮ (𝐼𝑟+𝜀) удовлетворяет следующим условиям: Ψ = 0 на проме-

жутке (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀), 𝑟 − 𝜀 ∈ suppΨ,

𝑟∫︁
0

Ψ(𝑥)𝑑𝜇𝛼(𝑥) = 0.

Повторяя рассуждения из доказательства утверждения (i), получаем Ψ ∈ 𝑉∞
𝑟 (𝐼𝑟+𝜀). В си-

лу (12), (13) и леммы 6 (i) функцию Ψ можно продолжить на R до функции 𝑓 класса 𝑉∞
𝑟 (R).

Это продолжение обладает требуемыми свойствами (см. утверждение (i)). 2

Доказательство. [Доказательство теоремы 2] Используя рассуждения из первого утвер-
ждения теоремы 1 и лемму 5, получаем (i) в случае, когда 𝑓 = 0 на (𝑟 − 𝜀, 𝑟). Докажем (i)
при условии, что 𝑓 = 0 на (𝑟, 𝑟 + 𝜀). В силу леммы 5 можно считать, что 𝜀 < 𝑟. Определим
функцию Φ равенством (16). Тогда из условия и (7) следует, что(︀

𝐿𝛼 + 𝜆2
)︀
(𝐺𝜆

𝛼
⋆ Φ) = 0 на 𝐼𝜀.

Как и в лемме 5, отсюда находим(︀
𝐺𝜆

𝛼
⋆ Φ
)︀
(𝑥) = 𝐴𝛼,𝜆,𝑟̃︀Φ(𝜆)𝜙𝜆(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼𝜀. (18)

С другой стороны, по лемме 2

𝐴𝛼,𝜆,𝑟
(︀
𝜙𝜆

𝛼
⋆ Φ
)︀
(𝑥) = 𝐴𝛼,𝜆,𝑟̃︀Φ(𝜆)𝜙𝜆(𝑥), 𝑥 ∈ R. (19)

Сопоставляя (18) и (19), приходим к уравнению(︀
𝐴𝛼,𝜆,𝑟𝜙𝜆 −𝐺𝜆

)︀ 𝛼
⋆ Φ = 0 на 𝐼𝜀.

Поскольку 𝐴𝛼,𝜆,𝑟𝜙𝜆 − 𝐺𝜆 = 0 на 𝐼𝑟 ⊃ 𝐼𝑟(Φ) и 𝐺𝜆 = 0 при |𝑥| > 𝑟, это соотношение и лемма 3
показывают, что 𝑟(Φ) ≤ 𝑟 − 𝜀. Поэтому Φ = 0 на (𝑟 − 𝜀,+∞) и 𝑓 = 0 на (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀). Таким
образом, первое утверждение теоремы 2 доказано.

Наконец, используя лемму 6 (ii), утверждение (i) и повторяя рассуждения из доказатель-
ства теоремы 1, получаем (ii). 2

Доказательство. [Доказательство теоремы 3] Пусть 0 < 𝜀 < 𝑟 и 𝐴 – линейный непрерывный
функционал на 𝐸𝑟−𝜀,𝑟+𝜀, равный нулю на 𝐸𝑟,𝑟+𝜀. В силу теоремы Хана-Банаха для доказатель-
ства равенства 𝐸𝑟,𝑟+𝜀 = 𝐸𝑟−𝜀,𝑟+𝜀 нужно установить, что 𝐴 = 0. По теореме Рисса-Маркова об
описании пространства, сопряженного к 𝐶(R), функционал 𝐴 является чётной комплексной
мерой Радона на R с компактным носителем. Тогда условие 𝐴

⃒⃒
𝐸𝑟,𝑟+𝜀

= 0 и формула (4) влекут
соотношение

𝑓
𝛼
⋆ 𝐴 = 0 на (𝑟, 𝑟 + 𝜀).

С другой стороны, из условия 𝑓 ∈ 𝑉𝑟(R) следует, что 𝑓
𝛼
⋆ 𝐴 ∈ 𝑉𝑟(R). Теперь применяя к

функции 𝑓
𝛼
⋆ 𝐴 теорему 1 (i), получаем 𝑓

𝛼
⋆ 𝐴=0 на (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀). Значит, 𝐴 = 0 на 𝐸𝑟−𝜀,𝑟+𝜀 и
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𝐸𝑟,𝑟+𝜀 = 𝐸𝑟−𝜀,𝑟+𝜀 при 0 < 𝜀 < 𝑟. Остальные равенства в теореме доказываются аналогично
(см. лемму 3). 2

Доказательство. [Доказательство теоремы 4] Запишем 𝑓𝑛 в виде

𝑓𝑛(𝑥) =
1

2𝛼Γ(𝛼+ 1)

𝑛∑︁
𝑞=1

𝛾𝑞,𝑛𝜙𝑟𝑞(𝑥).

В силу леммы 7 существует ненулевая функция ℎ ∈ 𝒟♮(𝐼𝑑+ 𝜀
2
), такая что ̃︀ℎ(𝑟𝑞) = 0, 𝑞 ∈ N. Для

этой функции ℎ имеем (см. лемму 2)

(︀
𝑓𝑛

𝛼
⋆ ℎ
)︀
(𝑥) =

1

2𝛼Γ(𝛼+ 1)

𝑛∑︁
𝑞=1

𝛾𝑞,𝑛̃︀ℎ(𝑟𝑞)𝜙𝑟𝑞(𝑥) = 0, 𝑛 ∈ N.

Тогда используя сходимость 𝑓𝑛 к 𝑓 , получаем 𝑓
𝛼
⋆ ℎ = 0 на 𝐼𝑅−𝑟(ℎ). Учитывая, что 𝑓 = 0 на

𝐼𝑑+𝜀 ⊃ 𝐼𝑟(ℎ), отсюда и из леммы 3 следует, что 𝑓 = 0 на 𝐼𝑅. 2

Доказательство. [Доказательство теоремы 5] Как известно (см. [33, гл. 4, §§ 4.4, 4.5]),

𝑈(𝑥, 𝑡) =
2Γ(𝛽 + 1)𝑡−2𝛽

Γ(𝛽 − 𝛼)Γ(𝛼+ 1)

𝑡∫︁
0

(𝑡2 − 𝑦2)𝛽−𝛼−1𝑇𝛼𝑥 𝑓(𝑦)𝑑𝜇𝛼(𝑦),

если 𝛽 > 𝛼, и 𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑇𝛼𝑥 𝑓(𝑡), если 𝛼 = 𝛽. Эти равенства можно записать в виде

𝑈(𝑥, 𝑡) =

{︃
2Γ(𝛽+1)𝑡−2𝛽

Γ(𝛽−𝛼)Γ(𝛼+1)

(︀
𝑓
𝛼
⋆ 𝑔𝑡
)︀
(𝑥), 𝛽 > 𝛼(︀

𝑓
𝛼
⋆ 𝛿𝑡
)︀
(𝑥), 𝛽 = 𝛼,

(20)

где

𝑔𝑡(𝑥) = (𝑡2 − 𝑥2)𝛽−𝛼−1𝜒𝑡(𝑥).

Пусть 𝛽 > 𝛼. Тогда по условию 𝑓 = 0 на (0, 𝑟) и 𝑓
𝛼
⋆ 𝑔𝑟 = 0 на (0, 𝜀). Учитывая чётность

функций 𝑓 , 𝑔𝑟 и используя лемму 3, получаем 𝑓 = 0 на (0, 𝑟 + 𝜀). Отсюда и из (20) следует
требуемое утверждение при 𝛽 > 𝛼. Случай 𝛼 = 𝛽 рассматривается аналогично (см. лемму 5).
2

5. Заключение

Результаты §§ 2, 3 и рассуждения в § 4 позволяют получить другие версии теорем 3 и 5.
Например, из леммы 3 следует равенство

cl𝐶∞(R) ℒ𝑖𝑛
{︀
𝑇𝛼𝑥 𝑓 : 0 ≤ 𝑥 < 𝑟(𝑔)

}︀
= cl𝐶∞(R) ℒ𝑖𝑛

{︀
𝑇𝛼𝑥 𝑓 : 0 ≤ 𝑥 < +∞

}︀
,

где 𝑔 – произвольная ненулевая функция класса 𝐿loc
♮,𝛼(R) с компактным носителем, а функция

𝑓 ∈ 𝐶∞
♮ (R) является решением уравнения 𝑓

𝛼
⋆ 𝑔 = 0. Кроме того, используя теорему 1, можно

установить, что решение задачи (9), (10) для 𝛽 = 𝛼+ 1 обладает следующим свойством: если
0 < 𝜀 < 𝑟, 𝑈(𝑥, 𝑟) = 0 при 0 < 𝑥 < 𝜀 и 𝑈(𝑥, 0) = 0 на (𝑟 − 𝜀, 𝑟) или (𝑟, 𝑟 + 𝜀), то 𝑈(𝑥, 𝑡) = 0 при
𝑥 ∈ (𝑟 − 𝜀, 𝑟 + 𝜀), 0 < 𝑡 < min{𝑥− 𝑟 + 𝜀, 𝑟 + 𝜀− 𝑥}.

Другие свойства решений дифференциальных уравнений, содержащих оператор Бесселя,
могут быть найдены в [13, часть 5, гл. 6], [33].
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