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Аннотация

Вопрос об изучении свойства антинормальности подгрупп является важным, так как
это свойство используется при изучении различных свойств групп (например, гиперболич-
ности групп) и различных алгоритмических проблем в группах.

В предлагаемой статье дано полное описание всех антинормальных двупорожденных
подгрупп со определенным условием, налагаемым на образующие данной подгруппы, со-
держащиеся в свободной группе ранга больше единицы.
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Abstract

The question of studying the property of antinormality of subgroups is important, since
this property is used in the study of various properties of groups (for example, hyperbolicity of
groups) and various algorithmic problems in groups.

The proposed article gives a complete description of all antinormal two-generated subgroups
with a certain condition imposed on the generators of this subgroup contained in a free group
of rank greater than one.
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1. Введение.

Определение 1. [1]. Подгруппа H группы G антинормальна в G, если для любого
𝑧 ∈ 𝐺\𝐻, 𝑧−1𝐻𝑧 ∩𝐻 = 𝐸, 𝐸 – единичная подгруппа.

Вопрос об определении антинормальных подгрупп в группах является весьма существен-
ным. Свойство антинормальности играет важную роль в изучении свободных произведении
с объединением. Отметим, что впервые это свойство было исследовано Б. Ньюманом [1] для
групп с одним определяющим соотношением с кручением. Им было показано, что всякая маг-
нусова подгруппа данного класса групп обладает свойством антинормальности. Изучением
этого свойства для подгрупп ранга два свободных групп занимались Б. Файн, А. Мясников,
Г. Розенберг [2], которые нашли необходимое и достаточное условие антинормальности этих
групп:

Определение 2. [2]. Подгруппа𝐻 группы 𝐺 называется антинормальной на образующих,
если выполняются следующие условия:

Пусть 𝐻 = ⟨𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛⟩ и 𝑔 ∈ 𝐺, тогда если 𝑔𝑣1𝑔−1, 𝑔𝑣2𝑔
−1, . . . , 𝑔𝑣𝑛𝑔

−1, то 𝑔 ∈ 𝐻.
Определение 3. Подгруппа 𝐻 называется изолированной в группе 𝐺, если ∀𝑤 ∈ 𝐺 суще-

ствует 𝑛 ∈ Z ∖ {0}, такое, что из того, что 𝑤𝑛 ∈ 𝐻, (𝑤𝑛 ̸= 1), следует, что 𝑤 ∈ 𝐻.
Будем говорить, что подгруппа H изолирована на образующих, если 𝑤𝑛 ∈ 𝐻, то суще-

ствует образующий 𝑣𝑖 = 𝑤𝑛, принадлежащий некоторой минимальной системе образующих
подгруппы 𝐻 и 𝑤 ∈ 𝐻. [2]

Теорема. [2]. Пусть свободная 𝐹 группа и пусть 𝐻 ее подгруппа ранга два, тогда 𝐻 анти-
нормальна в 𝐹 тогда и только тогда, когда 𝐻 изолирована на образующих и антинормальна
на образующих.

В данной статье автором выделен класс подгрупп ранга 2, с определенными условиями,
налагаемыми на образующие, такой, что по виду образующих рассматриваемой подгруппы
можно определить, является ли она антинормальной или нет.

Г. Баумслаг, А. Мясников и В. Ремесленников [3] указали алгоритм, позволяющий для
свободной группы определить, является ли антинормальной ее любая конечнопорожденная
подгруппа ранга больше двух.

Пусть 𝑓 – слово в свободной группе 𝐹 , обозначим 𝑓* его произвольную циклическую пе-
рестановку.

В. Н. Безверхним при решении проблемы сопряженности и степенной сопряжённости слов
в группах с одним определяющим соотношением Гуревича была получена и использована
следующая

Лемма 1. [4]. Пусть 𝐹 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛⟩ – свободная группа, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 – ее свобод-
ные образующие, 𝐻 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘, 𝑓(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛)⟩ - собственная подгруппа группы 𝐹 , та-
кая, что 𝑘 < 𝑛, 𝑓* /∈ ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘⟩ тогда, если элемент c минимален в 𝐻𝑐𝐻,𝐻𝑐𝐻 ̸= 𝐻𝐻 и
𝑐𝐻𝑐−1 ∩𝐻 ̸= 𝐸, то 𝑐𝐻𝑐−1 ∩𝐻 - циклическая группа.

Следствие. [4] Пусть 𝐻 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘, 𝑓(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛)⟩, 𝑘 < 𝑛 подгруппа группы
𝐹 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . ., 𝑎𝑛⟩ и 𝑓* /∈ ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘⟩. Если для ℎ минимального в 𝐻ℎ𝐻, 𝐻ℎ𝐻 ̸= 𝐻𝐻
и ℎ𝐻ℎ−1 ∩𝐻 - циклическая группа, то либо 𝑓 = 𝑤𝑝 для некоторого 𝑝 ∈ Z ∖ {0} и имеет место
равенство.

ℎ𝑤𝑝ℎ−1 = 𝑤𝑝

либо существует 𝑣 ∈ ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘⟩ такое, что 𝑓𝑣 = 𝑤𝑝 для некоторого 𝑝 ∈ Z ∖ {0} и имеет
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место равенство

ℎ𝑓𝑣ℎ−1 = 𝑣𝑓

Кроме того, данная лемма использовалась при описании класса гиперболических групп в
группах Гуревича [5] и групп вида

𝐺 = ⟨𝑎, 𝑏, 𝑡; 𝑡−1𝑎𝑡 = 𝑏, 𝑡−1𝑏𝑡 = 𝑓(𝑎, 𝑏)⟩[6]

Отметим, что результат об алгоритмической разрешимости антинормальности подгрупп
свободной группы, полученный Г. Баумслагом, А. Мясниковым и В. Ремесленниковым непо-
средственно следует из результата В. Н. Безверхнего [7].

2. Доказательство основного результата.

Пусть 𝐹 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛⟩ свободная группа 𝑛 > 1, 𝐻 = ⟨𝑣, 𝑤⟩ ее подгруппа, порожденная
образующими 𝑣, 𝑤, где 𝑣 = 𝑣(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛), 𝑤 = 𝑤(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛). Пусть слова 𝑣, 𝑤 удовлетво-
ряют условию:

𝑣, 𝑤 - циклически несократимы и
в произведениях 𝑣𝜀𝑤𝛿, 𝑤𝛿𝑣𝜀, 𝜀, 𝛿 ∈ {±1} нет сокращений. (*)
Пусть элемент 𝑧 ∩ 𝐹 ∖𝐻 и удовлетворяет условию:
𝑧 минимален в 𝐻𝑧𝐻 и 𝐻𝑧𝐻 ̸= 𝐻𝐻 (**)
Если 𝑧 не удовлетворяет условию (**), то используя понятие нильсеновского множества

[1], всегда свободно несократимое слово 𝑧 можно привести к указанному виду.
Рассмотрим пересечение 𝑧𝐻𝑧−1 ∩ 𝐻. Если 𝑧𝐻𝑧−1 ∩ 𝐻 не является единичной подгруп-

пой, то существует элемент ℎ ∈ 𝐻, произвольной длины в образующих группы 𝐻, такой что
𝑧ℎ𝑧−1 ∈ 𝐻, то есть элемент 𝑧ℎ𝑧−1 переписывается в образующих 𝑣, 𝑤.

Утверждение 1. Пусть образующие подгруппы 𝐻 = ⟨𝑣, 𝑤⟩, 𝑣, 𝑤 удовлетворяют условию
(*) и ℎ некоторый элемент из подгруппы 𝐻, если 𝑧𝑥ℎ𝑦𝑧−1 ∈ 𝐻 причем 𝑥 и 𝑦 некоторые
подслова образующих 𝑣±1, 𝑤±1, возможно, равные единице, и в произведениях 𝑧𝑥 и 𝑦𝑧−1

сокращений нет, то 𝑧𝑥ℎ𝑦𝑧−1 = 𝑢ℎ1𝑢
−1, где 𝑢 это образующий 𝑣±1, либо 𝑤±1.

Доказательство. Так как 𝑧𝑥ℎ𝑦𝑧−1 ∈ 𝐻, то 𝑧𝑥ℎ𝑦𝑧−1 = 𝑢ℎ1�̄�, где 𝑢 и �̄� это образую-
щие 𝑣±1, либо 𝑤±1. Предположим, что �̄� ̸= 𝑢−1, тогда так как 𝑢 = 𝑧𝑢п и �̄� = 𝑢л𝑧

−1, то в
произведении �̄�𝑢 есть сокращения, что противоречит условию (*).

Следствие. Пусть в произведении 𝑧ℎ нет сокращений. Тогда если в произведении ℎ𝑧−1

есть сокращения, то элемент 𝑧−1 сокращается полностью.
Утверждение 2. Пусть 𝑣, 𝑤 – образующие подгруппы 𝐻 = ⟨𝑣, 𝑤⟩, 𝑣, 𝑤 удовлетворяют

условию (*) и не являются словами вида
1). 𝑣 = 𝑢𝑘, или 𝑤 = �̄�𝑝

2). 𝑣 = 𝑥𝑦, 𝑤 = 𝑦𝑣𝑝𝑥,
3). 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘, 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑝.

тогда если �̃� некоторое начальное подслово образующих 𝑣±1, 𝑤±𝑙, то �̃�𝑣±𝑙�̃�−1 /∈ 𝐻 и
�̃�𝑤±𝑙�̃�−1 /∈ 𝐻.

Доказательство.

1). Рассмотрим случай �̃�𝑣𝑙�̃�−1, остальные аналогичны.
а) пусть �̃� – начальное подслово образующего 𝑣, то есть �̃� = 𝑣л и 𝑣 = 𝑣л𝑣п = 𝑣 𝑣, где

𝑣п = 𝑣, тогда �̃�𝑣𝑙�̃�−1 = 𝑣л𝑣
𝑙𝑣−1
л = 𝑣л(𝑣 𝑣)

𝑙𝑣−1
л = 𝑣(𝑣 𝑣)𝑙−1𝑣𝑣−1

л . Так как сокращений в 𝑣𝑣−1
л нет

(иначе 𝑣 циклически сократимо, либо 𝑣 является степенью, что противоречит условию), то по
утверждению 1, �̃�𝑣𝑙�̃�−1 должен заканчиваться на 𝑣−1. Тогда 𝑣𝑣−1

л = 𝑣−1
п 𝑣−1

л , тогда 𝑣 = 𝑣−1
п

чего не может быть.
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б) пусть �̃� – начальное подслово образующего 𝑤, то есть �̃� = 𝑤л и 𝑤 = 𝑤л𝑤п, и если
𝑣 = 𝑣 𝑣, где 𝑤п = 𝑣, то тогда �̃�𝑣𝑙�̃�−1 = 𝑤л𝑣

𝑙𝑤−1
л = 𝑤л(𝑣 𝑣)

𝑙𝑤−1
л = 𝑤(𝑣 𝑣)𝑙−1𝑣𝑤−1

л По следствию
утверждения 1, в произведении 𝑣𝑤−1

л либо нет сокращений, либо 𝑤−1
л сокращается полностью.

Тогда если в произведении 𝑣𝑤−1
л нет сокращений, то по утверждению 1 элемент �̃�𝑣𝑙�̃�−1

должен заканчиваться на 𝑣−1, следовательно . . . 𝑣𝑤−1
л = . . . 𝑤−1 = . . . 𝑤−1

п 𝑤−1
л и слова 𝑣 и 𝑤−1

п

имеют общий конец, но тогда в произведении vw есть сокращения, что противоречит условию
(*).

Пусть 𝑤−1
л сокращается полностью, тогда 𝑤л = 𝑣п𝑣

𝑙1 , где 𝑣 = 𝑣л𝑣п и �̃�𝑣𝑙�̃�−1 = 𝑤л(𝑣 𝑣)
𝑙
𝑤−1
л

= 𝑤(𝑣 𝑣)
𝑙−1
𝑣𝑤−1

л = 𝑤𝑣𝑣𝑙−1𝑤−1
л = 𝑤𝑣𝑣𝑙−2−𝑙1𝑣л. Отметим, что в произведении 𝑤𝑣𝑣𝑙−2−𝑙1𝑣л со-

кращений нет, поэтому так как длина |𝑤𝑣𝑣𝑙−2−𝑙1𝑣л| = |𝑤| + (𝑙 − 2 − 𝑙𝑙)|𝑣| + |𝑣| + |𝑣л|, то если
𝑤𝑣𝑣𝑙−2−𝑙1𝑣л ∈ 𝐻, должно выполняться равенство |𝑣|+ |𝑣л| = |𝑣|, либо |𝑣|+ |𝑣л| = |𝑤|.

Если |𝑣| + |𝑣л| = |𝑣|, то |𝑣| = |𝑣п|, следовательно, 𝑣п = 𝑣, тогда обозначив 𝑣л = 𝑥, и 𝑣п = 𝑦
получим, что 𝑣 = 𝑥𝑦, а 𝑤 = 𝑣п𝑣

𝑙1𝑤п = 𝑦(𝑥𝑦)𝑙1𝑥 = (𝑦𝑥)𝑙1+1, что противоречит условию.
Если |𝑣| + |𝑣л| = |𝑤|, то тогда 𝑤 = 𝑣п𝑤п = 𝑤л𝑤п, следовательно, 𝑣п = 𝑤л и

�̃�𝑣𝑙�̃�−1 = 𝑤л𝑣
𝑙𝑤−1

л = 𝑣п(𝑣л𝑣п)
𝑙𝑣−1
п = (𝑣п𝑣л)

𝑙 и �̃�𝑣𝑙�̃�−1 ∈ 𝐻 только если 𝑣 = 𝑥𝑦, 𝑤 = 𝑦𝑣𝑝𝑥,
или 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘, 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑝, что противоречит условию.

2

Лемма 1.Пусть образующие подгруппы𝐻 = ⟨𝑣, 𝑤⟩, 𝑣, 𝑤 удовлетворяют условию (*), а эле-
мент 𝑧 – условию (**), тогда если и произведении 𝑧ℎ и в произведении ℎ𝑧−1 есть сокращения,
то 𝑧ℎ𝑧−1 /∈ 𝐻, (ℎ некоторый элемент из подгруппы 𝐻) кроме случая, когда 𝑣 = 𝑥𝑦,𝑤 = 𝑦𝑥,
где 𝑥 = 𝑥(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛), 𝑦 = 𝑦(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) слова в образующих (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛).

Доказательство. Предположим противное. Пусть 𝑧ℎ𝑧−1 ∈ 𝐻, то есть элемент 𝑧ℎ𝑧−1

переписывается в образующих 𝑣, 𝑤. Принимая во внимание условие (*) можно считать, что
ℎ = 𝑣ℎ1𝑣

−1 (остальные случаи аналогичны). Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑧л𝑣
−1
л 𝑣л𝑣пℎ1𝑣

−1
п 𝑣−1

л 𝑣л𝑧
−1
л =

= 𝑧л𝑣пℎ1𝑣
−1
п 𝑧−1

л и ℎ1 ̸= 𝑒.
Утверждение 3. Элемент ℎ1 начинается на некоторый образующий 𝑢 из {𝑣𝜀, 𝑤𝛿, 𝜀, 𝛿 ∈

∈ {±1}}, а заканчивается на 𝑢−1.
Доказательство. Пусть ℎ1 = 𝑢ℎ2�̄�, где 𝑢 и �̄� это образующие 𝑣±1, либо 𝑤±1. Предполо-

жим, что �̄� ̸= 𝑢−1, тогда если |ℎ1| > 1, то 𝑧л𝑣пℎ1𝑣−1
п 𝑧−1

л = 𝑧л𝑣п𝑢л𝑢пℎ2�̄�л�̄�п𝑣
−1
п 𝑧−1

л начинается
на некоторый образующий из { 𝑣𝜀, 𝑤𝛿, 𝜀, 𝛿 ∈ { ±1} , равный 𝑧л𝑣п𝑢л и так как в произведени-
ях 𝑧л𝑣п и 𝑣−1

п 𝑧−1
л сокращений нет, то по утверждению 1 𝑧л𝑣пℎ1𝑣−1

п 𝑧−1
л заканчивается на тот

же образующий, только в степени -1. То есть �̄�−1
п = 𝑢л, но тогда в произведении �̄�𝑢 есть

сокращения, что противоречит условию (*).
Если |ℎ1| = 1, то 𝑧л𝑣пℎ1𝑣−1

п 𝑧−1
л = 𝑧л𝑣п𝑢л𝑢п𝑣

−1
п 𝑧−1

л , и так как в произведениях 𝑧л𝑣п𝑢л и
𝑢п𝑣

−1
п 𝑧−1

л нет сокращений, то по утверждению 1, 𝑧л𝑣п𝑢л𝑢п𝑣−1
п 𝑧−1

л начинается на некоторый
образующий и заканчивается на тот же образующий, только в степени -1, что невозможно.

2

Вернемся к доказательству леммы.

Рассмотрим элемент 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑧л𝑣пℎ1𝑣
−1
п 𝑧−1

л , тогда по утверждению 1 элемент 𝑧л𝑣пℎ1𝑣−1
п 𝑧−1

л

начинается на образующий 𝑢1, 𝑢1 ∈ {𝑣𝜀, 𝑤𝛿}, 𝜀, 𝛿 ∈ {±1} и заканчивается на образующий 𝑢−1
1 .

То есть 𝑧л𝑣пℎ1𝑣−1
п 𝑧−1

л = 𝑢1𝑥1ℎ3𝑥
−1
1 𝑢−1

1 причем | ℎ3 |<| ℎ1 | и по утверждению 3, 𝑥1 - подслово
одного и того образующего из образующих 𝑣𝜀, 𝑤𝜀, 𝛿 ∈ {±1}. Для элемента 𝑥1ℎ3𝑥

−1
1 справед-

ливы утверждения 1, 3.
Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑢1𝑥1ℎ3𝑥

−1
1 𝑢−1

1 = 𝑢1𝑢2𝑥2ℎ4𝑥
−1
2 𝑢−1

2 𝑢−1
1 , где 𝑥2 подслово одного из образующих

𝑣𝜀, 𝑤𝛿, 𝜀, 𝛿 ∈ {±1}, причем ℎ4 ̸= 𝑒 и | ℎ4 |<| ℎ3 |.
Рассуждая аналогичным образом, получим что 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑘𝑥𝑢

𝑙𝑥−1𝑢−1
𝑘 . . . 𝑢−1

2 𝑢−1
1 ,

где 𝑢1, 𝑢2, · · · , 𝑢𝑘, 𝑢 ∈ {𝑣𝜀, 𝑤𝛿}, 𝜀, 𝛿 ∈ {±1}, 𝑥-подслово одного из образующих 𝑣𝜀, 𝑤𝛿, 𝜀, 𝛿 ∈{±1}.
Если 𝑧ℎ𝑧−1 ∈ 𝐻, то так как 𝑢1𝑢2 · · ·𝑢𝑘 ∈ 𝐻, то элемент 𝑥𝑢𝑙𝑥−1 тоже должен принадлежать

подгруппе 𝐻. Но так как по утверждению 2 𝑥𝑢𝑙𝑥−1 /∈ 𝐻 следовательно, и 𝑧ℎ𝑧−1 /∈ 𝐻.
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Лемма 2. Пусть 𝑣, 𝑤 - образующие подгруппы 𝐻 = ⟨𝑣, 𝑤⟩, 𝑣, 𝑤 удовлетворяют условию
(*), а элемент 𝑧 – условию (**), тогда если выполняются следующие условия, то 𝑧𝐻𝑧−1 ∩𝐻 –
циклическая подгруппа.

1). 𝑣 = 𝑢𝑘, 𝑤 = 𝑤(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) - произвольное слово от образующих (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) удо-
влетворяющее условию (*), 𝑧 = 𝑢𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘;

2). 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥,𝑤 = (𝑦𝑥)𝑝𝑦, 𝑝 ∈ {0, 1, 2, . . . .}, 𝑧 = (𝑥𝑦)𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘;
3). 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥,𝑤 = (𝑦𝑥)𝑙𝑣𝑝(𝑥𝑦)𝑙, 𝑧 = (𝑥𝑦)𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘, 𝑝 ∈ {0, 1, 2, . . . .};
4). 𝑣 = 𝑥𝑦,𝑤 = 𝑦𝑣𝑝𝑥, 𝑧 = 𝑥;
5). 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘, 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑝, 𝑧 = 𝑥, 𝑝 ⩾ 1, 𝑘 ⩾ 1;
Доказательство. Рассмотрим следующие случаи.
1). Пусть 𝑣 = 𝑢𝑘, 𝑤 = 𝑤(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) - произвольное слово от образующих (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛)

удовлетворяющее условию (*).
Пусть 𝑧 = 𝑢𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘, тогда 𝑢𝑙𝑣𝑝𝑢−𝑙 = 𝑣𝑝.
Рассмотрим произвольный элемент ℎ ∈ 𝐻. Покажем, что если ℎ содержит образующий

𝑤, то 𝑧ℎ𝑧−1 /∈ 𝐻. Пусть ℎ = 𝑤ℎ1, тогда так как элемент 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑢𝑙𝑤ℎ1𝑢
−𝑙 начинается на 𝑣,

получаем, что 𝑣 = 𝑢𝑘 = 𝑢𝑙𝑤л, следовательно, 𝑤л = 𝑢𝑘−𝑙 и 𝑤 = 𝑢𝑘−𝑙𝑤п, но тогда в произведении
𝑤−1𝑣 есть сокращения, что противоречит условию (*). Поэтому 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑢𝑙𝑤ℎ1𝑢

−𝑙 /∈ 𝐻. Если
ℎ = 𝑣𝑝𝑤ℎ1, то 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑧𝑣𝑝𝑧−1𝑧𝑤ℎ1𝑧

−1 = 𝑣𝑝𝑧𝑤ℎ1𝑧
−1 и так как 𝑢𝑙𝑤ℎ1𝑢−𝑙 /∈ 𝐻, то и 𝑧ℎ𝑧−1 /∈ 𝐻,

следовательно 𝑧𝐻𝑧−1 ∩𝐻 – циклическая подгруппа.
Замечание. (справедливо для случаев 2)-3). Если элемент 𝑧ℎ𝑧−1 принадлежит подгруппе

𝐻, то очевидно, что ℎ ̸= 𝑣−1ℎ1.
2). 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥,𝑤 = (𝑦𝑥)𝑝𝑦, 𝑧 = (𝑥𝑦)𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘.
Рассмотрим принадлежит ли элемент 𝑧ℎ𝑧−1 подгруппе 𝐻.
Пусть ℎ = 𝑤ℎ1, тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑧𝑤ℎ1𝑧

−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑦𝑥)𝑝𝑦ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙 начинается на образующий

𝑣 и имеем 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, что невозможно, так как противоречит условию (*).
Пусть ℎ = 𝑣ℎ1. Тогда 𝑧𝑣ℎ1𝑧−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ1(𝑥𝑦)

−𝑙 = 𝑣(𝑦𝑥)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙.

Элемент (𝑦𝑥)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙 должен начинаться на образующий 𝑤, иначе, если (𝑦𝑥)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)

−𝑙

начинается на 𝑣, то 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, если (𝑦𝑥)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙 начинается на 𝑤−1, то 𝑦 = 𝑦−1, что тоже

невозможно.
Пусть ℎ1 = 𝑒, тогда (𝑦𝑥)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)

−𝑙 = (𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)−𝑙 = (𝑦𝑥)𝑝𝑦ℎ2. Тогда, если 𝑙 ⩽ 𝑝,
то 𝑦 = 𝑦−1, что невозможно. Если же 𝑙 > 𝑝, то тогда ℎ2 = 𝑥(𝑦𝑥)𝑙−𝑝−1(𝑥𝑦)−𝑙, причем
элемент 𝑥(𝑦𝑥)𝑙−𝑝−1(𝑥𝑦)−𝑙 должен начинаться на образующий 𝑣, что невозможно, так как
| 𝑥(𝑦𝑥)𝑙−𝑝−1(𝑥𝑦)−𝑙 |=| 𝑥 | +(| 𝑥 | + | 𝑦 |)(2𝑙 − 𝑝− 1) <| 𝑣 |=| 𝑥 | +(| 𝑥 | + | 𝑦 |)𝑘, 2𝑙 ⩽ 𝑘.

Пусть ℎ1 = 𝑤, тогда (𝑦𝑥)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)
𝑙 = (𝑦𝑥)𝑙(𝑦𝑥)𝑝𝑦(𝑥𝑦)−𝑙 = 𝑦(𝑥𝑦)𝑙+𝑝(𝑥𝑦)−𝑙 = (𝑦𝑥)𝑝𝑦 = 𝑤 и

𝑧𝑣𝑤𝑧−1 = 𝑣𝑤, следовательно, 𝑧(𝑣𝑤)𝑠𝑧−1 = (𝑣𝑤)𝑠.
Пусть ℎ = 𝑣2ℎ1. Тогда 𝑧𝑣2ℎ1𝑧−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥(𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ1(𝑥𝑦)

−𝑙 = 𝑣(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙. Если

элемент (𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ1(𝑥𝑦)−𝑙 начинается на образующий 𝑤, то (𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ1(𝑥𝑦)−𝑙 = (𝑦𝑥)𝑝𝑦ℎ2 и
если 𝑝 ⩾ 𝑙, то либо 𝑥 = 𝑦, либо 𝑥 = 𝑦�̄�, либо 𝑦 = 𝑥𝑦, что противоречит условию (*). Если 𝑝 < 𝑙,
то из (𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ1(𝑥𝑦)

−𝑙 = (𝑦𝑥)𝑝𝑦ℎ2 следует, что (𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙 = 𝑤(𝑥𝑦)𝑙−𝑝−1𝑥(𝑦𝑥)𝑘𝑥ℎ1

(𝑥𝑦)−𝑙, но тогда элемент (𝑥𝑦)𝑙−𝑝−1𝑥(𝑦𝑥)𝑘𝑥ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙 должен начинаться на образующий 𝑣, тогда

𝑥 = 𝑦�̄�, либо 𝑦 = 𝑥𝑦, что противоречит условию (*).
Пусть ℎ = 𝑣𝑤−1ℎ1.
Тогда 𝑧𝑣𝑤−1ℎ1𝑧

−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥𝑦−1(𝑥−1𝑦−1)𝑝ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙 = 𝑣(𝑦𝑥)𝑙𝑦−1(𝑥−1𝑦−1)𝑝ℎ1(𝑥𝑦)

−𝑙, и эле-
мент (𝑦𝑥)𝑙𝑦−1(𝑥−1𝑦−1)𝑝ℎ1(𝑥𝑦)

−𝑙 должен начинаться на образующий 𝑤, поэтому получаем, что
𝑦−1 = 𝑦, что невозможно.

Если ℎ = 𝑣𝑤2ℎ1, то 𝑧ℎ𝑧−1 /∈ 𝐻, так как 𝑧𝑣𝑤2ℎ1𝑧
−1 = 𝑧𝑣𝑤𝑧−1𝑧𝑤ℎ1𝑧

−1 = 𝑣𝑤𝑧𝑤ℎ1𝑧
−1 и

𝑧𝑤ℎ1𝑧
−1 /∈ 𝐻.

Пусть ℎ = 𝑤−1ℎ1, тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑦−1𝑥−1)𝑝𝑦−1ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙, и в произведении 𝑧ℎ есть

сокращения. Рассмотрим следующие случаи:
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Если ℎ1 = ℎ2𝑤, то тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑦−1𝑥−1)𝑝𝑦−1ℎ2(𝑦𝑥)
𝑝𝑦(𝑥𝑦)−𝑙 и в произведении ℎ𝑧−1

тоже есть сокращения, тогда по лемме 1 𝑧ℎ𝑧−1 /∈ 𝐻.
Если ℎ1 = ℎ2𝑤

−1, то 𝑧ℎ𝑧−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑦−1𝑥−1)𝑝𝑦−1ℎ2(𝑦
−1𝑥−1)𝑝𝑦−1(𝑥𝑦)−𝑙, в произведении ℎ𝑧−1

нет сокращений. Получаем, что элемент 𝑧ℎ𝑧−1 должен заканчиваться на образующий 𝑣−1, то-
гда 𝑥−1𝑦−1 = 𝑦−1𝑥−1, следовательно, 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 что невозможно, так как противоречит условию
(*).

Если ℎ1 = ℎ2𝑣
±1, то рассмотрим элемент (𝑧ℎ𝑧−1)−1 = 𝑧ℎ−1𝑧−1, где ℎ−1 начинается на

образующий 𝑣∓1, и для которого справедливо все вышесказанное.
Таким образом, получаем, что 𝑧ℎ𝑧−1 ∈ 𝐻 ⇔ ℎ = (𝑣𝑤)𝑠.
3). 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥,𝑤 = (𝑦𝑥)𝑙𝑣𝑝(𝑥𝑦)𝑙, 𝑧 = (𝑥𝑦)𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘;
Рассмотрим следующие случаи. 𝑣𝑝 = 1
Пусть ℎ = 𝑣2𝑤.
Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑧𝑣2𝑤𝑧−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥(𝑥𝑦)𝑘𝑥(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)−𝑙 = 𝑣(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥(𝑦𝑥)𝑙 =

= 𝑣(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘−𝑙(𝑥𝑦)𝑙𝑥 = 𝑣𝑤(𝑥𝑦)𝑘𝑥 = 𝑣𝑤𝑣. Таким образом, 𝑧(𝑣2𝑤)𝑠𝑧−1 = (𝑣𝑤𝑣)𝑠.
Пусть ℎ = 𝑣𝑤ℎ1.
Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑧𝑣𝑤ℎ1𝑧

−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙 = 𝑣(𝑦𝑥)𝑙(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)

−𝑙. Эле-
мент (𝑦𝑥)𝑙(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)

−𝑙 должен начинаться на образующий 𝑤, иначе или 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, что
противоречит условию (*), или 𝑦𝑥 = (𝑦𝑥)−1, что невозможно. Но тогда (𝑦𝑥)𝑙(𝑦𝑥)𝑙 = (𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑙,
следовательно, 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, что противоречит условию (*).

Пусть ℎ = 𝑤ℎ1.
Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑧𝑤ℎ1𝑧

−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙 , причем этот элемент должен начинаться

на образующий 𝑣, тогда (𝑥𝑦)𝑙(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ2 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘−1𝑥ℎ2, следовательно,

𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, что противоречит условию (*).
Пусть ℎ = 𝑣3ℎ1.
Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑧𝑣3ℎ1𝑧

−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥(𝑥𝑦)𝑘𝑥(𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ1𝑧
−1 = 𝑣(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥(𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ1𝑧

−1 =
= 𝑣(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘−𝑙𝑥(𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ1𝑧

−1 = 𝑣𝑤(𝑥𝑦)𝑘−𝑙𝑥(𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ1𝑧
−1.

Элемент (𝑥𝑦)𝑘−𝑙𝑥(𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ1𝑧
−1 должен начинаться на 𝑣. Тогда, так как (𝑥𝑦)𝑘−𝑙𝑥𝑥𝑦 . . . =

= (𝑥𝑦)𝑘−𝑙𝑥𝑦𝑥 . . ., 2𝑙 ⩽ 𝑘 то получим, что 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, что противоречит условию (*).
Таким образом, элемент ℎ начинаться на 𝑣𝑝, где 𝑝 > 2, или 𝑝 = 1, не может, равно как и

на 𝑤±1 и на 𝑣𝑤.
Пусть ℎ = 𝑣2𝑤2ℎ1.
Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑧𝑣2𝑤2ℎ1𝑧

−1 = 𝑧𝑣2𝑤𝑧−1𝑧𝑤ℎ1𝑧
−1 = 𝑣𝑤𝑣𝑧(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑙ℎ1𝑧

−1 = 𝑣𝑤𝑣𝑧𝑤ℎ1𝑧
−1, но

𝑧𝑤ℎ1𝑧
−1 /∈ 𝐻, следовательно, и 𝑣𝑤𝑣𝑧𝑤ℎ1𝑧−1 /∈ 𝐻.

Пусть ℎ = 𝑣2𝑤−1ℎ1.
Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑧𝑣2𝑤−1ℎ1𝑧

−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥(𝑥𝑦)𝑘𝑥(𝑦−1𝑥−1)𝑙(𝑥−1𝑦−1)𝑙ℎ1𝑧
−1 =

= 𝑣(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘−𝑙𝑥(𝑦−1𝑥−1)𝑙(𝑥−1𝑦−1)𝑙ℎ1𝑧
−1 = 𝑣𝑤(𝑥𝑦)𝑘−𝑙𝑥(𝑦−1𝑥−1)𝑙(𝑥−1𝑦−1)𝑙ℎ1𝑧

−1.
Рассмотрим элемент (𝑥𝑦)𝑘−𝑙𝑥(𝑦−1𝑥−1)𝑙(𝑥−1𝑦−1)𝑙ℎ1𝑧

−1. Он должен начинаться на 𝑣, тогда
(𝑥𝑦)𝑘−𝑙𝑥𝑦−1𝑥−1 · · · = (𝑥𝑦)𝑘−𝑙𝑥𝑦 · · · , из чего следует, что 𝑦−1 = 𝑦, чего не может быть.

Из всего вышесказанного получаем, что элемент ℎ может начинаться только на 𝑣2𝑤, тогда
𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑧𝑣2𝑤ℎ1𝑧

−1 = 𝑣𝑤𝑣𝑧ℎ1𝑧
−1 = 𝑣𝑤𝑣(𝑥𝑦)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)

−𝑙. Таким образом, либо 𝑧𝑣2𝑤ℎ1𝑧−1 /∈ 𝐻,
либо 𝑧(𝑣2𝑤)𝑠𝑧−1 = (𝑣𝑤𝑣)𝑠, тогда 𝑧𝐻𝑧−1 ∩𝐻 – циклическая подгруппа.

Пусть 𝑣𝑝 ̸= 1. Рассмотрим элемент ℎ = 𝑣2𝑤.
Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥(𝑥𝑦)𝑘𝑥(𝑦𝑥)𝑙𝑣𝑝(𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)−𝑙 = 𝑣(𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘−𝑙𝑥(𝑦𝑥)𝑙𝑣𝑝 = 𝑣𝑤𝑣𝑝+1.

Таким образом, 𝑧(𝑣2𝑤)𝑠𝑧−1 = (𝑣𝑤𝑣𝑝+1)𝑠. Остальная часть доказательства аналогична преды-
дущему случаю.

4). 𝑣 = 𝑥𝑦,𝑤 = 𝑦𝑣𝑝𝑥, 𝑧 = 𝑥. Рассмотрим элемент ℎ = 𝑤𝑠.
Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑧𝑤𝑠𝑧−1 = 𝑥(𝑦𝑣𝑝𝑥)𝑠𝑥−1 = (𝑥𝑦𝑣𝑝)𝑠 = (𝑣𝑝+1)𝑠. Таким образом, 𝑧(𝑤)𝑠𝑧−1 =

= (𝑣𝑝+1)𝑠.
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Пусть ℎ = 𝑣ℎ1.
Тогда элемент 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑥𝑥𝑦ℎ1𝑥

−1 должен начинаться на 𝑣. Тогда 𝑥𝑥𝑦ℎ1𝑥−1 = 𝑣ℎ̄ = 𝑥𝑦ℎ̄,
где ℎ̄ ∈ 𝐻. Отсюда либо 𝑥 = 𝑦, что невозможно, либо 𝑥 = 𝑦�̄�, либо 𝑦 = 𝑥𝑦. Если 𝑥 = 𝑦�̄�, то
𝑣 = 𝑦�̄�𝑦 и в произведении 𝑣−1𝑤 есть сокращения, что противоречит условию (*). Если 𝑦 = 𝑥𝑦,
то 𝑤 = 𝑥𝑦𝑣𝑝𝑥 и в произведении 𝑣−1𝑤 есть сокращения. Таким образом, если 𝑧ℎ𝑧−1 ∈ 𝐻, то
элемент ℎ не может начинаться на 𝑣.

Пусть ℎ = 𝑣−1ℎ1.
Тогда элемент 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑥𝑦−1𝑥−1ℎ1𝑥

−1 должен начинаться на 𝑣. Но тогда 𝑦−1 = 𝑦, чего не
может быть. Таким образом, если 𝑧ℎ𝑧−1 ∈ 𝐻, то элемент ℎ не может начинаться на 𝑣−1.

Пусть ℎ = 𝑤𝑠ℎ1.
Тогда элемент 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑥𝑤𝑠ℎ1𝑥

−1 должен начинаться на 𝑣. Тогда 𝑥𝑤𝑠ℎ1𝑥−1 =
= 𝑥(𝑦𝑣𝑝𝑥)𝑠ℎ1𝑥

−1 = (𝑣𝑝+1)𝑠𝑥ℎ1𝑥
−1. Если элемент 𝑧ℎ𝑧−1 ∈ 𝐻, то и элемент 𝑥ℎ1𝑥−1 ∈ 𝐻. Тогда

так как элемент ℎ1 не может начинаться на 𝑣±1, то ℎ1 = 1 и 𝑧(𝑤)𝑠𝑧−1 = (𝑣𝑝+1)𝑠 и 𝑧𝐻𝑧−1 ∈ 𝐻
– циклическая подгруппа.

5). 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘, 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑝, 𝑧 = 𝑥.
Рассмотрим элемент ℎ = 𝑤𝑘.
Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑧𝑤𝑘𝑧−1 = 𝑥(𝑦𝑥)𝑝𝑘𝑥−1 = (𝑥𝑦)𝑝𝑘 = 𝑣𝑝. Таким образом, 𝑧(𝑤)𝑘𝑧−1 = 𝑣𝑝 и

𝑧𝐻𝑧−1 ∈ 𝐻 – циклическая подгруппа.
Остальная часть доказательства аналогична предыдущему случаю 4.
2

Следствие. Пусть 𝑣, 𝑤 - образующие подгруппы 𝐻 = ⟨𝑣, 𝑤⟩, 𝑣, 𝑤 удовлетворяют условию
леммы 2, тогда 𝑧𝐻𝑧−1

⋂︀
𝐻 – циклическая подгруппа, а именно, если

1). 𝑣 = 𝑢𝑘, 𝑤 = 𝑤(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) – произвольное слово от образующих 𝑎, 𝑏 удовлетворяющее
условию (*), 𝑧 = 𝑢𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘, то 𝑢𝑙⟨𝑣𝑝⟩𝑢−𝑙 = ⟨𝑣𝑝⟩.

2). 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥, 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑝𝑦, 𝑝 ∈ {0, 1, 2, . . .}, 𝑧 = (𝑥𝑦)𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘, то 𝑧⟨(𝑣𝑤)𝑠⟩𝑧−1 = ⟨(𝑣𝑤)𝑠⟩.
3). 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥, 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑙𝑣𝑝(𝑥𝑦)𝑙, 𝑧 = (𝑥𝑦)𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘, 𝑝 ∈ {0, 1, 2, . . .}, то 𝑧⟨(𝑣2𝑤)𝑠⟩𝑧−1 =

= ⟨(𝑣𝑤𝑣𝑝+1)
𝑠⟩.

4). 𝑣 = 𝑥𝑦, 𝑤 = 𝑦𝑣𝑝𝑥, 𝑧 = 𝑥, то 𝑧⟨(𝑤)𝑠⟩𝑧−1 = ⟨(𝑣𝑝+1)
𝑠⟩.

5). 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘, 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑝, 𝑧 = 𝑥, 𝑝 ⩾ 1, 𝑘 ⩾ 1, то 𝑧⟨(𝑤)𝑘⟩𝑧−1 = ⟨𝑣𝑝⟩.
Лемма 3. Пусть 𝑣, 𝑤 - образующие подгруппы 𝐻 = ⟨𝑣, 𝑤⟩, 𝑣, 𝑤 удовлетворяют условию

(*), а элемент z – условию (**), и слова 𝑣 и 𝑤 не имеют вид 1) – 5). тогда 𝑧𝐻𝑧−1
⋂︀
𝐻 = Е.

Доказательство.

Пусть слова 𝑣 и 𝑤 не имеют вид 1) – 5). Покажем, что тогда 𝑧𝐻𝑧−1
⋂︀
𝐻 = Е, то есть

𝑧𝐻𝑧−1 /∈ 𝐻. Другими словами, элемент 𝑧𝐻𝑧−1 не переписывается в образующих 𝑣 и 𝑤. Пусть
𝑧 есть начальное подслово образующего 𝑣, то есть 𝑧 = 𝑣л, где 𝑣 = 𝑣л𝑣п и | 𝑣л |⩽| 𝑣л |.
Случай, когда 𝑧 есть начальное подслово образующего 𝑤 – аналогичен. Элемент ℎ может
начинаться на 𝑣 или 𝑤. Отметим, что на 𝑣−1 он начинаться не может, так как тогда получим,
что 𝑣л𝑣п = 𝑣л𝑣

−1
п , следовательно, 𝑣п = 𝑣−1

п ,чего не может быть.
Так как по условию 𝑣 ̸= 𝑥𝑦 и 𝑤 ̸= 𝑦𝑥 одновременно, то если произведениях 𝑧ℎ и ℎ𝑧−1

есть сокращения, то по лемме 1 𝑧ℎ𝑧−1 /∈ 𝐻, поэтому будем считать, что в произведении 𝑧ℎ
сокращений нет. (Второй случай аналогичен).

Рассмотрим следующие случаи:
I. Элемент ℎ начинается на 𝑣, то есть ℎ = 𝑣ℎ1.
Пусть тогда элемент 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑣л𝑣л𝑣пℎ1𝑣

−1
л = ℎ* ∈ 𝐻. Так как ℎ* ∈ 𝐻, то ℎ* должен

начинаться на образующий 𝑣. Если же он начинается на образующий 𝑤𝛿, 𝛿 = ±1, то тогда
получаем, что 𝑣 = 𝑣л𝑣п, 𝑤𝛿 = 𝑣л𝑤п, следовательно, в произведении 𝑣−1𝑤𝛿 есть сокращения,
что противоречит условию (*).

Таким образом, 𝑣л𝑣л𝑣пℎ1𝑣−1
л = 𝑣л𝑣пℎ̄1 и | 𝑣л |⩽| 𝑣п |. Теперь, если | 𝑣л |=| 𝑣п |, то 𝑣л = 𝑣п и

𝑣 = 𝑣2л, 𝑧 = 𝑣л и мы имеем уже рассмотренный случай 1).
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Пусть |𝑣л| < |𝑣п|. Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑣л𝑣л𝑣пℎ1𝑣
−1
л = 𝑣л𝑣пℎ̄1, следовательно, 𝑣п = 𝑣л𝑣пп, если

|𝑣пп| > |𝑣л|, то в общем случае имеем 𝑣 = 𝑣𝑘л𝑣пп, где |𝑣пп| < |𝑣л|.
Тогда 𝑣л 𝑣л . . . 𝑣л⏟  ⏞  

𝑘 раз

𝑣пп . . . = 𝑣л . . . 𝑣л⏟  ⏞  
𝑘 раз

𝑣пп . . ., следовательно, 𝑣л = 𝑣пп𝑣𝑐. Тогда 𝑣 = (𝑣пп𝑣𝑐)
𝑘𝑣пп,

обозначив 𝑣пп = 𝑥, 𝑣𝑐 = 𝑦, получим, что 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥, 𝑧 = (𝑥𝑦)𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘. Таким образом, если
элемент ℎ начинается на 𝑣, и 𝑣 не является истинной степенью, то 𝑧ℎ𝑧−1 переписывается в
образующих 𝑣 и 𝑤, тогда и только тогда, когда 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥, 𝑧 = (𝑥𝑦)𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘.

𝑧ℎ𝑧−1 = (𝑥𝑦)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥(𝑦𝑥)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)

−𝑙 = 𝑣(𝑦𝑥)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙.

Рассмотрим элемент ℎ̃ = (𝑦𝑥)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙. Он может начинаться только на образующий 𝑤. Ина-

че, имеем либо 𝑣 является истинной степенью, либо 𝑦−1 = 𝑦, чего не может быть. Тогда
𝑤 = (𝑦𝑥)𝑙𝑤п.

Если ℎ1 = 1, тогда ℎ̃ = (𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)−𝑙 = 𝑤, что противоречит условию (*).
Пусть ℎ1 ̸= 1.
А) пусть в произведении ℎ1(𝑥𝑦)−𝑙 нет сокращений, тогда по утверждению 1 𝑧ℎ𝑧−1 закан-

чивается на 𝑣−1. Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑣(𝑦𝑥)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙 = 𝑣(𝑦𝑥)𝑙ℎ2(𝑦𝑥)

−𝑙𝑣−1, (утверждение 3). Если
𝑧ℎ𝑧−1 ∈ 𝐻, то и (𝑦𝑥)𝑙ℎ2(𝑦𝑥)

−𝑙 ∈ 𝐻.
Рассмотрим элемент (𝑦𝑥)𝑙ℎ2(𝑦𝑥)−𝑙, который должен начинаться на образующий 𝑤. Так как

в произведениях (𝑦𝑥)𝑙ℎ2(𝑦𝑥)
−𝑙 нет сокращений, то по утверждению 1 он заканчивается на 𝑤−1.

Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑣𝑤𝑥1ℎ2𝑥
−1
1 𝑤−1𝑣−1, где 𝑥1 – есть подслово образующих 𝑣 или 𝑤. Очевидно,

что ℎ2 ̸= 1. Отметим, что |ℎ| > |ℎ1| > |ℎ2|.
Рассуждая аналогичным образом, получим что 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑘�̃�𝑢

𝑙�̃�−1𝑢−1
𝑘 . . . 𝑢−1

2 𝑢−1
1 ,

где 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑘, 𝑢 ∈ {𝑣𝜀, 𝑤𝛿}, 𝜀, 𝛿 ∈ {±1}, �̃� подслово одного из образующих 𝑣𝜀, 𝑤𝛿, 𝜀, 𝛿 ∈ {±1}.
Если 𝑧ℎ𝑧−1 ∈ 𝐻, то так как 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑘 ∈ 𝐻, то элемент �̃�𝑢𝑙�̃�−1 тоже должен принадлежать

подгруппе 𝐻. Но тогда по утверждению 2 �̃�𝑢𝑙�̃�−1 /∈ 𝐻, следовательно, и 𝑧ℎ𝑧−1 /∈ 𝐻.
Б) пусть в произведении ℎ1(𝑥𝑦)−𝑙 есть сокращения, тогда по следствию утверждения 1 эле-

мент (𝑥𝑦)−𝑙 сокращается полностью. Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑣(𝑦𝑥)𝑙ℎ1(𝑥𝑦)
−𝑙 = 𝑣(𝑦𝑥)𝑙ℎ2𝑢(𝑥𝑦)

𝑙(𝑥𝑦)−𝑙 =
= 𝑣(𝑦𝑥)𝑙ℎ2𝑢, где 𝑢 - начальное подслово образующего из {𝑣±1, 𝑤±1}.

Если 𝑧ℎ𝑧−1 ∈ 𝐻, то и (𝑦𝑥)𝑙ℎ2𝑢 ∈ 𝐻. Очевидно, что элемент (𝑦𝑥)𝑙ℎ2𝑢 начинается на обра-
зующий 𝑤 и 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑙𝑤п.

Покажем, что 𝑢 - начальное подслово образующего 𝑤. Действительно, если 𝑢 – есть
подслово образующего 𝑣, то 𝑣 циклически сократимо, если 𝑢 – есть подслово образующе-
го 𝑣−1, то(𝑥𝑦)−1 = 𝑥𝑦, чего не может быть если 𝑢 – есть подслово образующего 𝑤−1, то
𝑤 = 𝑣−1

л 𝑤п и в произведении 𝑣𝑤 есть сокращения, что противоречит условию (*). Таким
образом, 𝑢 = (𝑦𝑥)𝑙𝑤𝑐, причем 𝑤𝑐 может равняться единице, тогда 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑙 и имеем
случай 3) при 𝑝 = 0.

Пусть 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑙𝑤𝑐(𝑥𝑦)
𝑙 и 𝑤𝑐 ̸= 1.

Пусть ℎ2 = 1, тогда (𝑦𝑥)𝑙𝑢 = (𝑦𝑥)𝑙(𝑦𝑥)𝑙𝑤𝑐 = (𝑦𝑥)𝑙𝑤𝑐(𝑥𝑦)
𝑙, следовательно, (𝑦𝑥)𝑙𝑤𝑐 = 𝑤𝑐(𝑥𝑦)

𝑙

и 𝑤𝑐 = (𝑦𝑥)𝑚𝑦, [1] тогда 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑙(𝑦𝑥)𝑚𝑦(𝑥𝑦)𝑙 = (𝑦𝑥)2𝑙+𝑚𝑦 – это уже рассмотренный случай
2).

Пусть ℎ2 ̸= 1, тогда (𝑦𝑥)𝑙ℎ2𝑢 = (𝑦𝑥)𝑙ℎ2(𝑦𝑥)
𝑙𝑤𝑐 = ℎ̄ ∈ 𝐻, причем элемент ℎ̄ должен на-

чинаться на образующий 𝑤. Нетрудно показать, что ℎ2 должен начинаться на образующий
𝑣. Действительно, на 𝑣−1 и 𝑤−1 элемент ℎ2 начинаться не может. Пусть ℎ2 начинается на
𝑤 = (𝑦𝑥)𝑙𝑤𝑐(𝑥𝑦)

𝑙. Тогда (𝑦𝑥)𝑙ℎ2(𝑦𝑥)
𝑙𝑤𝑐 = (𝑦𝑥)𝑙(𝑦𝑥)𝑙𝑤𝑐(𝑥𝑦)

𝑙ℎ3(𝑦𝑥)
𝑙𝑤𝑐 = (𝑦𝑥)𝑙𝑤𝑐(𝑥𝑦)

𝑙 . . ., следо-
вательно (𝑦𝑥)𝑙𝑤𝑐 = 𝑤𝑐(𝑥𝑦)

𝑙 ⇒ 𝑤𝑐 = (𝑦𝑥)𝑠𝑦 и мы имеем случай 2).
Аналогичным образом можно доказать, что элемент ℎ̄ должен заканчиваться на образую-

щий 𝑣.
Тогда должны выполняться следующие соотношения

ℎ̄ = (𝑦𝑥)𝑙𝑤𝑐(𝑥𝑦)
𝑙 . . . = (𝑦𝑥)𝑙(𝑥𝑦)𝑘𝑥 . . .⇒ 𝑤𝑐(𝑥𝑦)

𝑙 . . . = (𝑥𝑦)𝑘𝑥 . . . (1)



О свойстве антинормальности двупорожденных подгрупп свободной группы 53

ℎ̄ = · · · (𝑦𝑥)𝑙𝑤𝑐 = · · · (𝑥𝑦)𝑘𝑥 (2)

Если 𝑤𝑐 = 𝑣𝑝, то имеем случай 3), если 𝑤𝑐 = 𝑣𝑝�̄�𝑐 причем 𝑝 может равняться нулю. Тогда
для слова �̄�𝑐 имеем следующие возможности: �̄�𝑐 ∈ {𝑥л, 𝑥, 𝑥𝑦л, (𝑥𝑦)𝑠, (𝑥𝑦)𝑠𝑥л}. Рассмотрим эти
возможности:

1. �̄�𝑐 = 𝑥л, из соотношения (2) имеем �̄�𝑐 = 𝑥п.

а) пусть |𝑥л| < |𝑥|
2 , тогда �̄�𝑐 = 𝑥л = 𝑥п, следовательно, 𝑥 = 𝑥л𝑥с𝑥л, теперь из (1) получим

𝑥л𝑥л𝑥с𝑥л𝑦 = 𝑥л𝑥с𝑥л𝑦𝑥л, и так как |𝑥л𝑥л𝑥𝑐| = |𝑥л𝑥𝑐𝑥л|, то 𝑥л𝑥л𝑥𝑐 = 𝑥л𝑥𝑐𝑥л и 𝑥л𝑦 = 𝑦𝑥л
следовательно, 𝑦 = 𝑥л𝑦п и в произведении 𝑣−1𝑤 есть сокращения, что противоречит условию
(*).

б) пусть |𝑥л| = |𝑥|
2 , то есть 𝑥 = 𝑥2л, тогда из (1) получим 𝑥л𝑥л𝑥л𝑦 = 𝑥л𝑥л𝑦𝑥л, следовательно,

𝑦 = 𝑥л𝑦п и в произведении 𝑣−1𝑤 есть сокращения, что противоречит условию (*).

в) пусть |𝑥л| > |𝑥|
2 , тогда 𝑥л = �̄�¯̄𝑥, 𝑥п = ¯̄𝑥�̃�, тогда 𝑥 = �̄�¯̄𝑥�̃� и из соотношения (1) получим

что �̄�¯̄𝑥�̄�¯̄𝑥�̃�𝑦 = �̄�¯̄𝑥�̃�𝑦�̄�¯̄𝑥⇒ �̄�¯̄𝑥�̃�𝑦 = �̃�𝑦�̄�¯̄𝑥 и так как |�̄�| = |�̃�|, то �̄� = �̃� и �̄�¯̄𝑥 = ¯̄𝑥�̄�, но тогда �̄� = 𝑐𝛼,
¯̄𝑥 = 𝑐𝛽 , 𝑥 = 𝑐2𝛼+𝛽 , 𝑣 = (𝑐2𝛼+𝛽𝑦)𝑘𝑐2𝛼+𝛽 . [1] Кроме того 𝑦 = 𝑐𝛼𝑦п и в произведении 𝑣−1𝑤 есть
сокращения, что противоречит условию (*). Таким образом получаем, что случай 𝑤𝑐 = 𝑥л
невозможен.

2. �̄�𝑐 = 𝑥. Из (1) получим 𝑥𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑥 ⇒ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥, тогда образующий 𝑣 является истинной
степенью, и мы имеем случай 1).

3. �̄�𝑐 = 𝑥𝑦л. Из соотношения (2) получаем, что �̄�𝑐 = 𝑦п𝑥, причем 𝑥𝑦л = 𝑦п𝑥 и |𝑦л| = |𝑦п|.
Из (1) получим 𝑥𝑦л𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝑥𝑦л ⇒ 𝑥𝑦л𝑦п = 𝑦п𝑥𝑦л и так как 𝑥𝑦л = 𝑦п𝑥, получаем, что
𝑥𝑦л𝑦п = 𝑦п𝑥𝑦л ⇒ 𝑦п𝑥𝑦п = 𝑦п𝑥𝑦л ⇒ 𝑦п = 𝑦л, но тогда так как элемент 𝑥 имеет общее начало
с элементом 𝑦п = 𝑦л, получим, что образующие 𝑣 и 𝑤 имеют общее начало и в произведении
𝑣−1𝑤 есть сокращения, что противоречит условию (*).

4. �̄�𝑐 = (𝑥𝑦)𝑠, 𝑠 ⩽ 𝑘. Из соотношения (2) получаем, что �̄�𝑐 = (𝑦𝑥)𝑠 ⇒ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 чего не
может быть.

5. �̄�𝑐 = (𝑥𝑦)𝑠𝑥л. Из соотношения (2) получаем, что �̄�𝑐 = 𝑥л(𝑦𝑥)
𝑠, тогда имеем

�̄�𝑐 = 𝑥л𝑥п𝑦 . . . 𝑥л𝑥п𝑦𝑥л = 𝑥п𝑦𝑥л . . . 𝑥л𝑥п𝑦𝑥л𝑥п, следовательно 𝑥л𝑥п𝑦 = 𝑥п𝑦𝑥л (начало) и
𝑥п𝑦𝑥л = 𝑦𝑥л𝑥п (конец), но тогда 𝑥л𝑥п𝑦 = 𝑦𝑥л𝑥п ⇒ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 чего не может быть.

Таким образом, для слова 𝑤𝑐 есть только три возможности: 𝑤𝑐 = 1 или 𝑤𝑐 = 𝑣𝑝, и имеем
случай 3), и 𝑤𝑐 = (𝑦𝑥)𝑚𝑦 – это случай 2). Все они исключены условием леммы, поэтому здесь
𝑧𝐻𝑧−1 ∩𝐻 = Е.

II. Элемент ℎ начинается на 𝑤, то есть ℎ = 𝑤ℎ1.
Тогда элемент 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑣л𝑤ℎ1𝑣

−1
л = ℎ* ∈ 𝐻. Так как ℎ* ∈ 𝐻, то ℎ* должен начинаться на

образующий 𝑣, иначе получим противоречие условию (*).
Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑣л𝑤ℎ1𝑣

−1
л = 𝑣л𝑣п . . ., обозначим 𝑣л = 𝑥, 𝑣п = 𝑦 , тогда 𝑣 = 𝑥𝑦,𝑤 = 𝑦𝑤п.

Тогда 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑥𝑦𝑤пℎ1𝑥
−1.

Покажем, что ℎ1 ̸= 1. Действительно, если ℎ1 = 1, то 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑥𝑦𝑤п𝑥
−1 = 𝑣𝑤п𝑥

−1, причем
𝑤п𝑥

−1 ∈ 𝐻. Если в произведении 𝑤п𝑥
−1 нет сокращений, либо слова и 𝑤л и 𝑥−1 сокращаются

не полностью, то тогда по утверждению 1 𝑤п𝑥
−1 заканчивается на образующий 𝑣−1 и чего не

может быть.
Если в произведении 𝑤п𝑥

−1 одно из слов 𝑤п и 𝑥−1 сократилось полностью, то тогда если
𝑤п𝑥

−1 = �̄�−1, то �̄�−1 ∈ 𝐻 ⇔ �̄�−1 = 𝑤, но тогда 𝑥−1 = 𝑤−1
п 𝑤, следовательно 𝑥 = 𝑤−1

п 𝑦−1𝑤п и в
произведении 𝑤𝑣 будут сокращения;

если 𝑤п𝑥
−1 = �̄�п, то �̄�п ∈ 𝐻 ⇔ �̄�п = 𝑣𝑝 и 𝑣 = 𝑥𝑦,𝑤 = 𝑦𝑣𝑝𝑥, имеем рассмотренный случай

4).
если 𝑤п𝑥

−1 = 1, то 𝑣 = 𝑥𝑦,𝑤 = 𝑦𝑥, имеем рассмотренный случай 5).
Таким образом, ℎ1 ̸= 1 и 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑥𝑦𝑤пℎ1𝑥

−1 = 𝑣𝑤пℎ1𝑥
−1 = ℎ* ∈ 𝐻.

А). Пусть в произведении ℎ1𝑥
−1 нет сокращений, тогда по утверждению 1 элемент ℎ*

заканчивается на образующий 𝑣−1, то есть 𝑣𝑤пℎ1𝑥
−1 = 𝑣𝑤пℎ2𝑢𝑣

−1, где 𝑢 – есть подслово
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образующих 𝑣±1 или 𝑤±1. Рассмотрим элемент 𝑤пℎ2𝑢. Если 𝑧ℎ𝑧−1 ∈ 𝐻, то и 𝑤пℎ2𝑢 ∈ 𝐻.
Покажем, что 𝑢 = 𝑤−1

п . Элемент ℎ1 может заканчиваться на образующие 𝑣±1, 𝑤±1. Рас-
смотрим эти варианты.

Пусть ℎ1 = ℎ2𝑣, тогда 𝑤пℎ2𝑢𝑣
−1 = 𝑤пℎ2𝑥𝑦𝑥

−1 = 𝑤п . . . 𝑦
−1𝑥−1, следовательно, 𝑦−1 = 𝑦,

чего не может быть.
Пусть ℎ1 = ℎ2𝑣

−1, тогда 𝑤пℎ2𝑢𝑣
−1 = 𝑤пℎ2𝑦

−1𝑥−1𝑥−1 = · · · 𝑦−1𝑥−1, отсюда 𝑦−1 = 𝑦−1𝑥−1,
так как |𝑦| ⩾ |𝑥|. Получаем, что 𝑦 = 𝑥𝑦, следовательно, 𝑣 = 𝑥𝑦 = 𝑥2𝑦, 𝑤 = 𝑥𝑦𝑤п, но тогда в
произведении 𝑣−1𝑤 есть сокращения, что противоречит условию (*).

Пусть ℎ1 = ℎ2𝑤, тогда 𝑤пℎ2𝑢𝑣
−1 = 𝑤пℎ2𝑦𝑤п𝑥

−1 = · · · 𝑦−1𝑥−1, отсюда следует, что 𝑤 цик-
лически сократимо, что противоречит условию (*). Таким образом ℎ1 = ℎ2𝑤

−1, 𝑢 = 𝑤−1
п и

𝑤пℎ2𝑢 = 𝑤пℎ2𝑤
−1
п . Очевидно, что ℎ2 ̸= 1.

Рассмотрим элемент 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑥𝑦𝑤пℎ1𝑥
−1 = 𝑣𝑤пℎ1𝑥

−1 = 𝑣𝑤пℎ2𝑢𝑣
−1 = 𝑣𝑤пℎ2𝑤

−1
п 𝑣−1 ∈ 𝐻,

тогда 𝑤пℎ2𝑤
−1
п ∈ 𝐻, причем |ℎ| > |ℎ1| > |ℎ2|, и в произведениях 𝑤пℎ2 и ℎ2𝑤−1

п нет сокращений,
тогда рассуждая аналогичным образом, получим что 𝑧ℎ𝑧−1 = 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑘�̃�𝑢

𝑙�̃�−1𝑢−1
𝑘 . . . 𝑢−1

2 𝑢−1
1 ,

где 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑘, 𝑢 ∈ {𝑣𝜀, 𝑤𝛿}, 𝜀, 𝛿 ∈ {±1}, �̃� подслово одного из образующих 𝑣𝜀, 𝑤𝛿, 𝜀, 𝛿 ∈ {±1}.
Если 𝑧ℎ𝑧−1 ∈ 𝐻, то так как 𝑢1𝑢2 . . . 𝑢𝑘 ∈ 𝐻, то элемент �̃�𝑢𝑙�̃�−1 тоже должен принадлежать

подгруппе 𝐻. Но тогда по утверждению 2 �̃�𝑢𝑙�̃�−1 /∈ 𝐻, следовательно, и 𝑧ℎ𝑧−1 /∈ 𝐻.
Б) пусть в произведении ℎ1𝑥−1 есть сокращения, тогда по следствию утверждения 1 эле-

мент 𝑥−1 сокращается полностью. Тогда 𝑣𝑤пℎ1𝑥
−1 = 𝑣𝑤пℎ2𝑢, где 𝑢 – есть подслово образую-

щих 𝑣±1 или 𝑤±1. Нетрудно показать, что 𝑢 – есть начальное подслово образующего 𝑤, то есть
𝑢 = 𝑦𝑤𝑐, тогда 𝑤 = 𝑦𝑤𝑐𝑥. Если 𝑤𝑐 = 1, или 𝑤𝑐 = 𝑣𝑝, то имеем случай 5) или 4) соответственно.

Пусть 𝑤𝑐 ̸= 1, тогда 𝑤пℎ2𝑢 = 𝑤пℎ2𝑦𝑤𝑐 = 𝑤𝑐𝑥ℎ2𝑦𝑤𝑐 и 𝑤𝑐𝑥ℎ2𝑦𝑤𝑐 должно принадлежать
подгруппе 𝐻.

Пусть 𝑤𝑐𝑥ℎ2𝑦𝑤𝑐 = ℎ̃ ∈ 𝐻. Тогда |ℎ̃| = |ℎ2|+2|𝑤𝑐|+ |𝑥|+ |𝑦|. Возможны следующие случаи:
|ℎ̃| = |ℎ2|+ |𝑤|+ |𝑤𝑐| или |ℎ̃| = |ℎ2|+ |𝑣|+ 2|𝑤𝑐|.
Так как ℎ̃ ∈ 𝐻, то тогда ℎ̃ = 𝑣𝛼1

′
𝑤𝛽1

′
. . . 𝑣𝛼к

′
𝑤𝛽к

′
𝑠, причем 𝑣𝛼1

′
и 𝑤𝛽к

′
могут быть равными и

единице, и 𝑣𝛼1
′
𝑤𝛽1

′
. . . 𝑣𝛼к

′
𝑤𝛽к

′ ∈ 𝐻, кроме того выполняется условие |𝑠| = |𝑤𝑐| или |𝑠| = 2|𝑤𝑐|.
Так как ℎ̃ ∈ 𝐻, то элемент 𝑠 должен переписываться в образующих 𝑣𝜀, 𝑤𝛿. Причем, если
|𝑠| = |𝑤𝑐|, 𝑠 = 𝑤𝑐.

Рассмотрим эти случаи.
𝑠 = 𝑤𝑐, тогда 𝑠 ∈ 𝐻 тогда и только тогда, когда 𝑠 = 𝑣𝑝, 𝑝 ⩾ 1, а это случай 4).
Пусть |𝑠| = 2|𝑤𝑐|.
Тогда, либо 𝑠 = 𝑣𝑝, либо 𝑠 = 𝑤, либо 𝑠 = 𝑣𝑝𝑤, либо 𝑠 = 𝑤𝑣𝑝.
Пусть 𝑠 = 𝑣𝑝. 2|𝑤𝑐| = (|𝑥|+ |𝑦|)𝑝, 𝑝 ⩾ 1.
Пусть 𝑝 = 1, тогда 2|𝑤𝑐| = |𝑥| + |𝑦| и так как по условию (**) |𝑥| ⩽ |𝑦|, то |𝑥| ⩽ |𝑤𝑐| ⩽ |𝑦|,

следовательно, 𝑠 = 𝑦п𝑤𝑐, 𝑦 = 𝑦л𝑦п и |𝑤𝑐| = |𝑦п|. Очевидно, что 𝑠 = 𝑦п𝑤𝑐 = 𝑣 = 𝑥𝑦. Отсюда
получаем, что 𝑦п𝑤𝑐 = 𝑥𝑦л𝑦п, следовательно, 𝑤𝑐 = 𝑦п и 𝑥𝑦л = 𝑦п и имеем, что 𝑤𝑐 = 𝑥𝑦л, тогда
𝑤 = 𝑦𝑤𝑐𝑥 = (𝑦л𝑥)

3, 𝑣 = (𝑥𝑦л)
2, то есть имеет место случай 5).

Пусть 𝑝 > 1 , если 𝑝 = 2𝑞, то 2|𝑤𝑐| = 2𝑞(|𝑥| + |𝑦|) ⇒ |𝑤𝑐| = 𝑞(|𝑥| + |𝑦|), тогда 𝑤𝑐 = 𝑣𝑞, что
сводится к случаю 4).

Пусть 𝑝 = 2𝑞 + 1, тогда 𝑠 = 𝑢𝑤𝑐 = (𝑥𝑦)2𝑞+1, причем |𝑢| = |𝑤𝑐|. Тогда 𝑤𝑐 = 𝑦(𝑥𝑦)𝑞, либо
𝑤𝑐 = 𝑦п(𝑥𝑦)

𝑞. Если 𝑤𝑐 = 𝑦(𝑥𝑦)𝑞, то |𝑥| = |𝑦|, и так как ℎ̃ = 𝑤𝑐𝑥ℎ2𝑦𝑤𝑐, то 𝑥 = 𝑦, чего не может
быть. Пусть |𝑥| < |𝑦|, тогда 𝑤𝑐 = 𝑦п(𝑥𝑦)

𝑞, причем |𝑦п| = |𝑥𝑦л|, тогда 𝑠 = �̄�𝑦𝑦п(𝑥𝑦)
𝑞 = �̄�𝑦𝑦п𝑣

𝑞,
где 𝑢 = �̄�𝑦, и рассмотрим элемент 𝑠1 = �̄�𝑦𝑦п. Очевидно, что он не может заканчиваться на 𝑣−1

и 𝑤−1. На 𝑤 он тоже заканчиваться не может, так как тогда слова 𝑣 и 𝑤 имели бы общий конец
𝑦п, что противоречит условию (*). Пусть 𝑠1 заканчивается на 𝑣, тогда так как |𝑦п| = |𝑥𝑦л|,
то имеем 𝑦п = 𝑥𝑦л ⇒ 𝑦 = 𝑦л𝑥𝑦л, 𝑤𝑐 = 𝑥𝑦л(𝑥𝑦л𝑥𝑦л)

𝑞 и 𝑤 = 𝑦л𝑥𝑦л𝑥𝑦л(𝑥𝑦л𝑥𝑦л)
𝑞𝑥 = (𝑦л𝑥)

𝑞1 ,
𝑣 = (𝑥𝑦л)

2 и опять имеем случай 4).
Пусть ℎ̃ = 𝑤𝑐𝑥ℎ2𝑦𝑤𝑐 = 𝑣𝛼1

′
𝑤𝛽1

′
. . . 𝑣𝛼к

′
𝑤𝛽к

′
𝑠 и 𝑠 = 𝑤. Тогда либо 𝑠 = 𝑥𝑦𝑤𝑐 = 𝑦𝑤𝑐𝑥 = 𝑤,

либо 𝑠 = 𝑦п𝑦𝑤𝑐 = 𝑦𝑤𝑐𝑥 = 𝑤.
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Пусть 𝑠 = 𝑥𝑦𝑤𝑐 = 𝑦𝑤𝑐𝑥, следовательно, 𝑥 = 𝑐𝛼, 𝑦𝑤𝑐 = 𝑐𝛽 [1] образующие 𝑣 и 𝑤 имеют
общее начало, что противоречит условию (*).

Пусть 𝑠 = 𝑦п𝑦𝑤𝑐 = 𝑦𝑤𝑐𝑥, тогда 𝑦п𝑦𝑤𝑐 = 𝑦𝑤𝑐𝑥 ⇒ 𝑦п𝑦л𝑦п𝑤𝑐 = 𝑦л𝑦п𝑤𝑐𝑥, причем |𝑦п| = |𝑥|.
Тогда, так как 𝑦п𝑦л = 𝑦л𝑦п, то 𝑦л = 𝑐𝛼, 𝑦п = 𝑐𝛽 и 𝑦 = 𝑐𝛼+𝛽 . [1]

Тогда 𝑐𝛼+𝛽𝑐𝛽𝑤𝑐 = 𝑐𝛼+𝛽𝑤𝑐𝑥 ⇒ 𝑐𝛽𝑤𝑐 = 𝑤𝑐𝑥, но тогда 𝑐𝛽 = (𝑟𝑑)𝛾 , 𝑥 = (𝑑𝑟)𝛾 , 𝑤𝑐 = (𝑟𝑑)𝛿𝑠 и
𝑤 = (𝑟𝑑)𝜇𝑠, 𝑣 = (𝑑𝑠)𝛾(𝑠𝑑)𝛾 , [1] а есть случай 3) с точностью до перестановки образующих.
Следовательно, не только 𝑠 ̸= 𝑤, но и элемент 𝑠 оканчиваться на образующий 𝑤 не может,
таким образом, случай 𝑠 = 𝑣𝑝𝑤 тоже невозможен.

Пусть 𝑠 = 𝑤𝑣𝑝, тогда 𝑠 = 𝑢𝑤𝑐 = 𝑤(𝑥𝑦)𝑝 = 𝑦𝑤𝑐𝑥(𝑥𝑦)
𝑝 = · · · 𝑦𝑤𝑐, причём |𝑢𝑤𝑐| = 2|𝑤𝑐|,

следовательно, |𝑦𝑤𝑐𝑥(𝑥𝑦)𝑝| = 2|𝑤𝑐| ⇒ |(𝑥𝑦)𝑝+1| = |𝑤𝑐|. Тогда, так как 𝑦𝑤𝑐𝑥(𝑥𝑦)𝑝 = · · · 𝑦𝑤𝑐, то
𝑤𝑐 = 𝑤𝑐𝑥(𝑥𝑦)

𝑝, причем |𝑤𝑐| = |𝑦|. Следовательно, 𝑦𝑤𝑐𝑥(𝑥𝑦)𝑝=𝑦𝑤𝑐𝑥(𝑥𝑦)𝑝𝑥(𝑥𝑦)𝑝 = · · · 𝑦𝑤𝑐𝑥(𝑥𝑦)𝑝,
и так как |𝑤𝑐| = |𝑦|, то 𝑦 = 𝑤𝑐, тогда 𝑦𝑤𝑐𝑥(𝑥𝑦)𝑝−1𝑥 = · · · 𝑦, таким образом, 𝑦п = 𝑥, и образую-
щие 𝑣 и 𝑤 имеют общий конец, что противоречит условию (*).

Таким образом, кроме случаев, исключенных условием, 𝑧𝐻𝑧−1 ∩𝐻 = Е.
2

Из доказательства лемм 2-3 следует.
Теорема. Пусть 𝐹 = ⟨𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛⟩ свободная группа, 𝐻 = ⟨𝑣, 𝑤⟩ ее подгруппа, порож-

денная образующими 𝑣, 𝑤, где 𝑣 = 𝑣(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛), 𝑤 = 𝑤(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛).
Пусть 𝑣, 𝑤 - образующие подгруппы 𝐻 = ⟨𝑣, 𝑤⟩ свободной группы удовлетворяют условию

(*), а элемент 𝑧 – условию (**), то подгруппа 𝐻 не является антинормальной в 𝐹 тогда и
только тогда, когда

1). 𝑣 = 𝑢𝑘, 𝑤 = 𝑤(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) - произвольное слово от образующих (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) удо-
влетворяющее условию (*), 𝑧 = 𝑢𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘;

2). 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥,𝑤 = (𝑦𝑥)𝑝𝑦, то есть 𝑣𝑤 = (𝑥𝑦)𝑘+𝑝+1 = 𝑢𝑠, 𝑧 = (𝑥𝑦)𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘;
3). 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘𝑥, 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑙𝑣𝑝(𝑥𝑦)𝑙, 𝑧 = (𝑥𝑦)𝑙, 2𝑙 ⩽ 𝑘;
4). 𝑣 = 𝑥𝑦, 𝑤 = 𝑦𝑣𝑝𝑥, 𝑧 = 𝑥;
5). 𝑣 = (𝑥𝑦)𝑘, 𝑤 = (𝑦𝑥)𝑝, 𝑧 = 𝑥, 𝑝 ⩾ 1, 𝑘 ⩾ 1;
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