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Аннотация

В 2001 году В. А. Ведерниковым и М. М. Сорокиной был предложен функциональный
подход в построении формаций и классов Фиттинга конечных групп путем рассмотрения
помимо функций-спутников еще одного вида функций — направлений. В результате бы-
ли построены 𝜔-веерные (Ω-расслоенные) формации и классы Фиттинга конечных групп,
включающие в себя известные 𝜔-локальные (Ω-композиционные) формации и классы Фит-
тинга, где 𝜔 — непустое множество простых чисел (Ω — непустой подкласс класса всех про-
стых групп). Дальнейшие исследования показали, что понятие расслоенности может быть
применено к построению расслоенных формаций и классов Фиттинга мультиоператорных
𝑇 -групп с конечными композиционными рядами. Новая идея в функциональном подходе
построения классов групп была предложена А. Н. Скибой. В серии статей он разработал
𝜎-теорию конечных групп, где 𝜎 — произвольное разбиение множества всех простых чисел,
и применил ее методы к построению 𝜎-локальных формаций. На основе 𝜎-методов были
построены классы, обобщающие 𝜔-веерные и Ω-расслоенные формации и классы Фиттин-
га конечных групп. В настоящей работе определены классы, обобщающие расслоенные
классы Фиттинга мультиоператорных 𝑇 -групп, обладающих композиционными рядами,
изучены их минимальные и внутренние спутники.
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Abstract

In 2001, V.A. Vedernikov and M.M. Sorokina proposed a functional approach to the
construction of formations and fitting classes of finite groups by considering, in addition to
satellite functions, another type of functions - directions. As a result, 𝜔-fibered (Ω-foliated)
formations and Fitting classes of finite groups were constructed, including the well-known 𝜔-
local (Ω-composite) formations and Fitting classes, where 𝜔 is a nonempty set of primes (Ω
— a nonempty subclass of the class of all simple groups). Further research has shown that
the concept of foliation can be applied to the construction of foliated formations and Fitting
classes of multioperator 𝑇 -groups with finite composition series. A new idea in the functional
approach of constructing classes of groups was proposed by A.N. Skiba. In a series of articles, he
developed the 𝜎-theory of finite groups, where 𝜎 is an arbitrary partition of the set of all primes,
and applied its methods to the construction of 𝜎-local formations. Classes generalizing 𝜔-fibered
and Ω-foliated formations and Fitting classes of finite groups were constructed on the basis of the
𝜎-methods. We define classes generalizing the foliated Fitting classes of multioperator T-groups
with composite series and study their minimal and inner satellites.
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1. Введение

Изучение классов алгебраических систем – множества алгебраических систем, содержащих
вместе с каждой своей системой все ей изоморфные – является характерной чертой современ-
ной алгебры. Теория классов конечных групп начала активно развиваться во второй половине
XX века после выхода работы Гашюца [1], в которой было определено понятие формации ко-
нечных групп. С помощью специальных функций Гашюцом были построены локальные фор-
мации, позже Б. Хартли [2] определил локальные классы Фиттинга. В работе [3] А.Н. Скибой и
Л.А. Шеметковым исследуются частично локальные (𝜔-локальные) и частично композицион-
ные формации и классы Фиттинга конечных групп, где 𝜔 – непустое подмножество множества
простых чисел P.

Способ построения новых видов формаций и классов Фиттинга был предложен В.А. Ведер-
никовым и М.М. Сорокиной путем рассмотрения еще одной функции — направления. Функция
направлениe определяется как отображение из множества всех простых чисел (множества
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всех конечных простых групп) во множество всех непустых формаций Фиттинга. В рабо-
тах [4, 5] ими были построены соответственно Ω-расслоенные (Ω – непустой подкласс класса
всех конечных простых групп) и 𝜔-веерные формации и классы Фиттинга конечных групп,
имеющие бесконечное множество направлений, одним из которых является направление Ω-
композиционного и 𝜔-локального спутника соответственно. В дальнейшем В.А. Ведерников
и Е.Н. Бажанова распространили идею расслоенных формаций и классов Фиттинга на класс
мультиоператорных 𝑇 -групп, обладающих условиями минимальности и максимальности для
идеалов. Так, в работaх [6, 7] были определены различные типы Ω-расслоенных формаций и
классов Фиттинга мультиоператорных 𝑇 -групп, обладающих композиционными рядами.

А.Н. Скибой (см., например, [8]) была разработана 𝜎-теория конечных групп, где 𝜎 —
некоторое разбиение множества простых чисел P. В указанной работе были построены 𝜎-
локальные формации конечных групп. Идея 𝜎-разбиений получила дальнейшее развитие в
исследовании классов конечных групп (см., например, [9, 10, 11, 12]).

Цель данной работы — применить 𝜎-подход к построению 𝜎Ω-расслоенных классов Фит-
тинга мультиоператорных 𝑇 -групп, обладающих композиционными рядами, а также получить
описание их минимальных и внутренних спутников, где 𝜎Ω — произвольное разбиение непу-
стого подкласса Ω класса всех простых 𝑇 -групп.

Некоторые результаты работы были анонсированы в [13, 14].

2. Необходимые определения, обозначения и вспомогательные
результаты

Используемые в дальнейшем обозначения, определения и результаты можно найти в ра-
ботах [15, 16, 17, 18, 19].

Пусть дана аддитивная группа 𝐺 c нулевым элементом 0. Группа 𝐺 называется мультио-
ператорной 𝑇 -группой с системой мультиоператоров 𝑇 (или, коротко, 𝑇 -группой), если в 𝐺
задана еще некоторая система 𝑛-арных алгебраических операций 𝑇 при некоторых 𝑛, удовле-
творяющих условию 𝑛 > 0, причем для всех 𝑡 ∈ 𝑇 должно выполняться условие 𝑡(0, . . . , 0) = 0,
где слева элемент 0 стоит 𝑛 раз, если операция 𝑡 𝑛-арна.

Пусть C — класс всех 𝑇 -групп с конечными композиционными рядами, I — класс всех
простых 𝑇 -групп. Все рассматриваемые 𝑇 -группы принадлежат классу C. Пусть X – непустое
множество 𝑇 -групп. Группа, принадлежащая X, называется X-группой; через (X) обозначается
класс 𝑇 -групп, порожденный X, в частности, (𝐺) – класс всех 𝑇 -групп, изоморфных 𝑇 -группе
𝐺.

Запись 𝑀 � 𝐺 означает, что 𝑀 является идеалом 𝑇 -группы 𝐺. Напомним, что 𝑇 -группа
𝐺 называется комонолитической, если в 𝐺 имеется такой идеал 𝑀 (комонолит 𝑇 -группы 𝐺),
что 𝐺/𝑀 — простая 𝑇 -группа и 𝑁 ⊆𝑀 для любого собственного идеала 𝑁 𝑇 -группы 𝐺.

Формацией или корадикальным классом называется класс 𝑇 -групп, замкнутый относитель-
но гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений.

Пусть F – формация 𝑇 -групп и 𝐺 – 𝑇 -группа. Пересечение всех идеалов 𝑇 -группы 𝐺,
фактор-группы по которым принадлежат F, называется F-корадикалом 𝑇 -группы 𝐺 и обозна-
чается через 𝐺F.

Класс 𝑇 -групп F называется классом Фиттинга или радикальным классом, если выпол-
няются следующие условия:

1) если 𝐺 ∈ F и 𝑁 �𝐺, то 𝑁 ∈ F;
2) если 𝑁1 и 𝑁2 – идеалы в 𝑇 -группе 𝐺 и 𝑁1, 𝑁2 ∈ F, то 𝑁1 +𝑁2 ∈ F.
Пусть X – класс Фиттинга 𝑇 -групп. Сумма всех X-идеалов 𝑇 -группы 𝐺 называется X-

радикалом 𝑇 -группы 𝐺 и обозначается через 𝐺X.
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Класс 𝑇 -групп, содержащийся в классе C, будем называть C-классом. Пусть X и Y — C-
классы 𝑇 -групп. Тогда XY = (𝐺 ∈ C | 𝐺 имеет идеал 𝑁 ∈ X с 𝐺/𝑁 ∈ Y). Отметим, что если
{0} ∈ X, то Y ⊆ XY; если X = ∅ или Y = ∅, то полагают XY = ∅.

Пусть H – C-класс 𝑇 -групп и F – C-формация. Тогда H ∘ F = (𝐺 ∈ C | 𝐺F ∈ H) называется
формационным произведением классов H и F. Отметим, что если 𝑆𝑛H = H, то H ∘ F = HF.

ПустьB— C-класс Фиттинга. ТогдаB◇X = (𝐺 ∈ C | 𝐺/𝐺B ∈ X) называется фиттинговым
произведением классов B и X. Отметим, что B ⊆ B ◇ X; если 𝑄X = X, то B ◇ X = BX.

Пусть K(𝐺) – класс всех простых 𝑇 -групп, изоморфных композиционным факторам 𝑇 -
группы 𝐺. Для любого непустого подкласса Δ класса I будем полагать: CΔ = (𝐺 ∈ C | K(𝐺) ⊆
⊆ Δ) и C

Δ′ = (𝐺 ∈ C | K(𝐺) ∩ Δ = ∅); нетрудно показать, что CΔ является формацией
Фиттинга. Обозначим 𝑂Δ(𝐺) — CΔ-корадикал 𝑇 -группы 𝐺 и 𝑂Δ,Δ′ (𝐺) — CΔCΔ′ -корадикал
𝑇 -группы 𝐺.

3. Основные результаты

3.1. Построение 𝜎
Ω
-расслоенных классов Фиттинга 𝑇 -групп

Пусть Ω — непустой подкласс класса I, 𝜎Ω — произвольное разбиение класса Ω, т.е.
𝜎Ω = {Ω𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}, где Ω𝑖 — непустой подкласс класса Ω для любого 𝑖 ∈ 𝐼, Ω = ∪𝑖∈𝐼Ω𝑖 и
Ω𝑖 ∩ Ω𝑗 = ∅ для любых 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼, 𝑖 ̸= 𝑗. Для произвольной 𝑇 -группы 𝐺 и произвольного класса
𝑇 -групп F полагаем 𝜎Ω(𝐺) = {Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω | Ω𝑖 ∩ K(𝐺) ̸= ∅} и 𝜎Ω(F) = ∪

𝐺∈F
𝜎Ω(𝐺).

Следуя [7] введем определения следующих функций.

Определение 1. Функция вида

𝑓 : 𝜎Ω ∪ {𝜎Ω

′} → {классы Фиттинга 𝑇 -групп},

где 𝑓(𝜎Ω
′) ̸= ∅, называется радикальной 𝜎Ω-функцией или, коротко, 𝜎Ω𝑅-функцией.

Определение 2. Функция вида

𝜙 : 𝜎Ω → {непустые формации Фиттинга 𝑇 -групп},

удовлетворяющая условию C
Ω𝑖

′ ⊆ 𝜙(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω, называется формационно-
радикальной 𝜎Ω-функцией или, коротко, 𝜎Ω𝐹𝑅-функцией.

Теорема 1. Пусть 𝑓 и 𝜙 — 𝜎Ω𝑅-функция и 𝜎Ω𝐹𝑅-функция соответственно. Тогда

F = (𝐺 ∈ C | 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓(𝜎Ω

′) и 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺))

является классом Фиттинга.

Доказательство. Пусть 𝐺 ∈ F и 𝑁 � 𝐺. Покажем, что 𝑁 ∈ F. Так как 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓(𝜎Ω
′),

𝑂Ω(𝑁) ⊆ 𝑂Ω(𝐺) по [6, лемма 2, п. 4)] и 𝑓(𝜎Ω
′) является классом Фиттинга, то 𝑂Ω(𝑁) ∈ 𝑓(𝜎Ω

′).
Пусть Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝑁). Тогда Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Так как (𝑁 + 𝐺𝜙(Ω𝑖))/𝐺𝜙(Ω𝑖) � 𝐺/𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝜙(Ω𝑖) и

𝜙(Ω𝑖) является классом Фиттинга, то 𝑁 + 𝐺𝜙(Ω𝑖)/𝐺𝜙(Ω𝑖) ∼= 𝑁/𝑁 ∩ 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝜙(Ω𝑖). Поэтому
𝑁𝜙(Ω𝑖) ⊆ 𝑁 ∩ 𝐺𝜙(Ω𝑖). Теперь из 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖), 𝑁𝜙(Ω𝑖) � 𝐺𝜙(Ω𝑖) и того, что 𝑓(Ω𝑖) является
классом Фиттинга следует, что 𝑁𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖). Таким образом, 𝑁 ∈ F.

Пусть 𝐺 = 𝑁1+𝑁2, 𝑁1�𝐺, 𝑁2�𝐺, 𝑁1 и 𝑁2 принадлежат F. Покажем, что 𝐺 ∈ F. Так как
𝑂Ω(𝑁1), 𝑂

Ω(𝑁2) ∈ 𝑓(𝜎Ω
′), 𝑂Ω(𝐺) = 𝑂Ω(𝑁1) + 𝑂Ω(𝑁2) по [6, лемма 2, п. 6)] и 𝑓(𝜎Ω

′) является
классом Фиттинга, то 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓(𝜎Ω

′).
Пусть Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Тогда Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝑁1) или Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝑁2).
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Пусть Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝑁1) и Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝑁2). Тогда 𝑁
𝜙(Ω𝑖)
1 ∈ 𝑓(Ω𝑖) и 𝑁

𝜙(Ω𝑖)
2 ∈ 𝑓(Ω𝑖). Так как 𝑓(Ω𝑖)

– класс Фиттинга, то 𝐷 = 𝑁
𝜙(Ω𝑖)
1 + 𝑁

𝜙(Ω𝑖)
2 ∈ 𝑓(Ω𝑖). Из 𝐺 = 𝑁1 + 𝑁2 и 𝐷 � 𝐺 следует, что

𝐺/𝐷 = (𝑁1 +𝐷)/𝐷 + (𝑁2 +𝐷)/𝐷. По модулярному тождеству Дедекинда

(𝑁1 +𝐷)/𝐷 ∼= 𝑁1/𝑁1 ∩𝐷 = 𝑁1/𝑁1 ∩ (𝑁
𝜙(Ω𝑖)
1 +𝑁

𝜙(Ω𝑖)
2 ) = 𝑁1/(𝑁

𝜙(Ω𝑖)
1 + (𝑁1 ∩𝑁𝜙(Ω𝑖)

2 )) ∼=

(𝑁1/𝑁
𝜙(Ω𝑖)
1 )/((𝑁

𝜙(Ω𝑖)
1 + (𝑁1 ∩𝑁𝜙(Ω𝑖)

2 ))/𝑁
𝜙(Ω𝑖)
1 ).

Так как 𝑁1/𝑁
𝜙(Ω𝑖)
1 ∈ 𝜙(Ω𝑖) и 𝜙(Ω𝑖) является формацией, то (𝑁1 +𝐷)/𝐷 ∈ 𝜙(Ω𝑖). Аналогично

можно показать, что (𝑁2 + 𝐷)/𝐷 ∈ 𝜙(Ω𝑖). Отсюда и из 𝜙(Ω𝑖) – класс Фиттинга получим
𝐺/𝐷 = (𝑁1 +𝐷)/𝐷 + (𝑁2 +𝐷)/𝐷 ∈ 𝜙(Ω𝑖). Следовательно, 𝐺𝜙(Ω𝑖) ⊆ 𝐷. Поскольку 𝐷 ∈ 𝑓(Ω𝑖)
и 𝑓(Ω𝑖) — класс Фиттинга, то 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖), и значит, 𝐺 ∈ F.

Пусть Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝑁1) и Ω𝑖 ̸∈ 𝜎Ω(𝑁2) (случай Ω𝑖 ̸∈ 𝜎Ω(𝑁1) и Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝑁2) рассматривается

аналогично). Тогда 𝑁𝜙(Ω𝑖)
1 ∈ 𝑓(Ω𝑖) и 𝑁2 ∈ CΩ𝑖

′ ⊆ 𝜙(Ω𝑖). Так как 𝐺 = 𝑁1 +𝑁2, то

𝐺/𝑁
𝜙(Ω𝑖)
1 = (𝑁1 +𝑁2)/𝑁

𝜙(Ω𝑖)
1 = (𝑁1 +𝑁

𝜙(Ω𝑖)
1 )/𝑁

𝜙(Ω𝑖)
1 + (𝑁2 +𝑁

𝜙(Ω𝑖)
1 )/𝑁

𝜙(Ω𝑖)
1 =

𝑁1/𝑁
𝜙(Ω𝑖)
1 + (𝑁2 +𝑁

𝜙(Ω𝑖)
1 )/𝑁

𝜙(Ω𝑖)
1

∼= 𝑁1/𝑁
𝜙(Ω𝑖)
1 +𝑁2/𝑁2 ∩𝑁𝜙(Ω𝑖)

1 .

Поскольку 𝑁1/𝑁
𝜙(Ω𝑖)
1 ∈ 𝜙(Ω𝑖), 𝑁2 ∈ 𝜙(Ω𝑖) и 𝜙(Ω𝑖) – формация Фиттинга, то 𝐺/𝑁

𝜙(Ω𝑖)
1 ∈ 𝜙(Ω𝑖).

Поэтому 𝐺𝜙(Ω𝑖) ⊆ 𝑁
𝜙(Ω𝑖)
1 . Так как 𝑁𝜙(Ω𝑖)

1 ∈ 𝑓(Ω𝑖) и 𝑓(Ω𝑖) – класс Фиттинга, то 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖).
Следовательно, 𝐺 ∈ F.

Таким образом, F является классом Фиттинга. 2

Определение 3. Пусть 𝑓 и 𝜙 — некоторые 𝜎Ω𝑅-функция и 𝜎Ω𝐹𝑅-функция соответ-
ственно. Класс Фиттинга 𝑇 -групп вида

F = (𝐺 ∈ C | 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓(𝜎Ω

′) и 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺))

называется 𝜎Ω-расслоенным классом Фиттинга 𝑇 -групп и обозначается F = 𝜎Ω𝑅(𝑓, 𝜙).
Функция 𝑓 называется спутником (иначе, функцией-спутником), а функция 𝜙 — направ-
лением (иначе, функцией-направлением) 𝜎Ω-расслоенного класса Фиттинга F.

Приведем некоторые примеры 𝜎Ω-расслоенных классов Фиттинга 𝑇 -групп.

Пример 1. Пусть 𝑓1 – 𝜎Ω𝑅-функция, такая что 𝑓1(𝜎Ω
′) = (0) и 𝑓1(Ω𝑖) = ∅ для любого

Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω; 𝜙 — произвольная 𝜎Ω𝐹𝑅-функция. Покажем, что (0) = 𝜎Ω𝑅(𝑓1, 𝜙).

Допустим, что (0) ̸= 𝜎Ω𝑅(𝑓1, 𝜙) и пусть 𝐺 ̸= {0} ∈ 𝜎Ω𝑅(𝑓1, 𝜙). Тогда 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓1(𝜎Ω
′) = (0).

Отсюда 𝐺 ∈ CΩ. Поэтому для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺) верно 𝐺
𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓1(Ω𝑖) = ∅; противоречие.

Таким образом, (0) = 𝜎Ω𝑅(𝑓1, 𝜙).

Пример 2. Пусть 𝑓2 – 𝜎Ω𝑅-функция, такая что 𝑓2(𝜎Ω
′) = C и 𝑓2(Ω𝑖) = C для любого

Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω; 𝜙 — произвольная 𝜎Ω𝐹𝑅-функция. Покажем, что C = 𝜎Ω𝑅(𝑓2, 𝜙).

По определению 3 𝜎Ω𝑅(𝑓2, 𝜙) ⊆ C. Пусть 𝐺 ∈ C. Так как 𝑂Ω(𝐺) � 𝐺, 𝐺𝜙(Ω𝑖) � 𝐺 и C —
класс Фиттинга, то 𝑂Ω(𝐺) ∈ C = 𝑓2(𝜎Ω

′) и 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ C = 𝑓2(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺).
Следовательно, 𝐺 ∈ 𝜎Ω𝑅(𝑓2, 𝜙) и C ⊆ 𝜎Ω𝑅(𝑓2, 𝜙).

Таким образом, C = 𝜎Ω𝑅(𝑓2, 𝜙).

Пример 3. Пусть 𝑓3 – 𝜎Ω𝑅-функция, такая что 𝑓3(𝜎Ω
′) = (0) и 𝑓3(Ω𝑖) = CΩ для любого

Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω; 𝜙 — произвольная 𝜎Ω𝐹𝑅-функция. Покажем, что CΩ = 𝜎Ω𝑅(𝑓3, 𝜙).
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Пусть 𝐺 ∈ CΩ. Тогда 𝑂Ω(𝐺) = {0} ∈ (0) = 𝑓3(𝜎Ω
′). Так как 𝐺𝜙(Ω𝑖) � 𝐺 и CΩ — класс

Фиттинга, то 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ CΩ = 𝑓3(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . Следовательно, 𝐺 ∈ 𝜎Ω𝑅(𝑓3, 𝜙) и
CΩ ⊆ 𝜎Ω𝑅(𝑓3, 𝜙).

Пусть 𝐺 ∈ 𝜎Ω𝑅(𝑓3, 𝜙). Тогда 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓3(𝜎Ω
′) = (0). Отсюда 𝑂Ω(𝐺) = {0}. Следовательно,

𝐺 ∈ CΩ и 𝜎Ω𝑅(𝑓3, 𝜙) ⊆ CΩ.
Таким образом, CΩ = 𝜎Ω𝑅(𝑓3, 𝜙).

Пример 4. Пусть F – непустой класс Фиттинга 𝑇 -групп, такой что 𝜎Ω(F) = ∅; 𝑓4 –
𝜎Ω𝑅-функция, такая что 𝑓4(𝜎Ω

′) = F, 𝑓4(Ω𝑖) = ∅ для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω и 𝜙 — произвольная
𝜎Ω𝐹𝑅-функция. Покажем, что F = 𝜎Ω𝑅(𝑓4, 𝜙).

Пусть 𝐺 ∈ F. Тогда 𝜎Ω(𝐺) = {Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω | Ω𝑖 ∩ K(𝐺) ̸= ∅} = ∅. Значит, K(𝐺) ∩ Ω = ∅ и
𝐺 ∈ CΩ′ . Поэтому 𝑂Ω(𝐺) = 𝐺 ∈ F = 𝑓4(𝜎Ω

′) и 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ ∅ = 𝑓4(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺).
Следовательно, 𝐺 ∈ 𝜎Ω𝑅(𝑓4, 𝜙) и F ⊆ 𝜎Ω𝑅(𝑓4, 𝜙).

Допустим, что F ⊂ 𝜎Ω𝑅(𝑓4, 𝜙) и пусть 𝐺 — 𝑇 -группа с наименьшей длиной главного
ряда из 𝜎Ω𝑅(𝑓4, 𝜙) ∖ F. Так как 𝐺 ∈ 𝜎Ω𝑅(𝑓4, 𝜙), то 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓4(𝜎Ω

′) = F. Следовательно,
F ̸= ∅ и 𝐺 ̸= {0}. Пусть 𝑀1 и 𝑀2 — идеалы 𝑇 -группы 𝐺, такие что 𝐺 = 𝑀1 +𝑀2. Так как
𝐺 ∈ 𝜎Ω𝑅(𝑓4, 𝜙),𝑀1,𝑀2�𝐺 и 𝜎Ω𝑅(𝑓4, 𝜙) — класс Фиттинга, то𝑀1,𝑀2 ∈ 𝜎Ω𝑅(𝑓4, 𝜙). Но, в силу
выбора 𝐺, имеем𝑀1,𝑀2 ∈ F. Класс F является классом Фиттинга, поэтому 𝐺 =𝑀1+𝑀2 ∈ F;
противоречие. Следовательно, 𝐺 — комонолитическая 𝑇 -группа с комонолитом 𝑀 = 𝐺F ∈ F.
Из 𝑂Ω(𝐺) ∈ F имеем 𝑂Ω(𝐺) ⊆ 𝑀 . Отсюда, учитывая, что CΩ является формацией, следует
𝐺/𝑀 ∼= 𝐺/𝑂Ω(𝐺)/𝑀/𝑂Ω(𝐺) ∈ CΩ. Пусть Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺/𝑀). Тогда Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺) и из 𝐺 ∈ 𝜎Ω𝑅(𝑓4, 𝜙)
получим 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓4(Ω𝑖) = ∅; противоречие.

Таким образом, F = 𝜎Ω𝑅(𝑓4, 𝜙).
Пусть F – непустой класс Фиттинга 𝑇 -групп, такой что F ⊆ CΩ′ . Тогда для любой 𝑇 -

группы 𝐺 ∈ F имеем 𝐺 ∈ CΩ′ = (𝐺 ∈ C | K(𝐺) ∩ Ω = ∅) и, значит, 𝜎Ω(𝐺) = ∅. Поэтому
𝜎Ω(F) = ∪𝐺∈F𝜎Ω(𝐺) = ∅. В виду примера 4 F = 𝜎Ω𝑅(𝑓4, 𝑅(𝑓4, 𝜙), где 𝑓4 – 𝜎Ω𝑅-функция, такая
что 𝑓4(𝜎Ω

′) = F, 𝑓4(Ω𝑖) = ∅ для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω и 𝜙 — произвольная 𝜎Ω𝐹𝑅-функция.

Пример 5. Пусть Δ — непустой подкласс класса I, такой что Ω𝑖 ∩Δ = ∅ или Ω𝑖 ⊆ Δ
для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω. Тогда CΔ∩Ω = 𝜎Ω𝑅(𝑓5, 𝜙), где

𝑓5(𝜎Ω

′) = CΔ∩Ω, 𝑓5(Ω𝑖) =

{︂
∅, если Ω𝑖 ∩Δ = ∅,
CΔ∩Ω, если Ω𝑖 ⊆ Δ,

для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω

и 𝜙 — произвольная 𝜎Ω𝐹𝑅-функция.

Сначала покажем, что CΔ∩Ω ⊆ 𝜎Ω𝑅(𝑓5, 𝜙). Пусть 𝐺 ∈ CΔ∩Ω. Так как 𝑂Ω(𝐺)�𝐺 и CΔ∩Ω —
класс Фиттинга, то 𝑂Ω(𝐺) ∈ CΔ∩Ω = 𝑓5(𝜎Ω

′).
Пусть Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺), т.е. Ω𝑖 ∩ K(𝐺) ̸= ∅. Так как 𝐺 ∈ CΔ∩Ω = (𝐺 ∈ C|K(𝐺) ⊆ Δ ∩ Ω),

то K(𝐺) ⊆ Δ. Поэтому Ω𝑖 ∩ Δ ̸= ∅. Тогда по условию Ω𝑖 ⊆ Δ и, значит, 𝑓5(Ω𝑖) = CΔ∩Ω.
Поскольку 𝐺𝜙(Ω𝑖) � 𝐺 и CΔ∩Ω — класс Фиттинга, то 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ CΔ∩Ω = 𝑓5(Ω𝑖). Следовательно,
𝐺 ∈ 𝜎Ω𝑅(𝑓5, 𝜙) и CΔ∩Ω ⊆ 𝜎Ω𝑅(𝑓5, 𝜙).

Допустим, что CΔ∩Ω ⊂ 𝜎Ω𝑅(𝑓5, 𝜙) и пусть 𝐺 — 𝑇 -группа с наименьшей длиной главно-
го ряда из 𝜎Ω𝑅(𝑓5, 𝜙) ∖ CΔ∩Ω. Тогда, как и в примере 4, можно показать, что 𝐺 — комо-
нолитическая 𝑇 -группа с комонолитом 𝑀 = 𝐺CΔ∩Ω

∈ CΔ∩Ω. Так как 𝐺 ∈ 𝜎Ω𝑅(𝑓5, 𝜙), то
𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓5(𝜎Ω

′) = CΔ∩Ω. Поэтому 𝑂Ω(𝐺) ⊆ 𝑀 и 𝐺/𝑀 ∼= 𝐺/𝑂Ω(𝐺)/𝑀/𝑂Ω(𝐺) ∈ CΩ. Отсюда
K(𝐺/𝑀) ⊆ Ω = ∪𝑖∈𝐼Ω𝑖. Пусть для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺/𝑀) верно Ω𝑖 ⊆ Δ. Тогда K(𝐺/𝑀) ⊆ Δ.
Значит K(𝐺/𝑀) ⊆ Δ ∩ Ω и 𝐺 ∈ CΔ∩Ω; противоречие. Поэтому существует Ω𝑗 ∈ 𝜎Ω(𝐺/𝑀),
такой что Ω𝑗 ∩ Δ = ∅. Тогда из Ω𝑗 ∈ 𝜎Ω(𝐺) и 𝐺 ∈ 𝜎Ω𝑅(𝑓5, 𝜙) имеем 𝐺𝜙(Ω𝑗) ∈ 𝑓5(Ω𝑗) = ∅;
противоречие.

Таким образом, CΔ∩Ω = 𝜎Ω𝑅(𝑓5, 𝜙).
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Определение 4. Класс Фиттинга 𝑇 -групп F = 𝜎Ω𝑅(𝑓, 𝜙) называется 𝜎Ω-свободным
или, коротко, 𝜎Ω𝐹𝑟-классом Фиттинга, если 𝜙(Ω𝑖) = C

Ω𝑖
′ для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω и обозначается

F = 𝜎Ω𝐹𝑟𝑅(𝑓) = (𝐺 ∈ C | 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓(𝜎Ω

′) и 𝑂Ω′
𝑖(𝐺) ∈ 𝑓(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺)).

Обозначим направление 𝜎Ω𝐹𝑟-класса Фиттинга 𝑇 -групп F через 𝜙0.

Определение 5. Класс Фиттинга 𝑇 -групп F = 𝜎Ω𝑅(𝑓, 𝜙) называется 𝜎Ω-каноническим
или, коротко, 𝜎Ω𝐾-классом Фиттинга, если 𝜙(Ω𝑖) = CΩ𝑖

C
Ω𝑖

′ для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω и обознача-
ется

F = 𝜎Ω𝐾𝑅(𝑓) = (𝐺 ∈ C | 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓(𝜎Ω

′) и 𝑂Ω𝑖,Ω
′
𝑖(𝐺) ∈ 𝑓(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺)).

Обозначим направление 𝜎Ω𝐾-класса Фиттинга 𝑇 -групп F через 𝜙1.

Определение 6. Направление 𝜙 𝜎Ω-расслоенного класса Фиттинга 𝑇 -групп назовем 𝑟-
направлением, если 𝜙(Ω𝑖) = 𝜙(Ω𝑖)CΩ𝑖

′ для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω.

Нетрудно проверить, что направления 𝜙0 𝜎Ω𝐹𝑟-класса Фиттинга 𝑇 -групп и 𝜙1 𝜎Ω𝐾-класса
Фиттинга 𝑇 -групп являются 𝑟-направлениями.

Теорема 2. Если 𝜙 — 𝑟-направление 𝜎Ω-расслоенного класса Фиттинга 𝑇 -групп, то для
любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω класс Фиттинга 𝜙(Ω𝑖) является 𝜎Ω-расслоенным классом Фиттинга 𝑇 -групп
с направлением 𝜙.

Доказательство. Пусть 𝜙 — 𝑟-направление 𝜎Ω-расслоенного класса Фиттинга 𝑇 -групп,
Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω , F = 𝜙(Ω𝑖), H = 𝜎Ω𝑅(ℎ, 𝜙), где ℎ — 𝜎Ω𝑅-функция, имеющая следующее строение:

ℎ(𝑋) =

⎧⎪⎨⎪⎩
F, если 𝑋 ∈ {𝜎Ω

′};
(0), если 𝑋 ∈ {Ω𝑖};
C, если 𝑋 ∈ 𝜎Ω ∖ {Ω𝑖}.

Покажем, что F = H. Пусть 𝐺 ∈ F. Так как, согласно определению 2, F является классом
Фиттинга 𝑇 -групп и 𝑂Ω(𝐺) ▷ 𝐺, то 𝑂Ω(𝐺) ∈ F = ℎ(𝜎Ω

′).
Пусть 𝑌 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Если 𝑌 ∈ {Ω𝑖}, то из 𝐺 ∈ F = 𝜙(Ω𝑖) = 𝜙(𝑌 ) следует, что

𝐺𝜙(𝑌 ) = {0} ∈ (0) = ℎ(𝑌 ). Если 𝑌 ∈ 𝜎Ω ∖ {Ω𝑖}, то 𝐺𝜙(𝑌 ) ∈ C = ℎ(𝑌 ). Согласно определе-
нию 3 получаем 𝐺 ∈ 𝜎Ω𝑅(ℎ, 𝜙) = H. Таким образом, F ⊆ H.

Пусть 𝐻 ∈ H. Если Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐻), то по определению 3 𝐻𝜙(Ω𝑖) ∈ ℎ(Ω𝑖) = (0) и поэто-
му 𝐻 ∈ 𝜙(Ω𝑖) = F. Пусть Ω𝑖 ̸∈ 𝜎Ω(𝐻). Так как, согласно условию теоремы, 𝜙 является 𝑟-
направлением 𝜎Ω-расслоенного класса Фиттинга 𝑇 -групп, то𝐻 ∈ C

Ω𝑖
′ ⊆ 𝜙(Ω𝑖)CΩ𝑖

′ = 𝜙(Ω𝑖)= F.
Тем самым установлено, что H ⊆ F.

Следовательно, F = H — 𝜎Ω-расслоенный класс Фиттинга 𝑇 -групп с направлением 𝜙 для
любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . 2

Теорема 3. Пусть 𝜙 — произвольная 𝜎Ω𝐹𝑅-функция. Тогда для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω класс
Фиттинга 𝑇 -групп 𝜙(Ω𝑖)CΩ является 𝜎Ω-расслоенным классом Фиттинга с направлением 𝜙.

Доказательство. Пусть Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω ,M = 𝜙(Ω𝑖)CΩ , B = 𝜎Ω𝑅(𝑏, 𝜙), где 𝑏 — 𝜎Ω𝑅-функция такая,
что

𝑏(𝑋) =

{︃
𝜙(Ω𝑖), если 𝑋 ∈ {𝜎Ω

′};
M, если 𝑋 ∈ 𝜎Ω .

Покажем, что M = B. Пусть 𝑀 ∈ M. Из M = 𝜙(Ω𝑖)CΩ = 𝜙(Ω𝑖) ∘ CΩ следует, что
𝑂Ω(𝑀) ∈ 𝜙(Ω𝑖) = 𝑏(𝜎Ω

′). Так как M — класс Фиттинга, то 𝑀𝜙(Ω𝑗) ∈ M = 𝑏(Ω𝑗) для лю-
бого Ω𝑗 ∈ 𝜎Ω(𝑀). Таким образом, 𝑀 ∈ 𝜎Ω𝑅(𝑏, 𝜙) = B и поэтому M ⊆ B.
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Пусть 𝐵 ∈ B. Тогда 𝑂Ω(𝐵) ∈ 𝑏(𝜎Ω
′) = 𝜙(Ω𝑖). Следовательно, 𝐵 ∈ 𝜙(Ω𝑖)∘CΩ = 𝜙(Ω𝑖)CΩ = M

и, значит, B ⊆ M.
Таким образом,M = B. Тем самым установлено, чтоM — 𝜎Ω-расслоенный класс Фиттинга

𝑇 -групп с направлением 𝜙 для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . 2

Теоремы 1 и 2 позволяют строить примеры 𝜎Ω-расслоенных классов Фиттинга 𝑇 -групп, в
частности, примеры 𝜎Ω-свободных и 𝜎Ω-канонических классов Фиттинга 𝑇 -групп.

Следствие 1. Для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω класс Фиттинга C
Ω𝑖

′ является 𝜎Ω-свободным классом
Фиттинга 𝑇 -групп.

Следствие 2. Для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω класс Фиттинга CΩ𝑖
C

Ω𝑖
′ является 𝜎Ω-каноническим

классом Фиттинга 𝑇 -групп.

Следствие 3. Для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω класс Фиттинга C
Ω𝑖

′CΩ является 𝜎Ω-свободным клас-
сом Фиттинга 𝑇 -групп.

Следствие 4. Для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω класс Фиттинга CΩ𝑖
C

Ω𝑖
′CΩ является 𝜎Ω-каноническим

классом Фиттинга 𝑇 -групп.

Замечание 1. Пусть разбиение класса Ω имеет вид 𝜎Ω = {(𝐴) | 𝐴 ∈ Ω}. Тогда 𝜎Ω-
расслоенный класс Фиттинга 𝑇 -групп превращается в Ω-расслоенный [7].

Действительно, пусть 𝜎Ω = {Ω𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} — разбиение класса Ω, где Ω𝑖 = (𝐴), 𝐴 ∈ Ω;

F = 𝜎Ω𝑅(𝑓, 𝜙) = (𝐺 ∈ C | 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓(𝜎Ω

′) и 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺))

и H = Ω𝑅(ℎ, 𝜓) = (𝐺 ∈ C | 𝑂Ω(𝐺) ∈ ℎ(Ω′) и 𝐺𝜓(𝐴) ∈ ℎ(𝐴) для всех 𝐴 ∈ Ω ∩ K(𝐺)),

где ℎ — такая Ω𝑅-функция, что ℎ(Ω′) = 𝑓(𝜎Ω
′) и ℎ(𝐴) = 𝑓((𝐴)) для всех 𝐴 ∈ Ω; a 𝜓 —

𝐹𝑅-функция, для которой 𝜓(𝐴) = 𝜙((𝐴)) и C𝐴′ ⊆ 𝜓(𝐴) для всех 𝐴 ∈ Ω [7]. Покажем, что
F = H.

Пусть 𝐺 ∈ F. Тогда 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓(𝜎Ω
′) = ℎ(Ω′). Пусть 𝐴 ∈ Ω ∩ K(𝐺). Значит, существует

𝑖 ∈ 𝐼, такой что 𝐴 ∈ Ω𝑖 ∩ K(𝐺). Так как 𝐴 ∈ Ω𝑖, то (𝐴) = Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . Кроме того, из 𝐴 ∈ K(𝐺)
имеем (𝐴) ∩ K(𝐺) = Ω𝑖 ∩ K(𝐺) ̸= ∅. Поэтому (𝐴) = Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Отсюда из 𝐺 ∈ F имеем
𝐺𝜓(𝐴) = 𝐺𝜙((𝐴)) = 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖) = 𝑓((𝐴)) = ℎ(𝐴). Следовательно, 𝐺 ∈ H и, значит, F ⊆ H.
Заметим, что из определения 2 следует C𝐴′ = C

Ω𝑖
′ ⊆ 𝜙(Ω𝑖) = 𝜓(𝐴) для любого 𝐴 ∈ Ω.

Пусть 𝐺 ∈ H. Тогда 𝑂Ω(𝐺) ∈ ℎ(Ω′) = 𝑓(𝜎Ω
′). Пусть Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺), отсюда Ω𝑖 ∩ K(𝐺) ̸= ∅.

Так как Ω𝑖 = (𝐴), то 𝐴 ∈ Ω𝑖 ⊆ Ω и 𝐴 ∈ K(𝐺), значит, 𝐴 ∈ Ω ∩ K(𝐺). Из 𝐺 ∈ H имеем
𝐺𝜙(Ω𝑖) = 𝐺𝜙((𝐴)) = 𝐺𝜓(𝐴) ∈ ℎ(𝐴) = 𝑓((𝐴)) = 𝑓(Ω𝑖). Следовательно, 𝐺 ∈ F и, значит, H ⊆ F.
Заметим также, что из C𝐴′ ⊆ 𝜓(𝐴) для всех 𝐴 ∈ Ω следует C

Ω𝑖
′ = C𝐴′ ⊆ 𝜓(𝐴) = 𝜙((𝐴)) = 𝜙(Ω𝑖)

для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω .
Таким образом, F = H.

3.2. Минимальные спутники 𝜎
Ω
-расслоенных классов Фиттинга 𝑇 -групп

На множестве всех 𝜎Ω𝑅-функций и 𝜎Ω𝐹𝑅-функций введем отношение частичного по-
рядка ≤. Для любых таких функций 𝜇1 и 𝜇2 полагаем 𝜇1 ⩽ 𝜇2, если 𝜇1(𝜎Ω

′) ⊆ 𝜇2(𝜎Ω
′) и

𝜇1(Ω𝑖) ⊆ 𝜇2(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . Очевидно, что 𝜙0 ≤ 𝜙1.
Дадим описание строения минимального элемента частично упорядоченного множества

всех 𝜎Ω𝑅-функций.

Лемма 1. Пусть F = 𝜎Ω𝑅(𝑓, 𝜙), 𝜙 — произвольная 𝜎Ω𝐹𝑅-функция. Тогда справедливы
следующие утверждения:

1) F = 𝜎Ω𝑅(𝑔, 𝜙), где 𝑔(𝜎Ω
′) = 𝑓(𝜎Ω

′) ∩ F и 𝑔(Ω𝑖) = 𝑓(Ω𝑖) ∩ F для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω;
2) F = 𝜎Ω𝑅(ℎ, 𝜙), где ℎ(𝜎Ω

′) = F и ℎ(Ω𝑖) = 𝑓(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω.
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Доказательство. 1) Пусть F1 = 𝜎Ω𝑅(𝑔, 𝜙), где 𝑔 – 𝜎Ω𝑅-функция из пункта 1) леммы.
Докажем, что F = F1.

Сначала покажем, что F ⊆ F1. Пусть 𝐺 ∈ F. Тогда 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓(𝜎Ω
′). Так как 𝑂Ω(𝐺) �𝐺 и

F — класс Фиттинга, то 𝑂Ω(𝐺) ∈ F. Поэтому 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓(𝜎Ω
′) ∩ F = 𝑔(𝜎Ω

′). Также из 𝐺 ∈ F
имеем 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Поскольку 𝐺

𝜙(Ω𝑖) �𝐺 и F — класс Фиттинга, то
𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖) ∩ F = 𝑔(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Следовательно, 𝐺 ∈ F1 и F ⊆ F1.

Теперь покажем, что F1 ⊆ F. Пусть 𝐺 ∈ F1. Тогда 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑔(𝜎Ω
′) ⊆ 𝑓(𝜎Ω

′) и
𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑔(Ω𝑖) ⊆ 𝑓(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Следовательно, 𝐺 ∈ F и F1 ⊆ F.

Таким образом, F = F1.
2) Пусть F2 = 𝜎Ω𝑅(ℎ, 𝜙), где ℎ – 𝜎Ω𝑅-функция, описанная в пункте 2) леммы. Докажем,

что F = F2.
Пусть 𝐺 ∈ F. Так как 𝑂Ω(𝐺)�𝐺 и F — класс Фиттинга, то 𝑂Ω(𝐺) ∈ F = ℎ(𝜎Ω

′). Из 𝐺 ∈ F
имеем 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖) = ℎ(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Следовательно, 𝐺 ∈ F2 и F ⊆ F2.

Допустим, что F ⊂ F2 и 𝐺 – 𝑇 -группа с наименьшей длиной главного ряда из F2∖F. То-
гда 𝑇 -группа 𝐺 является комонолитической с комонолитом 𝑀 = 𝐺F. Поскольку 𝐺 ∈ F2, то
𝑂Ω(𝐺) ∈ ℎ(𝜎Ω

′) = F, и значит, 𝑂Ω(𝐺) ⊆ 𝑀 . Тогда 𝐺/𝑀 ∼= 𝐺/𝑂Ω(𝐺)/𝑀/𝑂Ω(𝐺) ∈ CΩ и по [6,
лемма 2, п. 5)] 𝑂Ω(𝐺) = 𝑂Ω(𝑀). Так как 𝑀 ∈ F, то 𝑂Ω(𝐺) = 𝑂Ω(𝑀) ∈ 𝑓(𝜎Ω

′). Из 𝐺 ∈ F2

следует 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ ℎ(Ω𝑖) = 𝑓(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Следовательно, 𝐺 ∈ F; противоречие.
Таким образом, F = F2. 2

Пусть {𝑓𝑗 |𝑗 ∈ 𝐽} – произвольный набор 𝜎Ω𝑅-функций. Обозначим через ∩𝑗∈𝐽𝑓𝑗 такую
𝜎Ω𝑅-функцию 𝑓 , что 𝑓(𝜎Ω

′) = ∩𝑗∈𝐽𝑓𝑗(𝜎Ω
′) и 𝑓(Ω𝑖) = ∩𝑗∈𝐽𝑓𝑗(Ω𝑖) для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω .

Лемма 2. Пусть 𝜙 – произвольная 𝜎Ω𝐹𝑅-функция, F = ∩𝑗∈𝐽F𝑗, где F𝑗 = 𝜎Ω𝑅(𝑓𝑗 , 𝜙),
𝑗 ∈ 𝐽 . Тогда F = 𝜎Ω𝑅(𝑓, 𝜙), где 𝑓 = ∩𝑗∈𝐽𝑓𝑗.

Доказательство. Обозначим H = 𝜎Ω𝑅(𝑓, 𝜙). Покажем, что F = H.
Пусть 𝐺 ∈ F = ∩𝑗∈𝐽F𝑗 , тогда 𝐺 ∈ F𝑗 для всех 𝑗 ∈ 𝐽 . Значит, для всех 𝑗 ∈ 𝐽 имеем

𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓𝑗(𝜎Ω
′) и 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓𝑗(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Поэтому 𝑂

Ω(𝐺) ∈ ∩𝑗∈𝐽𝑓𝑗(𝜎Ω
′) =

= 𝑓(𝜎Ω
′) и 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ ∩𝑗∈𝐽𝑓𝑗(Ω𝑖) = 𝑓(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Следовательно, 𝐺 ∈ H и F ⊆ H.

Пусть 𝐺 ∈ H. Тогда 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓(𝜎Ω
′) = ∩𝑗∈𝐽𝑓𝑗(𝜎Ω

′) и 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖) = ∩𝑗∈𝐽𝑓𝑗(Ω𝑖) для
любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Отсюда для всех 𝑗 ∈ 𝐽 следует, что 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓𝑗(𝜎Ω

′) и 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓𝑗(Ω𝑖) для
любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Поэтому 𝐺 ∈ F𝑗 для всех 𝑗 ∈ 𝐽 , и значит, 𝐺 ∈ ∩𝑗∈𝐽F𝑗 = F. Следовательно,
𝐺 ∈ F и H ⊆ F.

Таким образом, F = H. 2

Определение 7. Cпутник 𝑓 класса Фиттинга 𝑇 -групп F = 𝜎Ω𝑅(𝑓, 𝜙) называется ми-
нимальным спутником, если 𝑓 является минимальным элементом множества всех спут-
ников класса Фиттинга F.

Пусть X — непустое можество 𝑇 -групп. Тогда 𝑓𝑖𝑡(X) — пересечение всех классов Фит-
тинга, содержащих X. Обозначим через 𝜎Ω𝑅(X, 𝜙) пересечение всех 𝜎Ω-расслоенных классов
Фиттинга с направлением 𝜙, содержащих X.

Теорема 4. Пусть X – непустой класс 𝑇 -групп и 𝜙 — произвольная 𝜎Ω𝐹𝑅-функция.
Тогда 𝜎Ω-расслоенный класс Фиттинга F = 𝜎Ω𝑅(X, 𝜙) обладает единственным минимальным
спутником 𝑓 таким, что

𝑓(𝜎Ω

′) = 𝑓𝑖𝑡(𝑂Ω(𝐺)|𝐺 ∈ X),

𝑓(Ω𝑖) = 𝑓𝑖𝑡(𝐺𝜙(Ω𝑖)|𝐺 ∈ X) для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(X),

𝑓(Ω𝑖) = ∅, если Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω∖𝜎Ω(X).
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Доказательство. В виду примера 2 множество C является 𝜎Ω-расслоенным классом Фит-
тинга 𝑇 -групп с направлением 𝜙. Так как X ⊆ C, то класс Фиттинга F = 𝜎Ω𝑅(X, 𝜙) существует,
и множество L всех его спутников не пусто. Обозначим через 𝑓1 пересечение всех элементов из
L. По лемме 2 F = 𝜎Ω𝑅(𝑓1, 𝜙). Так как 𝑓1 ≤ 𝑓𝑖 для любого 𝑓𝑖 ∈ L, то 𝑓1 – наименьший элемент
частично упорядоченного множества L и, значит, единственный минимальный спутник класса
Фиттинга F.

Пусть 𝑓 – 𝜎Ω𝑅-функция, указанная в заключении теоремы, и H = 𝜎Ω𝑅(𝑓, 𝜙). Докажем,
что F = H.

Пусть 𝑀 ∈ X, тогда в силу строения 𝑓 получим 𝑂Ω(𝑀) ∈ 𝑓(𝜎Ω
′) и из 𝜎Ω(𝑀) ⊆ 𝜎Ω(X)

следует, что 𝑀𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖) для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝑀). Тогда 𝑀 ∈ H и X ⊆ H. Следовательно,
F = 𝜎Ω𝑅(X, 𝜙) ⊆ H.

Покажем теперь, что H ⊆ F. Поскольку X ⊆ F, то для любой 𝑇 -группы 𝐺 ∈ X верно
𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓1(𝜎Ω

′). Отсюда 𝑓(𝜎Ω
′) = 𝑓𝑖𝑡(𝑂Ω(𝐺)|𝐺 ∈ X) ⊆ 𝑓1(𝜎Ω

′).
Пусть Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(X). Тогда найдется такая 𝑇 -группа 𝐻 ∈ X, что Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐻). Так как X ⊆ F,

то 𝐻 ∈ F = 𝜎Ω𝑅(𝑓1, 𝜙), значит 𝐻
𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓1(Ω𝑖). Поэтому 𝑓1(Ω𝑖) ̸= ∅.

Пусть 𝐺 ∈ X. Если Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺), то из 𝐺 ∈ F = 𝜎Ω𝑅(𝑓1, 𝜙) получаем 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓1(Ω𝑖).
Пусть Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(X) ∖ 𝜎Ω(𝐺). Тогда 𝐺 ∈ CΩ′

𝑖
⊆ 𝜙(Ω𝑖) и, значит, 𝐺𝜙(Ω𝑖) = {0} ∈ 𝑓1(Ω𝑖). Так как

𝑓1(Ω𝑖) – класс Фиттинга, то 𝑓(Ω𝑖) = 𝑓𝑖𝑡(𝐺𝜙(Ω𝑖)|𝐺 ∈ X) ⊆ 𝑓1(Ω𝑖).
Если Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω ∖ 𝜎Ω(X), то 𝑓(Ω𝑖) = ⊘ ⊆ 𝑓1(Ω𝑖).
Следовательно, 𝑓 ≤ 𝑓1. Покажем, что в этом случае H ⊆ F. Пусть 𝑆 ∈ H. Тогда

𝑂Ω(𝑆) ∈ 𝑓(𝜎Ω
′) ⊆ 𝑓1(𝜎Ω

′) и 𝑆𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖) ⊆ 𝑓1(Ω𝑖) для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝑆). Значит, 𝑆 ∈ F и
H ⊆ F.

Таким образом, из F ⊆ H и H ⊆ F следует, что F = H. Поэтому, F = 𝜎Ω𝑅(𝑓, 𝜙), и значит,
𝑓 ∈ L. Так как 𝑓1 – единственный минимальный элемент в L, то из 𝑓 ≤ 𝑓1 следует 𝑓 = 𝑓1. 2

Следствие 5. Пусть 𝑓𝑖 – минимальный спутник 𝜎Ω-расслоенного класса Фиттинга 𝑇 -
групп F𝑖 с направлением 𝜙, где 𝜙 — произвольная 𝜎Ω𝐹𝑅-функция, 𝑖 = 1, 2. Тогда и только
тогда F1 ⊆ F2, когда 𝑓1 ≤ 𝑓2.

Доказательство. Необходимость. Пусть F1 = 𝜎Ω𝑅(𝑓1, 𝜙), F2 = 𝜎Ω𝑅(𝑓2, 𝜙) и F1 ⊆ F2. Пока-
жем, что 𝑓1 ≤ 𝑓2.

Так как F1 ⊆ 𝜎Ω𝑅(F1, 𝜙) и F2 ⊆ 𝜎Ω𝑅(F2, 𝜙), то по теореме 4

𝑓1(𝜎Ω

′) = 𝑓𝑖𝑡(𝑂Ω(𝐺)|𝐺 ∈ F1) ⊆ 𝑓𝑖𝑡(𝑂Ω(𝐺)|𝐺 ∈ F2) = 𝑓2(𝜎Ω

′),

𝑓1(Ω𝑖) = 𝑓𝑖𝑡(𝐺𝜙(Ω𝑖)|𝐺 ∈ F1) ⊆ 𝑓𝑖𝑡(𝐺𝜙(Ω𝑖)|𝐺 ∈ F2) = 𝑓2(Ω𝑖) для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(F1) ⊆ 𝜎Ω(F2),

𝑓1(Ω𝑖) = ⊘ ⊆ 𝑓2(Ω𝑖), если Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω∖𝜎Ω(F1).

Следовательно, 𝑓1 ≤ 𝑓2.
Достаточность. Пусть F1 = 𝜎Ω𝑅(𝑓1, 𝜙), F2 = 𝜎Ω𝑅(𝑓2, 𝜙) и 𝑓1 ≤ 𝑓2, т.е. 𝑓1(𝜎Ω

′) ⊆ 𝑓2(𝜎Ω
′) и

𝑓1(Ω𝑖) ⊆ 𝑓2(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . Покажем, что F1 ⊆ F2.
Пусть 𝐺 ∈ F1, тогда 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓1(𝜎Ω

′) ⊆ 𝑓2(𝜎Ω
′) и 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓1(Ω𝑖) ⊆ 𝑓2(Ω𝑖) для всех

Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Поэтому 𝐺 ∈ F2. Следовательно, F1 ⊆ F2. 2

Следствие 6. Пусть X – непустой класс 𝑇 -групп. Тогда 𝜎Ω-свободный класс Фиттинга
F = 𝜎Ω𝐹𝑟𝑅(X) обладает единственным минимальным спутником 𝑓 таким, что

𝑓(𝜎Ω

′) = 𝑓𝑖𝑡(𝑂Ω(𝐺)|𝐺 ∈ X),

𝑓(Ω𝑖) = 𝑓𝑖𝑡(𝑂Ω′
𝑖(𝐺)|𝐺 ∈ X) для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(X),

𝑓(Ω𝑖) = ∅, если Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω∖𝜎Ω(X).
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Следствие 7. Пусть X – непустой класс 𝑇 -групп. Тогда 𝜎Ω-канонический класс Фит-
тинга F = 𝜎Ω𝐾𝑅(X) обладает единственным минимальным спутником 𝑓 таким, что

𝑓(𝜎Ω

′) = 𝑓𝑖𝑡(𝑂Ω(𝐺)|𝐺 ∈ X),

𝑓(Ω𝑖) = 𝑓𝑖𝑡(𝑂Ω𝑖,Ω
′
𝑖(𝐺)|𝐺 ∈ X) для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(X),

𝑓(Ω𝑖) = ∅, если Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω∖𝜎Ω(X).

3.3. Внутренние спутники 𝜎
Ω
-расслоенных классов Фиттинга 𝑇 -групп

Определение 8. Спутник 𝑓 𝜎Ω-расслоенного класса Фиттинга 𝑇 -групп F называется
внутренним, если 𝑓(𝜎Ω

′) ⊆ F и 𝑓(Ω𝑖) ⊆ F для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω.

Замечание 2. Из леммы 1 следует, что каждый 𝜎Ω-расслоенный класс Фиттинга 𝑇 -
групп обладает внутренним спутником.

Дадим описание строения внутренних спутников 𝜎Ω-расслоенных классов Фиттинга 𝑇 -
групп для некоторых направлений.

Следуя работе [20] введем следующее определение.

Определение 9. Направление 𝜙 𝜎Ω-расслоенного класса Фиттинга 𝑇 -групп назовем:
1) 𝑎-направлением, если CΩ𝑖 ⊆ 𝜙(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω;
2) 𝑏Ω𝑖

-направлением, если CΩ𝑖𝜙(Ω𝑖) = 𝜙(Ω𝑖) для некоторого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω;
3) 𝑏-направлением, если CΩ𝑖𝜙(Ω𝑖) = 𝜙(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω;
4) 𝑖1𝑖2 . . . 𝑖𝑘-направлением, если 𝜙 является 𝑖𝑗-направлением для любого 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘.

Замечание 3. Очевидно, что всякое 𝑏-направление является 𝑎-направлением, а направ-
ление 𝜙1 𝜎Ω𝐾-класса Фиттинга есть 𝑏-направление.

Лемма 3. Пусть 𝑓 — внутренний спутник 𝜎Ω-расслоенного класса Фиттинга 𝑇 -групп
F с 𝑎𝑟-направлением 𝜙. Тогда 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 ⊆ F для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω.

Доказательство. Пусть Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . Так как 𝑓 — внутренний спутник класса Фиттинга F, то
𝑓(Ω𝑖) ⊆ F. Поскольку CΩ𝑖 — формация, то 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 = 𝑓(Ω𝑖) ◇CΩ𝑖 является классом Фиттинга.

Допустим, что 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 ̸⊆ F. Пусть 𝐺 — 𝑇 -группа с наименьшей длиной главного ряда
из 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 ∖ F. Тогда 𝐺 — комонолитическая 𝑇 -группа с комонолитом 𝑀 = 𝐺F. Причем из
𝑓(Ω𝑖) ⊆ F по [6, лемма 2, п. 2)] 𝐺𝑓(Ω𝑖) ⊆ 𝐺F =𝑀 .

Поскольку 𝐺 ∈ 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 = 𝑓(Ω𝑖) ◇ CΩ𝑖 , то 𝐺/𝐺𝑓(Ω𝑖) ∈ CΩ𝑖 . Поэтому 𝐺/𝑀 ∼= 𝐺/𝐺𝑓(Ω𝑖)/𝑀/

𝐺𝑓(Ω𝑖) ∈ CΩ𝑖 ⊆ CΩ. По [6, лемма 2, п. 5)] имеем 𝑂Ω(𝐺) = 𝑂Ω(𝑀). Так как 𝑀 ∈ F, то 𝑂Ω(𝐺) =

= 𝑂Ω(𝑀) ∈ 𝑓(𝜎Ω
′).

По условию 𝜙 является 𝑎-направлением, значит CΩ𝑖 ⊆ 𝜙(Ω𝑖). По [6, лемма 2, п. 1)]
𝐺𝜙(Ω𝑖) ⊆ 𝐺CΩ𝑖 = 𝑂Ω𝑖(𝐺). Так как 𝐺/𝐺𝑓(Ω𝑖) ∈ CΩ𝑖 , то 𝑂Ω𝑖(𝐺) ⊆ 𝐺𝑓(Ω𝑖). Таким образом,
𝐺𝜙(Ω𝑖) ⊆ 𝑂Ω𝑖(𝐺) ⊆ 𝐺𝑓(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖).

Пусть Ω𝑗 ∈ 𝜎Ω(𝐺)∖{Ω𝑖}. Поскольку из 𝐺/𝑂Ω𝑖(𝐺) = 𝐺/𝐺CΩ𝑖 ∈ CΩ𝑖 следует K(𝐺/𝑂Ω𝑖(𝐺)) ⊆
⊆ Ω𝑖, то Ω𝑗 ∈ 𝜎Ω(𝑂

Ω𝑖(𝐺)). Так как 𝜙 — 𝑟-направление, т.е. 𝜙(Ω𝑗)CΩ′
𝑗
= 𝜙(Ω𝑗) и 𝐺/𝑂Ω𝑖(𝐺) ∈

∈ CΩ𝑖 ⊆ CΩ′
𝑗
, то по [6, лемма 2, п. 9)] 𝐺𝜙(Ω𝑗) = (𝑂Ω𝑖(𝐺))𝜙(Ω𝑗). Из того, что 𝑂Ω𝑖(𝐺) ∈ 𝑓(Ω𝑖) ⊆ F

имеем (𝑂Ω𝑖(𝐺))𝜙(Ω𝑗) ∈ 𝑓(Ω𝑗). Следовательно, 𝐺𝜙(Ω𝑗) ∈ 𝑓(Ω𝑗). Таким образом, 𝐺 ∈ F; проти-
ворeчие.

Следовательно, 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 ⊆ F для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . 2

Следствие 8. Пусть 𝑓 — внутренний спутник 𝜎Ω-расслоенного класса Фиттинга 𝑇 -
групп F с 𝑟-направлением 𝜙, таким что 𝜙1 ≤ 𝜙. Тогда 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 ⊆ F для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω.
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Доказательство. Пусть 𝜙 – 𝑟-направление класса Фиттинга 𝑇 -групп F, такое что 𝜙1 ≤ 𝜙.
Тогда 𝜙1(Ω𝑖) = CΩ𝑖

C
Ω′
𝑖
⊆ 𝜙(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . Поскольку CΩ𝑖

и C
Ω′
𝑖
– классы Фиттинга,

то CΩ𝑖
⊆ CΩ𝑖

◇ C
Ω′
𝑖
= CΩ𝑖

C
Ω′
𝑖
⊆ 𝜙(Ω𝑖), отсюда CΩ𝑖

⊆ 𝜙(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . Таким образом,

𝜙 является 𝑎𝑟-направлением и, по лемме 3, утверждение верно. 2

Следствие 9. Пусть 𝑓 — внутренний спутник 𝜎Ω-канонического класса Фиттинга 𝑇 -
групп F. Тогда 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 ⊆ F для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω.

Лемма 4. Пусть F = 𝜎Ω𝑅(𝑓, 𝜙) с 𝑏Ω𝑖-направлением 𝜙, Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω. Тогда выполняются
следующие утверждения:

1) 𝑂Ω𝑖(𝐺𝜙(Ω𝑖)) = 𝐺𝜙(Ω𝑖) для любой 𝑇 -группы 𝐺;
2) F обладает спутником 𝑔, таким что 𝑔(𝜎Ω

′) = 𝑓(𝜎Ω
′), 𝑔(Ω𝑖) = 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 и 𝑔(Ω𝑗) = 𝑓(Ω𝑗)

для любого Ω𝑗 ∈ 𝜎Ω ∖ {Ω𝑖}.

Доказательство. 1) Пусть Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω и 𝑂Ω𝑖(𝐺𝜙(Ω𝑖)) = 𝑅. Тогда 𝑅 ⊆ 𝐺𝜙(Ω𝑖). Так как 𝜙(Ω𝑖) —
формация Фиттинга, то 𝐺/𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝜙(Ω𝑖). Кроме того, 𝐺𝜙(Ω𝑖)/𝑅 = 𝐺𝜙(Ω𝑖)/𝑂Ω𝑖(𝐺𝜙(Ω𝑖)) ∈ CΩ𝑖 .
Так как 𝜙 — 𝑏Ω𝑖-направление, то из 𝐺/𝐺

𝜙(Ω𝑖) ∼= 𝐺/𝑅/𝐺𝜙(Ω𝑖)/𝑅 имеем 𝐺/𝑅 ∈ CΩ𝑖𝜙(Ω𝑖) = 𝜙(Ω𝑖).
Следовательно, 𝐺𝜙(Ω𝑖) ⊆ 𝑅. Поэтому 𝑅 = 𝐺𝜙(Ω𝑖).

2) Пусть F1 = 𝜎Ω𝑅(𝑔, 𝜙), где 𝑔 — 𝜎Ω𝑅-функция из заключения леммы. Докажем, что
F = F1.

Сначала покажем, что F ⊆ F1. Пусть 𝐺 ∈ F. Тогда 𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑓(𝜎Ω
′) = 𝑔(𝜎Ω

′), 𝐺𝜙(Ω𝑗) ∈
∈ 𝑓(Ω𝑗) = 𝑔(Ω𝑗) для любого Ω𝑗 ∈ 𝜎Ω(𝐺)∖{Ω𝑖} и𝐺𝜙(Ω𝑖) = 𝐺CΩ𝑖

𝜙(Ω𝑖) = 𝐺CΩ𝑖
∘𝜙(Ω𝑖) = (𝐺𝜙(Ω𝑖))CΩ𝑖 ∈

∈ 𝑓(Ω𝑖), т.е. 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖) ∘ CΩ𝑖 = 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 = 𝑔(Ω𝑖). Поэтому 𝐺 ∈ F1 и F ⊆ F1.
Допустим, что F ⊂ F1 и 𝐺 — 𝑇 -группа с наименьшей длиной главного ряда из F1 ∖F. Тогда

𝐺 — комонолитическая 𝑇 -группа с комонолитом 𝑀 = 𝐺F. Так как 𝐺 ∈ F1 = 𝜎Ω𝑅(𝑔, 𝜙), то
𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑔(𝜎Ω

′) = 𝑓(𝜎Ω
′) и 𝐺𝜙(Ω𝑗) ∈ 𝑔(Ω𝑗) для любого Ω𝑗 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Если Ω𝑗 ∈ 𝜎Ω(𝐺) ∖ {Ω𝑖}, то

𝐺𝜙(Ω𝑗) ∈ 𝑔(Ω𝑗) = 𝑓(Ω𝑗). В противном случае 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑔(Ω𝑖) = 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 = 𝑓(Ω𝑖) ∘ CΩ𝑖 . Поэтому
(𝐺𝜙(Ω𝑖))CΩ𝑖 = 𝑂Ω𝑖(𝐺𝜙(Ω𝑖)) ∈ 𝑓(Ω𝑖). По п. 1) 𝑂Ω𝑖(𝐺𝜙(Ω𝑖)) = 𝐺𝜙(Ω𝑖), значит 𝐺𝜙(Ω𝑖) ∈ 𝑓(Ω𝑖).

В любом случае 𝐺 ∈ F; противоречие. Следовательно, F = F1. 2

Следствие 10. Пусть F = 𝜎Ω𝑅(𝑓, 𝜙) с 𝑏-направлением 𝜙. Тогда выполняются следующие
утверждения:

1) 𝑂Ω𝑖(𝐺𝜙(Ω𝑖)) = 𝐺𝜙(Ω𝑖) для любой 𝑇 -группы 𝐺 и любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω;
2) F обладает спутником 𝑔, таким что 𝑔(𝜎Ω

′) = 𝑓(𝜎Ω
′) и 𝑔(Ω𝑖) = 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 для любого

Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω.

Следствие 11. Пусть F – 𝜎Ω-канонический класс Фиттинга 𝑇 -групп со спутником 𝑓 .
Тогда F обладает спутником 𝑔, таким что 𝑔(𝜎Ω

′) = 𝑓(𝜎Ω
′) и 𝑔(Ω𝑖) = 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 для всех

Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω.

Следствие 12. Пусть F — 𝜎Ω-канонический класс Фиттинга 𝑇 -групп с внутренним
спутником 𝑓 . Тогда F обладает внутренним спутником 𝑔, таким что 𝑔(𝜎Ω

′) = F и
𝑔(Ω𝑖) = 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω.

Доказательство. Пусть 𝑓 — внутренний спутник 𝜎Ω𝐾-класса Фиттинга F. В силу лем-
мы 1 можем считать, что 𝑓(𝜎Ω

′) = F. По следствию 11 F обладает спутником 𝑔, таким что
𝑔(𝜎Ω

′) = 𝑓(𝜎Ω
′) = F и 𝑔(Ω𝑖) = 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . В виду следствия 9 𝑔 — внутренний

спутник 𝜎Ω𝐾-класса Фиттинга F. 2

Теорема 5. Пусть F — 𝜎Ω-расслоенный класс Фиттинга 𝑇 -групп c 𝑏𝑟-направлением 𝜙.
Тогда F обладает внутренним спутником 𝑔, таким что

𝑔(𝜎Ω

′) = F,
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𝑔(Ω𝑖) = 𝑓𝑖𝑡(𝐺𝜙(Ω𝑖)|𝐺 ∈ F)CΩ𝑖 для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(F),

𝑔(Ω𝑖) = ∅, если Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω ∖ 𝜎Ω(F).

Доказательство. Пусть F — 𝜎Ω-расслоенный класс Фиттинга 𝑇 -групп. По теореме 4 F
обладает единственным минимальным спутником 𝑓 , таким что 𝑓(𝜎Ω

′) = 𝑓𝑖𝑡(𝑂Ω(𝐺)|𝐺 ∈ F),
𝑓(Ω𝑖) = 𝑓𝑖𝑡(𝐺𝜙(Ω𝑖)|𝐺 ∈ F) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(F) и 𝑓(Ω𝑖) = ∅, если Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω ∖ 𝜎Ω(F).

В виду леммы 1 класс Фиттинга F = 𝜎Ω𝑅(𝑓, 𝜙) = 𝜎Ω𝑅(ℎ, 𝜙), где ℎ(𝜎Ω
′) = F, ℎ(Ω𝑖) = 𝑓(Ω𝑖)

для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω .
Теперь, учитывая следствие 10, F обладает спутником 𝑔, таким что

𝑔(𝜎Ω

′) = ℎ(𝜎Ω

′) = F,

𝑔(Ω𝑖) = ℎ(Ω𝑖)CΩ𝑖 = 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 = 𝑓𝑖𝑡(𝐺𝜙(Ω𝑖)|𝐺 ∈ F)CΩ𝑖 для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(F),

𝑔(Ω𝑖) = ℎ(Ω𝑖)CΩ𝑖 = 𝑓(Ω𝑖)CΩ𝑖 = ∅CΩ𝑖 = ∅, если Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω ∖ 𝜎Ω(F).

Так как 𝑓 — внутренний спутник класса Фиттинга F, то, применяя замечание 3 и лемму 3,
заключаем, что 𝑔 — внутренний спутник 𝜎Ω-расслоенного класс Фиттинга F. 2

Следствие 13. Пусть F — 𝜎Ω-расслоенный класс Фиттинга 𝑇 -групп c 𝑎𝑟-направлением
𝜙. Тогда F обладает внутренним спутником 𝑔, таким что 𝑔(𝜎Ω

′) = F, 𝑔(Ω𝑖) = 𝑓𝑖𝑡(𝐺𝜙(Ω𝑖)|𝐺 ∈
F)CΩ𝑖 для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(F) и 𝑔(Ω𝑖) = ∅, если Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω ∖ 𝜎Ω(F).

Следствие 14. Пусть F — 𝜎Ω-канонический класс Фиттинга 𝑇 -групп. Тогда F обладает
внутренним спутником 𝑔, таким что 𝑔(𝜎Ω

′) = F, 𝑔(Ω𝑖) = 𝑓𝑖𝑡(𝑂Ω𝑖,Ω𝑖
′
(𝐺)|𝐺 ∈ F)CΩ𝑖 для

любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(F) и 𝑔(Ω𝑖) = ∅, если Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω ∖ 𝜎Ω(F).

Определение 10. Спутник 𝑓 𝜎Ω-расслоенного класса Фиттинга 𝑇 -групп F называется
максимальным внутренним спутником, если 𝑓 является максимальным элементом мно-
жества всех внутренних спутников класса Фиттинга F.

Теорема 6. Пусть F — 𝜎Ω-свободный класс Фиттинга 𝑇 -групп. Тогда F обладает един-
ственным максимальным внутренним спутником ℎ, таким что

ℎ(𝜎Ω

′) = F и ℎ(Ω𝑖) = F для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω .

Доказательство. Пусть H = 𝜎Ω𝐹𝑟𝑅(ℎ), где ℎ — 𝜎Ω𝑅-функция, описанная в заключении
теоремы. По следствию 6 𝜎Ω-свободный класс Фиттинга F обладает единственным минималь-
ным спутником, обозначим его через 𝑚. Докажем, что F = H.

Сначала покажем, что F ⊆ H. Пусть 𝐺 ∈ F = 𝜎Ω𝐹𝑟𝑅(𝑚), тогда по следствию 6 и лемме 1
𝑂Ω(𝐺) ∈ 𝑚(𝜎Ω

′) ⊆ F = ℎ(𝜎Ω
′) и 𝑂Ω′

𝑖(𝐺) ∈ 𝑚(Ω𝑖) ⊆ F = ℎ(Ω𝑖) для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Поэтому
𝐺 ∈ H = 𝜎Ω𝐹𝑟𝑅(ℎ) и, следовательно, F ⊆ H.

Допустим, что F ⊂ H и 𝐺 — 𝑇 -группа с наименьшей длиной главного ряда из H ∖ F. Тогда
𝐺 — комонолитическая 𝑇 -группа с комонолитом 𝑀 = 𝐺F. Так как 𝐺 ∈ H = 𝜎Ω𝐹𝑟𝑅(ℎ), то
𝑂Ω(𝐺) ∈ ℎ(𝜎Ω

′) = F. Поэтому 𝑂Ω(𝐺) ⊆𝑀 и 𝐺/𝑀 ∼= 𝐺/𝑂Ω(𝐺)/𝑀/𝑂Ω(𝐺) ∈ CΩ.
Пусть Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺/𝑀) ⊆ 𝜎Ω(𝐺). Тогда из 𝐺 ∈ H = 𝜎Ω𝐹𝑟𝑅(ℎ) следует 𝑂

Ω′
𝑖(𝐺) ∈ ℎ(Ω𝑖) = F.

Отсюда 𝑂Ω′
𝑖(𝐺) ⊆ 𝑀 и 𝐺/𝑀 ∼= 𝐺/𝑂Ω′

𝑖(𝐺)/𝑀/𝑂Ω′
𝑖(𝐺) ∈ CΩ′

𝑖
; противоречие. Следовательно,

F = H.
Покажем, что ℎ — единственный максимальный внутренний спутник класса Фиттин-

га F. Пусть 𝑔 — внутренний спутник класса Фиттинга F. Тогда 𝑔(𝜎Ω
′) ⊆ F = ℎ(𝜎Ω

′) и
𝑔(Ω𝑖) ⊆ F = ℎ(Ω𝑖) для всех Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . Поэтому 𝑔 ≤ ℎ. Таким образом, ℎ — наибольший
элемент частично упорядоченного множества всех внутренних спутников класса Фиттинга F,
и, значит, ℎ — единственный максимальный внутренний спутник класса Фиттинга F. 2
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Следствие 15. Пусть ℎ𝑖 — максимальный внутренний спутник 𝜎Ω-свободного класса
Фиттинга 𝑇 -групп F𝑖, 𝑖 = 1, 2. Тогда и только тогда F1 ⊆ F2, когда ℎ1 ≤ ℎ2.

Доказательство. Необходимость. Пусть F1 = 𝜎Ω𝐹𝑟𝑅(ℎ1) ⊆ F2 = 𝜎Ω𝐹𝑟𝑅(ℎ2), покажем, что
ℎ1 ≤ ℎ2. По теореме 6 ℎ1(𝜎Ω

′) = F1 ⊆ F2 = ℎ2(𝜎Ω
′) и ℎ1(Ω𝑖) = F1 ⊆ F2 = ℎ2(Ω𝑖) для всех

Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . Следовательно, ℎ1 ≤ ℎ2.
Достаточность. Пусть ℎ1 ≤ ℎ2, т.е. ℎ1(𝜎Ω

′) ⊆ ℎ2(𝜎Ω
′) и ℎ1(Ω𝑖) ⊆ ℎ2(Ω𝑖) для любого

Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω . Покажем, что F1 = 𝜎Ω𝐹𝑟𝑅(ℎ1) ⊆ F2 = 𝜎Ω𝐹𝑟𝑅(ℎ2). Пусть 𝐺 ∈ 𝜎Ω𝐹𝑟𝑅(ℎ1), тогда
𝑂Ω(𝐺) ∈ ℎ1(𝜎Ω

′) ⊆ ℎ2(𝜎Ω
′) и 𝑂Ω′

𝑖(𝐺) ∈ ℎ1(Ω𝑖) ⊆ ℎ2(Ω𝑖) для любого Ω𝑖 ∈ 𝜎Ω(𝐺). Таким обра-
зом, 𝐺 ∈ F2 = 𝜎Ω𝐹𝑟𝑅(ℎ2) и, следовательно, F1 ⊆ F2. 2

4. Заключение

Понятие 𝜎Ω-расслоенного класса Фиттинга 𝑇 -групп обобщает понятие Ω-расслоенного
класса Фиттинга 𝑇 -групп. Дальнейшие исследования 𝜎Ω-расслоенных классов Фиттинга 𝑇 -
групп могут быть продолжены в направлении изучения их произведений и решеток.
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