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Аннотация

Выполнен расчет напряженно-деформированного состояния в окрестности полости, об-
разованной в предварительно деформированном теле из упругопластического материала,
для случая пошагового роста полости в несколько этапов. Задача решается в квазиста-
тической постановке при конечных деформациях с учетом их перераспределения после
каждого этапа деформирования. Предполагается, что переход материала в пластическое
состояние происходит в соответствии с условием пластичности Мизеса, а пластическое де-
формирование материала описывается ассоциированным законом пластического течения.
Постановка и решение задачи осуществляются на основе теории многократного наложения
больших деформаций. Приведен общий алгоритм решения задачи в рамках этой теории.
Для решения используются метод конечных элементов и метод спектральных элементов.
При решении использованы методы и алгоритмы, реализованные в системе инженерно-
го прочностного анализа Фидесис, и программные модули, входящие в эту систему. Мо-
дельные расчеты выполнены для случая плоской деформации тела квадратного сечения
с центральной эллиптической (в момент образования) полостью, рост которой происходит
в несколько этапов по заранее заданному закону. Приведены графики распределения на-
пряжений в теле. Исследуется влияние пластических свойств материала и многоэтапности
деформирования на напряженно-деформированное состояние.
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Abstract

The stress-strain state in the vicinity of a cavity formed in a pre-strained body made of
elastic-plastic material is calculated for the case of step-by-step cavity growth in several stages.
The problem is solved in a quasi-static formulation for finite strains taking into account their
redistribution after each stage of deformation. It is assumed that the transition of material
to a plastic state occurs in accordance with the von Mises plasticity condition, and plastic
deformation of the material is described by the associated law of plastic flow. The problem
is formulated and solved based on the theory of multiple superposition of large strains. A
general algorithm for solving the problem within the framework of this theory is presented. The
finite element method and the spectral element method are used for the solution. The methods
and algorithms implemented in the Fidesys engineering strength analysis system and software
modules included in this system were used in the solution. Model calculations are performed
for the case of plane deformation of a square body with a central elliptical (at the time of
formation) cavity, the growth of which occurs in several stages according to a predetermined
law. Graphs of stress distribution in the body are given. The influence of plastic properties of
the material and multi-stage deformation on the stress-strain state is investigated.
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1. Введение

Актуальная проблема современной механики деформируемого твердого тела — расчет
напряженно-деформированного состояния вблизи полостей, образованных и растущих в на-
груженных телах. В рамках теории многократного наложения больших деформаций может
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быть рассмотрен рост полостей в несколько этапов, когда на каждом этапе в окрестности по-
лости возникают конечные деформации, которые накладываются на уже имеющиеся в теле
деформации [1]. На основе этой теории возможны различные подходы к постановке задач о
напряженно-деформированном состоянии полостей при их росте. Один из подходов предпо-
лагает, что форма и размеры полости на каждом этапе задаются предварительно, т.е. рас-
сматривается принудительный рост полости. Этот подход может быть применен, например,
при моделировании сверления отверстий, бурения скважин, проведения горных выработок.
В рамках другого подхода после расчета напряжений и деформаций на каждом этапе опре-
деляется область вблизи полости, в которой превышен некоторый критерий прочности, и на
следующем этапе эта область присоединяется к полости [2, 3, 4]. Такой подход может быть
применен к моделированию процессов разрушения.

Алгоритм решения задач о пошаговом (в несколько этапов) росте полости с использова-
нием метода конечных элементов приведен в монографии [5]. В этой же книге представлены
некоторые результаты решения этих задач для тел из нелинейно-упругого материала. Для
упругопластических материалов решение одной задачи о пошаговом росте полости представ-
лено в [6]. В этой статье решена плоская задача о напряженном состоянии вблизи полости,
имеющей первоначально форму кругового цилиндра. Рост этой полости осуществлялся по-
средством присоединения к ней областей, ограниченных в сечении дугами эллипса. При этом
часть новой границы совпадала с соответствующей частью предыдущей границы.

В настоящей статье решена задача о пошаговом росте полости, первоначально имеющей
форму цилиндра эллиптического сечения. На каждом следующем шаге новая граница также
имеет форму цилиндра эллиптического сечения и полностью охватывает предыдущую грани-
цу, не имея с ней общих частей.

Переход материала в пластическое состояние определяется условием Мизеса, а пластиче-
ское деформирование материала описывается ассоциированным законом пластического тече-
ния. Приведен общий алгоритм решения задачи в рамках теории многократного наложения
больших деформаций. Для решения используется метод конечных элементов и его модифика-
ция — метод спектральных элементов. Исследуется влияние пластических свойств материала
и многоэтапности деформирования на напряженно-деформированное состояние.

2. Постановка задачи и общий алгоритм ее решения

Постановка задачи о росте полости (дефекта) в теле из упругопластического материала
в рамках теории многократного наложения конечных деформаций не имеет принципиальных
отличий от постановки аналогичной задачи для нелинейно-упругих тел, которая приведена в
[1, 2], поэтому не будем ее здесь приводить. Для описания механического поведения материала
в области упругих деформаций используется определяющее соотношение [6]

𝜏 =
𝐾

2
𝐽𝑒(𝐽𝑒 − 1

𝐽𝑒
)I+ 𝜇 dev[F̄𝑒

],

здесь dev — девиатор тензора; I — единичный тензор; 𝜏 — тензор напряжений Кирхгофа, свя-
занный с тензором истинных напряжений 𝜎 соотношением 𝜏 = 𝐽𝜎; 𝐽 — кратность изменения
объема; 𝐽𝑒 — кратность изменения объема при упругой деформации; F𝑒 — тензор меры упру-

гих деформаций Фингера; F̄𝑒
= (𝐽𝑒)−

2
3F𝑒; 𝐾, 𝜇 — упругие модули объемного сжатия и сдвига,

связанные с модулем Юнга 𝐸 и коэффициентом Пуассона 𝜈 соотношениями 𝐾 =
𝐸

3(1− 2𝜈)
,

𝜇 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
.

Условие пластичности Мизеса записывается в форме

𝑓𝑦(𝜏 ) = ||dev(𝜏 )|| − 𝜎0 = 0. (1)
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Здесь 𝜎0 — предел текучести, ||dev(𝜏 )|| =
√︀
dev(𝜏 ) · · dev(𝜏 ).

Используется мультипликативное разложение аффинора деформаций на упругую и пла-
стическую составляющие [7] и ассоциированный с функцией (1) закон пластического течения
[8].

Приведем общий алгоритм решения задачи о пошаговом росте полости в теле из упру-
гопластического материала при конечных деформациях, основанный на общей методологии
теории многократного наложения конечных деформаций [1, 2, 3, 5].

1. Решается в координатах начального состояния задача о начальном нагружении тела (о
переходе из начального в первое промежуточное состояние). Решение этой задачи позволяет
определить форму тела в первом промежуточном состоянии.

2. Решается в координатах первого промежуточного состояния задача о начальном на-
гружении тела (о переходе из начального в первое промежуточное состояние). Решение этой
задачи позволяет определить характеристики напряженно-деформированного состояния тела
в координатном базисе первого промежуточного состояния.

3. Решается в координатах первого промежуточного состояния задача об образовании по-
лости в теле с начальными деформациями. Решение этой задачи позволяет определить форму
тела (с образованной полостью) во втором промежуточном состоянии.

4. Решается в координатах второго промежуточного состояния задача об образовании по-
лости. Решение этой задачи позволяет определить характеристики напряженно-деформиро-
ванного состояния тела в координатном базисе второго промежуточного состояния.

5. Задается новая граница полости. Здесь возможны два варианта ее задания. Первый ва-
риант — когда новая граница полностью охватывает предыдущую границу в координатах вто-
рого промежуточного состояния, не имея с ней общих частей. Второй вариант — когда новая
граница частично охватывает предыдущую границу в координатах второго промежуточного
состояния и при этом часть новой границы совпадает с соответствующей частью предыдущей
границы.

6. Решается в координатах второго промежуточного состояния задача об образовании поло-
сти в теле с накопленными деформациями. Решение этой задачи позволяет определить форму
тела (с образованной полостью) в третьем состоянии.

Далее вычисления могут быть продолжены по аналогичной схеме.
Для реализации этого алгоритма формулируется [1, 3] постановка задачи об образовании

полости в координатах того состояния, в котором эта полость образуется. На основе общих
положений теории многократного наложения конечных деформаций записываются уравнения
равновесия, граничные условия, кинематические соотношения и определяющие соотношения
в координатах этого состояния.

Для решения задачи на каждом этапе деформирования использован метод конечных эле-
ментов [5, 9] и его современная модификация — метод спектральных элементов [5, 10, 11].
При решении использованы методы и алгоритмы численного анализа, реализованные в CAE-
системе Фидесис [5, 11, 12, 13], и программные модули, входящие в эту систему.

3. Результаты расчетов

Выполнены расчеты напряженно-деформированного состояния для случая плоской дефор-
мации тела квадратного сечения со стороной 60 м с пошагово растущей центральной эллип-
тической полостью (малая полуось изменяется от 0.5 м до 2 м, большая полуось — от 0.75 м
до 3 м). Ввиду симметрии рассмотрена четверть модели (рис. 1, 2).

Параметры материала: модуль Юнга 𝐸 = 3 ГПа, коэффициент Пуассона 𝜈 = 0.48, предел
текучести 𝜎𝑦 = 0.1 ГПа.
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Рис. 1: Геометрическая модель задачи о пошаговом росте полости

Рис. 2: Конечно-элементная сетка вблизи полости

На первом шаге деформирования к модели прикладываются следующие граничные усло-
вия: на границе 𝑥 = 0 𝑢𝑥 = 0; на границе 𝑦 = 0 𝑢𝑦 = 0; на границе 𝑦 = 30 м 𝑢𝑦 = 2 м.
Далее на протяжении следующих четырёх шагов последовательно удаляются блоки полости,
моделируя её рост.

На последующих графиках (рис. 3–5) показано распределение характеристик напряженно-
деформированного состояния вдоль оси 𝑥 при 𝑦 = 0 для последнего шага нагружения:

— красным цветом обозначены результаты решения задачи в упруго-пластической поста-
новке с конечными деформациями при решении методом конечных элементов (МКЭ),

— зеленым цветом обозначены результаты решения задачи в упруго-пластической поста-
новке с конечными деформациями при решении методом спектральных элементов (МСЭ),

— синим цветом — результаты решения задачи в упруго-пластической постановке с малыми
деформациями при решении методом конечных элементов,

— черным цветом — результаты решения задачи при постановке в рамках теории упругости
с конечными деформациями при решении методом конечных элементов.
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На рис. 3 показано распределение истинных напряжений по Мизесу вдоль оси 𝑥. Из этого
рисунка можно видеть, что при решении задачи в рамках теории упругости напряжения в
несколько раз больше, чем при решении с учетом пластических свойств материала (на границе
полости — в 7 раз больше). На этом графике различия между вариантами постановки задачи
и методами решения для упругопластического материала мало заметны.

Рис. 3: Графики распределения напряжений вдоль оси 𝑥 для последнего шага нагружения
для различных вариантов постановки задачи и метода решения

На рис. 4 показано то же распределение напряжений, что и на рис. 3, но только для
упругопластического материала. Можно видеть, что учет конечности деформаций приводит
к некоторому увеличению напряжений. Различия между решением задачи методом конечных
элементов и методом спектральных элементов незначительны.

Рис. 4: Графики распределения напряжений вдоль оси 𝑥 для последнего шага нагружения
для различных вариантов постановки задачи (для упругопластического материала) и метода
решения
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На рис. 5 показано распределение пластических деформаций по Мизесу вдоль оси 𝑥. Из
этого рисунка можно видеть, что учет конечности деформаций приводит к некоторому уве-
личению пластических деформаций. При решении задачи методом спектральных элементов
пластические деформации вблизи полости получаются примерно на 10 % больше, чем при
решении методом конечных элементов.

Рис. 5: Графики распределения интенсивности пластических деформаций вдоль оси 𝑥 для
последнего шага нагружения для различных вариантов постановки задачи и метода решения

На рис. 6 приведены результаты сравнения пошагового роста полости (слева) и прямого
перехода к конечному состоянию (справа). Из рисунка можно видеть, что поля напряжений
для этих вариантов постановки задачи мало различаются, в то время как поля пластических
и полных деформаций различаются существенно.

На рис. 7 показано для всех этапов роста полости поле пластических деформаций (по
Мизесу) при решении задачи методом спектральных элементов. Из рисунка можно видеть
существенную неоднородность распределения пластических деформаций. Отметим также, что
на каждом шаге роста полости максимальное значение пластической деформации по Мизесу
существенно меньше, чем на предыдущем шаге.
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Рис. 6: Поля напряжений (сверху) и пластических (в середине) и полных (снизу) деформаций
вблизи полости. Слева — результаты для случая пошагового роста полости, справа — для
случая прямого перехода к конечному состоянию

Рис. 7: Поле пластических деформаций по Мизесу вблизи полости для всех этапов роста
полости
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4. Заключение

Таким образом, получено численнное решение задачи о принудительном многоэтапном
росте полости, образованной в предварительно нагруженном упругопластическом теле при
конечных деформациях. Задача формулируется и решается на основе теории многократно-
го наложения больших деформаций. Результаты расчетов показывают, что учет нелинейных
эффектов, связанных с пластичностью материала, в данной задаче является существенным.
Геометрическая нелинейность также влияет на результат, но ее влияние менее заметно. Име-
ются существенные количественные различия характеристик напряженно-деформированного
состояния при пошаговом росте полости и в случае, когда полость образуется сразу (в один
шаг).

Предложенный подход может быть в дальнейшем применен к решению задач о росте вклю-
чений, образованных в предварительно нагруженных упругопластических телах при конечных
деформациях (для нелинейно-упругих тел постановка таких задач и некоторые результаты их
решения приведены в [14]), а также к задачам о соединении предварительно нагруженных
упругопластических тел (например, к задаче Ламе–Гадолина [15]).
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