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Аннотация

Рассматриваются прямая и обратная задачи о прохождении звука через трехслойную
сэндвич-панель с упругими однородными наружными слоями и заполнителем в виде упру-
гого непрерывно-неоднородного по толщине слоя. Полагается, что панель находится в иде-
альной сжимаемой жидкости, а падающая на нее волна является плоской и гармонической.

В прямой задаче при известном законе неоднородности заполнителя определяются вол-
новые поля в сэндвич-панели и граничащих с ней полупространствах. Потенциалы скоро-
стей отраженной от сэндвич-панели и прошедшей через нее звуковых волн, а также потен-
циалы смещений упругих волн, возбужденных в наружных слоях панели, находятся в виде
разложений по декартовым базисным решениям уравнения Гельмгольца. Для определения
поля смещений в заполнителе получена краевая задача для системы линейных обыкно-
венных дифференциальных уравнений второго порядка. Численно исследовано влияние
неоднородности заполнителя на прохождение звука через сэндвич-панель.

В обратной задаче определяются законы неоднородности заполнителя, обеспечиваю-
щие минимальную звукопроницаемость сэндвич-панели. На основе решения прямой за-
дачи построен функционал, определенный на классе линейных функций, описывающих
механические параметры заполнителя и выражающий осредненный коэффициент звуко-
проницаемости сэндвич-панели в заданном диапазоне частот. Минимизация функционала
осуществляется с помощью алгоритма, основанного на комбинации методов случайного
поиска и покоординатного спуска.

Ключевые слова: прямая и обратная задачи, отражение и прохождение звука, плоская
гармоническая звуковая волна, сэндвич-панель, неоднородный упругий заполнитель.
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Abstract

The direct and inverse problems of sound transmission through a three-layer sandwich
panel with elastic homogeneous outer layers and a core in the form of an elastic continuously
inhomogeneous layer thickness are considered. It is assumed that the panel is in an ideal
compressible liquid, and the wave incident on it is plane and harmonic.

In the direct problem, with the well-known law of inhomogeneity of the core, wave fields in
the sandwich panel and the half-spaces bordering it are determined. The velocity potentials of
the sound waves reflected from the sandwich panel and transmission through it, as well as the
displacement potentials of elastic waves excited in the outer layers of the panel, are in the form of
decompositions according to Cartesian basic solutions of the Helmholtz equation. To determine
the displacement field in the core, a boundary value problem for a system of linear ordinary
differential equations of the second order is obtained. The influence of the inhomogeneity of the
core on the transmission of sound through the sandwich panel is numerically investigated.

In the inverse problem, the laws of inhomogeneity of the core are determined, ensuring
minimal sound permeability of the sandwich panel. Based on the solution of the direct problem,
a functional is constructed, defined on a class of linear functions describing the mechanical
parameters of the core and expressing the average sound permeability coefficient of the sandwich
panel in a given frequency range. The minimization of the functionality is carried out using an
algorithm based on a combination of random search and coordinate descent methods.
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1. Введение

Сэндвич-панели широко используются в различных отраслях, включая судостроение, аэро-
космическую отрасль, транспорт, строительную промышленность. Одним из элементов в
сэндвич-панелях, обладающим широким диапазоном механических свойств, является сред-
ний слой - заполнитель, который существенно влияет на свойства панели, в том числе на ее
звукопроницаемость.
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Теоретическим и экспериментальным исследованиям прохождения звука через сэндвич-
конструкции посвящены ряд работ отечественных и зарубежных авторов, например [1–17].

В прямых задачах математического моделирования взаимодействия плоской гармониче-
ской звуковой волны с непрерывно-неоднородным по толщине изотропным упругим плоским
слоем последний рассматривался как самостоятельное тело [18, 19] и как покрытие [20, 21].
В настоящей работе такой слой выступает в качестве заполнителя сэндвич-панели. Если по-
добрать соответствующие законы неоднородности для механических параметров этого запол-
нителя, то можно добиться требуемых акустических свойств сэндвич-панели. Таким образом,
возникает необходимость в решении обратной задачи.

В большинстве известных работ по определению параметров, характеризующих неодно-
родность упругой среды, поиск решения осуществлялся с использованием некоторой допол-
нительной информации, получаемой, например, при проведении серии экспериментов. В [22]
для решения обратной дифракционной задачи об определении линейных законов неоднородно-
сти плоского упругого слоя, обеспечивающих минимальную интенсивность звукоотражения,
предложен подход, использующий исключительно решение прямой задачи и не требующий
экспериментальных замеров акустических откликов. С применением этого подхода, в [23] осу-
ществлено моделирование неоднородного покрытия упругой пластины с оптимальными зву-
коотражающими свойствами.

В [24] показано, что непрерывно-неоднородный по толщине слой можно моделировать си-
стемой слоев из однородных упругих материалов с разными физико-механическими характе-
ристиками.

В данной работе находятся решения прямой и обратной задач об отражении и преломлении
плоской звуковой волны трехслойной сэндвич-панелью.

2. Прямая задача

Постановка задачи. Рассмотрим трехслойную сэндвич-панель, граничащую с полупро-
странствами «1» и «2», заполненными одинаковыми идеальными жидкостями, имеющими
плотность 𝜌𝑓 и скорость звука 𝑐 (рис. 1). Номера наружных слоев панели соответствуют но-
мерам граничащих с ними полупространств. Система прямоугольных координат (𝑥, 𝑦, 𝑧) вы-
брана таким образом, что плоскость 𝑥𝑦 совпадает с серединной плоскостью сэндвич-панели,
а ось 𝑧 направлена вглубь полупространства «2». Наружные однородные изотропные упругие
слои сэндвич-панели имеют толщину ℎ. Материал этих слоев характеризуется плотностью 𝜌0 и
упругими постоянными Ламе 𝜆0, 𝜇0. Заполнитель сэндвич-панели - неоднородный изотропный
упругий слой толщиной 2𝐻. Плотность 𝜌 = 𝜌 (𝑧) материала неоднородного слоя описывает-
ся непрерывной функцией, а модули упругости 𝜆 = 𝜆 (𝑧), 𝜇 = 𝜇 (𝑧) – дифференцируемыми
функциями координаты 𝑧.

Рис. 1: Геометрия задачи
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Пусть из полупространства «1» на сэндвич-панель падает плоская гармоническая звуко-
вая волна с амплитудой 𝐴0, круговой частотой 𝜔 и волновым вектором k, который лежит
в плоскости 𝑥𝑧 и составляет угол 𝜃 с нормалью к поверхности панели. Потенциал скорости
такой волны имеет вид

Ψ0 = 𝐴0 exp [𝑖 (𝑘𝑥𝑥+ 𝑘𝑧 (𝑧 +𝐻 + ℎ)− 𝜔𝑡)] ,

где 𝑘𝑥 = 𝑘 sin 𝜃, 𝑘𝑧 = 𝑘 cos 𝜃 – проекции вектора k на оси координат; 𝑘 = 𝜔/𝑐 - волновое число;
𝑡 - время. Временной множитель exp (−𝑖𝜔𝑡) далее опускаем.

Определим отраженную от сэндвич-панели и прошедшую через нее звуковые волны, а
также найдем волновые поля в сэндвич-панели.

Волновые поля в жидкостях. Поскольку волновой вектор падающей волны лежит в
плоскости 𝑥𝑧 и, следовательно, возбуждающее поле не зависит от координаты 𝑦, а неодно-
родность материала заполнителя проявляется лишь по оси 𝑧, то от координаты 𝑦 не должны
зависеть ни отраженное в полупространство «1», ни прошедшее в полупространство «2», ни
возбужденные в упругой сэндвич-панели поля. Кроме того, в сэндвич-панели отсутствует сме-
щение частиц упругой среды вдоль оси 𝑦.

Акустические поля в полупространствах «1» и «2» описываются решениями уравнений
Гельмгольца [25]

ΔΨ𝑗 + 𝑘2Ψ𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2, (1)

где Ψ1, Ψ2 - потенциалы скоростей отраженной от сэндвич-панели и прошедшей через нее
звуковых волн соответственно; Ψ0 + Ψ1 - потенциал скорости полного акустического поля в
полупространстве «1».

Заметим, что волновой вектор отраженной звуковой волны k
′
= (𝑘𝑥,−𝑘𝑧), а волновой

вектор прошедшей звуковой волны в силу идентичности жидкостей в полупространствах «1»
и «2» и с учетом закона Снеллиуса [1] равен волновому вектору падающего поля k.

Скорости частиц жидкостей в полупространствах «1» и «2» определяются по формулам

v1 = grad (Ψ0 +Ψ1) , v2 = gradΨ2.

Решения уравнений (1) будем искать в виде

Ψ1 = 𝐴1 exp [𝑖 (𝑘𝑥𝑥− 𝑘𝑧 (𝑧 +𝐻 + ℎ))] , Ψ2 = 𝐴2 exp [𝑖 (𝑘𝑥𝑥+ 𝑘𝑧 (𝑧 −𝐻 − ℎ))] , (2)

где 𝐴1, 𝐴2 – коэффициенты отражения и прохождения соответственно.
Волновые поля в наружных слоях панели. Векторы смещения частиц в однородных

наружных слоях «1» и «2» сэндвич-панели представим, соответственно, в виде

u(𝑗) = gradΨ(j) + rotΦ(𝑗), 𝑗 = 1, 2,

где скалярные потенциалы Ψ(𝑗) и векторные потенциалы Φ(𝑗) являются решениями уравнений
Гельмгольца [26]

ΔΨ(𝑗) + 𝑘2𝑙 Ψ
(𝑗) = 0, ΔΦ(𝑗) + 𝑘2𝜏Φ

(𝑗) = 0; 𝑗 = 1, 2. (3)

Здесь 𝑘𝑙 = 𝜔/𝑐𝑙, 𝑘𝜏 = 𝜔/𝑐𝜏 ; 𝑐𝑙 =
√︀

(𝜆0 + 2𝜇0) /𝜌0, 𝑐𝜏 =
√︀
𝜇0/𝜌0 - скорости распространения

продольных и поперечных упругих волн соответственно.
Так как рассматриваемая задача двумерная, то Φ(𝑗) = Φ(𝑗) (𝑥, 𝑧) e𝑦 (𝑗 = 1, 2), где e𝑦 - орт

оси 𝑦. Тогда векторные уравнения (3) сводятся к скалярным уравнениям Гельмгольца

ΔΦ(𝑗) + 𝑘2𝜏Φ
(𝑗) = 0, 𝑗 = 1, 2. (4)
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Решения скалярных уравнений (3), (4) будем искать в виде

Ψ(1) = 𝐵
(1)
1 exp [𝑖 (𝑘𝑙𝑥𝑥+ 𝑘𝑙𝑧 (𝑧 +𝐻 + ℎ))] +𝐵

(1)
2 exp [𝑖 (𝑘𝑙𝑥𝑥− 𝑘𝑙𝑧 (𝑧 +𝐻 + ℎ))] ,

Ψ(2) = 𝐵
(2)
1 exp [𝑖 (𝑘𝑙𝑥𝑥+ 𝑘𝑙𝑧 (𝑧 −𝐻 − ℎ))] +𝐵

(2)
2 exp [𝑖 (𝑘𝑙𝑥𝑥− 𝑘𝑙𝑧 (𝑧 −𝐻 − ℎ))] ,

Φ(1) = 𝐶
(1)
1 exp [𝑖 (𝑘𝜏𝑥𝑥+ 𝑘𝜏𝑧 (𝑧 +𝐻 + ℎ))] + 𝐶

(1)
2 exp [𝑖 (𝑘𝜏𝑥𝑥− 𝑘𝜏𝑧 (𝑧 +𝐻 + ℎ))] ,

Φ(2) = 𝐶
(2)
1 exp [𝑖 (𝑘𝜏𝑥𝑥+ 𝑘𝜏𝑧 (𝑧 −𝐻 − ℎ))] + 𝐶

(2)
2 exp [𝑖 (𝑘𝜏𝑥𝑥− 𝑘𝜏𝑧 (𝑧 −𝐻 − ℎ))] ,

(5)

где 𝑘𝑙𝑥, 𝑘𝑙𝑧 и 𝑘𝜏𝑥, 𝑘𝜏𝑧 - проекции волновых векторов продольных k𝑙 и поперечных k𝜏 упругих
волн на координатные оси 𝑥 и 𝑧 соответственно, причем 𝑘2𝑙𝑥+𝑘

2
𝑙𝑧 = 𝑘2𝑙 , 𝑘

2
𝜏𝑥+𝑘

2
𝜏𝑧 = 𝑘2𝜏 . Согласно

закону Снеллиуса 𝑘𝑙𝑥 = 𝑘𝜏𝑥 = 𝑘𝑥.
Волновое поле в заполнителе. Распространение малых возмущений в неоднородном

упругом заполнителе описывается общими уравнениями движения сплошной среды [26]. C
учетом временной зависимости exp (−𝑖𝜔𝑡) и в предположении отсутствия массовых сил эти
уравнения имеют вид

𝜕𝜎𝑥𝑥
𝜕𝑥 + 𝜕𝜎𝑥𝑧

𝜕𝑧 = −𝜌𝜔2𝑢𝑥,
𝜕𝜎𝑥𝑧
𝜕𝑥 + 𝜕𝜎𝑧𝑧

𝜕𝑧 = −𝜌𝜔2𝑢𝑧, (6)

где компоненты тензора напряжений 𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑥𝑧, 𝜎𝑧𝑧 связаны с компонентами вектора смещения
𝑢𝑥, 𝑢𝑧 законом Гука [26]

𝜎𝑥𝑥 = (𝜆+ 2𝜇) 𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑥 + 𝜆𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧 , 𝜎𝑥𝑧 = 𝜇
(︀
𝜕𝑢𝑥
𝜕𝑧 + 𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑥

)︀
, 𝜎𝑧𝑧 = 𝜆𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥 + (𝜆+ 2𝜇) 𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧 . (7)

Величины 𝑢𝑥, 𝑢𝑧 будем искать с учетом закона Снеллиуса в виде

𝑢𝑥 (𝑥, 𝑧) = 𝑈1 (𝑧) exp (𝑖𝑘𝑥𝑥) , 𝑢𝑧 (𝑥, 𝑧) = 𝑈2 (𝑧) exp (𝑖𝑘𝑥𝑥) . (8)

Подставляя выражения (7), (8) в уравнения (6), получим систему линейных обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка относительно неизвестных функций 𝑈1(𝑧),
𝑈2(𝑧):

𝐴U
′′
+𝐵U

′
+ 𝐶U = 0, (9)

где

U = (𝑈1, 𝑈2)
T , 𝐴 = diag {𝑎11, 𝑎22} , 𝐵 = (𝑏𝑟𝑠)2×2 , 𝐶 = (𝑐𝑟𝑠)2×2 .

Здесь

𝑎11 = 𝜇, 𝑎22 = 𝜆+ 2𝜇, 𝑏11 = 𝜇
′
, 𝑏12 = 𝑏21 = 𝑖𝑘𝑥 (𝜆+ 𝜇) , 𝑏22 = 𝜆

′
+ 2𝜇

′
,

𝑐11 = 𝜌𝜔2 − 𝑘2𝑥 (𝜆+ 2𝜇) , 𝑐12 = 𝑖𝑘𝑥𝜇
′
, 𝑐21 = 𝑖𝑘𝑥𝜆

′
, 𝑐22 = 𝜌𝜔2 − 𝑘2𝑥𝜇.

Штрихом обозначена производная по 𝑧.
Граничные условия. Коэффициенты 𝐴𝑗 , 𝐵

(𝑗)
1 , 𝐵(𝑗)

2 , 𝐶(𝑗)
1 , 𝐶(𝑗)

2 (𝑗 = 1, 2) в выражениях
(2), (5) определяются из граничных условий.

На поверхностях сэндвич-панели, соприкасающихся с жидкостями, граничные условия
включают равенство нормальных скоростей частиц упругой среды и жидкости, равенство
нормального напряжения и акустического давления, условие отсутствия касательных напря-
жений:

𝑧 = (−1)𝑗 (𝐻 + ℎ) : −𝑖𝜔𝑢(𝑗)𝑧 = 𝜗𝑗𝑛, 𝜎
(𝑗)
𝑧𝑧 = −𝑝𝑗 , 𝜎

(𝑗)
𝑥𝑧 = 0; 𝑗 = 1, 2. (10)

На поверхностях, разделяющих наружные слои и заполнитель, должны быть непрерывны
компоненты вектора смещения частиц упругих сред, касательные и нормальные напряжения:
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𝑧 = (−1)𝑗 𝐻 : 𝑢
(𝑗)
𝑥 = 𝑢𝑥, 𝑢

(𝑗)
𝑧 = 𝑢𝑧, 𝜎

(𝑗)
𝑥𝑧 = 𝜎𝑥𝑧, 𝜎

(𝑗)
𝑧𝑧 = 𝜎𝑧𝑧; 𝑗 = 1, 2. (11)

Нормальные скорости частиц жидкостей 𝜗1𝑛, 𝜗2𝑛 и акустические давления 𝑝1 , 𝑝2 опреде-
ляются из выражений

𝜗1𝑛 = 𝜕(Ψ0+Ψ1)
𝜕𝑧 , 𝜗2𝑛 = 𝜕Ψ2

𝜕𝑧 , 𝑝1 = 𝑖𝜔𝜌𝑓 (Ψ0 +Ψ1) , 𝑝2 = 𝑖𝜔𝜌𝑓Ψ2.

В наружных слоях сэндвич-панели касательные 𝜎(𝑗)𝑥𝑧 и нормальные 𝜎(𝑗)𝑧𝑧 напряжения свя-
заны с компонентами 𝑢

(𝑗)
𝑥 , 𝑢(𝑗)𝑧 векторов смещения u(𝑗) законом Гука (7), где функции 𝜆, 𝜇

следует заменить константами 𝜆0, 𝜇0 соответственно. Кроме того, поскольку

𝑢
(𝑗)
𝑥 = 𝜕Ψ(𝑗)

𝜕𝑥 − 𝜕Φ(𝑗)

𝜕𝑧 , 𝑢
(𝑗)
𝑧 = 𝜕Ψ(𝑗)

𝜕𝑧 + 𝜕Φ(𝑗)

𝜕𝑥 ; 𝑗 = 1, 2,

то

𝜎(𝑗)𝑥𝑧 = 𝜇0

(︃
2
𝜕2Ψ(𝑗)

𝜕𝑥𝜕𝑧
+
𝜕2Φ(𝑗)

𝜕𝑥2
− 𝜕2Φ(𝑗)

𝜕𝑧2

)︃
,

𝜎
(𝑗)
𝑧𝑧 = −2𝜇0

𝜕2Ψ(𝑗)

𝜕𝑥2 − 𝑘2𝑙 (𝜆0 + 2𝜇0)Ψ
(𝑗) + 2𝜇0

𝜕2Φ(𝑗)

𝜕𝑥𝜕𝑧 ; 𝑗 = 1, 2.

Краевые условия для системы уравнений (9). Введем векторы коэффициентов

K(𝑗) =
(︁
𝐵

(𝑗)
1 , 𝐵

(𝑗)
2 , 𝐶

(𝑗)
1 , 𝐶

(𝑗)
2

)︁T
, 𝑗 = 1, 2.

Из граничных условий (10) при 𝑗 = 1 получаем выражение для коэффициента отражения

𝐴1 = 𝐴0 + aK(1), a = 𝑖𝜔
𝑘𝑧

(𝑘𝑙𝑧,−𝑘𝑙𝑧, 𝑘𝑥, 𝑘𝑥) (12)

и два уравнения с неизвестным K(1). Присоединяя к этим уравнениям два уравнения, выте-
кающие из первых двух граничных условий (11) при 𝑗 = 1 (вектор K(1) внутри однородного
наружного слоя сэндвич-панели не меняется), получим следующую систему уравнений:

𝐴(1)K(1) = b
⃒⃒⃒
𝑧=−𝐻

, (13)

где

b = (𝑈1, 𝑈2, 𝛾, 0)
T , 𝐴(1) =

(︁
𝑎
(1)
𝑚𝑛

)︁
4×4

.

Здесь

𝛾 = −2𝑖𝜔𝜌𝑓𝐴0,

𝑎
(1)
1𝑠 = 𝑖𝑘𝑥𝛼𝑠, 𝑎

(1)
1,𝑠+2 = (−1)𝑠 𝑖𝑘𝜏𝑧𝛽𝑠, 𝑎

(1)
2𝑠 = (−1)𝑠+1 𝑖𝑘𝑙𝑧𝛼𝑠, 𝑎

(1)
2,𝑠+2 = 𝑖𝑘𝑥𝛽𝑠,

𝑎
(1)
3𝑠 = 2𝑘2𝑥𝜇0 − 𝑘2𝑙 (𝜆0 + 2𝜇0) + (−1)𝑠 𝜌𝑓𝜔

2𝑘𝑙𝑧
𝑘𝑧
,

𝑎
(1)
3,𝑠+2 = (−1)𝑠 2𝑘𝑥𝑘𝜏𝑧𝜇0 − 𝜌𝑓𝜔

2 𝑘𝑥
𝑘𝑧
; 𝑠 = 1, 2,

𝑎
(1)
41 = −𝑎(1)42 = −2𝑘𝑥𝑘𝑙𝑧𝜇0, 𝑎

(1)
43 = 𝑎

(1)
44 =

(︀
𝑘2𝜏𝑧 − 𝑘2𝑥

)︀
𝜇0,

𝛼𝑠 = exp
[︁
(−1)𝑠+1 𝑖𝑘𝑙𝑧ℎ

]︁
, 𝛽𝑠 = exp

[︁
(−1)𝑠+1 𝑖𝑘𝜏𝑧ℎ

]︁
; 𝑠 = 1, 2.
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Из системы уравнений (13) находим:

K(1) = 𝐴(1)−1

b
⃒⃒⃒
𝑧=−𝐻

.

Последнее выражение может быть записано в виде

K(1) = 𝐵(1)U
⃒⃒⃒
𝑧=−𝐻

+ 𝛾c, (14)

где матрица 𝐵(1) состоит из первых двух столбцов матрицы четвертого порядка 𝐴(1)−1

, а
вектор c – третий столбец этой матрицы.

Из оставшихся двух граничных условий (11) при 𝑗 = 1, выражающих непрерывность на-
пряжений, находим: (︁

𝐴U
′
+𝐷U

)︁⃒⃒⃒
𝑧=−𝐻

= 𝐶(1)K(1), (15)

где

𝐷 = diag {𝑑12, 𝑑21} , 𝐶(1) =
(︁
𝑐
(1)
𝑟𝑛

)︁
2×4

.

Здесь

𝑑12 = 𝑖𝑘𝑥𝜇, 𝑑21 = 𝑖𝑘𝑥𝜆, 𝑐
(1)
1𝑠 = (−1)𝑠 2𝑘𝑥𝑘𝑙𝑧𝜇0𝛼𝑠, 𝑐

(1)
1,𝑠+2 =

(︀
𝑘2𝜏𝑧 − 𝑘2𝑥

)︀
𝜇0𝛽𝑠,

𝑐
(1)
2𝑠 =

(︀
2𝑘2𝑥𝜇0 − 𝑘2𝑙 (𝜆0 + 2𝜇0)

)︀
𝛼𝑠, 𝑐

(1)
2,𝑠+2 = (−1)𝑠 2𝑘𝑥𝑘𝜏𝑧𝜇0𝛽𝑠; 𝑠 = 1, 2.

Подставляя выражение (14) в соотношение (15), получим краевые условия для системы
дифференциальных уравнений (9) на границе 𝑧 = −𝐻:(︁

𝐴U
′
+𝐷(1)U

)︁⃒⃒⃒
𝑧=−𝐻

= 𝛾𝐶(1)c, (16)

где 𝐷(1) = 𝐷 − 𝐶(1)𝐵(1).
Аналогичным образом из граничных условий (10), (11), записанных при 𝑗 = 2, находим

выражения для коэффициента прохождения 𝐴2, вектора K(2) и краевые условия для системы
дифференциальных уравнений (9) на границе 𝑧 = 𝐻:

𝐴2 = −aK(2), (17)

K(2) = 𝐵(2)U
⃒⃒⃒
𝑧=𝐻

, (18)(︁
𝐴U

′
+𝐷(2)U

)︁⃒⃒⃒
𝑧=𝐻

= 0. (19)

В выражении (18) матрица 𝐵(2) состоит из первых двух столбцов матрицы четвертого
порядка 𝐴(2)−1

, где элементы матрицы 𝐴(2) могут быть получены из элементов матрицы 𝐴(1).
Для этого достаточно в элементах первых двух строк последней матрицы заменить ℎ на −ℎ,
в третьей строке этой матрицы произвести замены

𝑎
(1)
31 = 𝑎

(1)
32 , 𝑎

(1)
32 = 𝑎

(1)
31 , 𝑎

(1)
33 = −𝑎(1)34 , 𝑎

(1)
34 = −𝑎(1)33 ,

а четвертую строку оставить без изменений.
В выражении (19) матрица 𝐷(2) = 𝐷 − 𝐶(2)𝐵(2), где элементы матрицы 𝐶(2) могут быть

получены из соответствующих элементов матрицы 𝐶(1) путем замены в последних ℎ на −ℎ.
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Из выражений (12), (14), (17), (18) следует, что волновые поля в наружных слоях сэндвич-
панели и граничащих с ней жидкостях могут быть определены лишь после нахождения поля
смещений в заполнителе. Для чего необходимо решить краевую задачу (9), (16), (19). При
проведении указанных ниже расчетов решение этой краевой задачи было найдено методом
сплайн-коллокации с использованием аппарата кубических В-сплайнов [27].

Результаты расчетов. На основе полученного решения задачи проведены расчеты
коэффициента звукопроницаемости, равного отношению интенсивностей прошедшей через
сэндвич-панель и падающей на нее звуковых волн:

𝐼 =

⃒⃒⃒⃒
𝐴2

𝐴0

⃒⃒⃒⃒2
.

Величина 𝐼 рассчитывалась для четырех панелей, различающихся между собой меха-
ническими свойствами заполнителя. Рассматривались сэндвич-панели, находящиеся в воде
(𝜌𝑓 = 1000кг/м3, 𝑐 = 1485м/с) под воздействием звуковой волны с единичной амплитудой
(𝐴0 = 1м2/с) и имеющие наружные слои толщиной ℎ = 0.025м из алюминия (𝜌0 = 2700кг/м3,
𝜆0 = 5.3·1010Н/м2, 𝜇0 = 2.6·1010Н/м2) и заполнитель толщиной 2𝐻 = 0.2м. При расчетах один
из заполнителей полагался однородным с плотностью 𝜌0 = 1070кг/м3 и упругими постоянны-
ми Ламе 𝜆0 = 3.9 · 109Н/м2, 𝜇0 = 9.8 · 108Н/м2 (поливинилбутираль), другой - неоднородным
по плотности:

𝜌 (𝑧) = 𝜌0𝑓 (𝑧) , 𝜆 (𝑧) = 𝜆0, 𝜇 (𝑧) = 𝜇0, (20)

третий - неоднородным по первому параметру Ламе:

𝜌 (𝑧) = 𝜌0, 𝜆 (𝑧) = 𝑓 (𝑧)𝜆0, 𝜇 (𝑧) = 𝜇0, (21)

а четвертый - неоднородным по первому и второму параметрам Ламе:

𝜌 (𝑧) = 𝜌0, 𝜆 (𝑧) = 𝑓 (𝑧)𝜆0, 𝜇 (𝑧) = 𝑓 (𝑧)𝜇0, (22)

где

𝑓 (𝑧) = 0.75− 0.25𝑧/𝐻, −𝐻 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝐻.

На рис. 2 показана зависимость коэффициента звукопроницаемости от волнового размера
сэндвич-панели 𝜛 = 2𝑘 (𝐻 + ℎ), рассчитанная в интервале 0 < 𝜛 ⩽ 30 при падении волны по
нормали к поверхности панели (𝜃 = 0∘). Из рисунка следует, что из-за влияния неоднородности
заполнителя происходит смещение резонансных частот сэндвич-панели и это может привести
к существенному изменению значений функции I. Кроме того, различие на рисунке кривых
1, 2, 3, 4 указывает на возможность изменения звукопроницаемости сэндвич-панели за счет
изменения по линейному закону каждого из материальных параметров заполнителя 𝜌, 𝜆, 𝜇.
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Рис. 2: Зависимость коэффициента звукопроницаемости от волнового размера сэндвич-панели
с заполнителем из разных материалов: 1 – однородный материал, 2 – материал неоднородный
по плотности, 3 – материал неоднородный по первому параметру Ламе, 4 – материал неодно-
родный по первому и второму параметрам Ламе

Расчеты показали, что если линейные функции 𝜌 (𝑧), 𝜆 (𝑧), 𝜇 (𝑧), определенные на отрезке
[−𝐻,𝐻], одновременно заменить на симметричные им относительно прямой 𝑧 = 0 функции,
то значение коэффициента звукопроницаемости не меняется. Например, если в законах неод-
нородности (20) - (22) сделать замену 𝑓 (𝑧) = 0.75+0.25𝑧/𝐻, то вновь построенные частотные
зависимости величины I совпадают с соответствующими кривыми на рис. 2. Это означает, что
при материальных параметрах заполнителя, симметрично распределенных по его толщине от-
носительно серединной плоскости рассматриваемой сэндвич-панели, последняя неразличима
по прошедшему акустическому полю.

3. Обратная задача

На основе решения прямой задачи найдем законы неоднородности материала заполните-
ля, обеспечивающие наименьшую звукопроницаемость сэндвич-панели в заданном диапазоне
частот при фиксированном угле падения звуковой волны 𝜃, равном 𝜃*. При этом частотный
диапазон будем определять интервалом изменения волнового размера сэндвич-панели, то есть
𝜛1 ⩽ 𝜛 ⩽ 𝜛2.

Для решения обратной задачи воспользуемся подходом, предложенным в [22].
Будем считать, что функции 𝜌 (𝑧), 𝜆 (𝑧), 𝜇 (𝑧), определенные на отрезке [−𝐻,𝐻], описыва-

ются многочленами первой степени с независимой переменной 𝑧, то есть будем рассматривать
линейные законы неоднородности материала заполнителя:

𝜌 (𝑧) = 𝜌0𝜌 (𝑧) , 𝜆 (𝑧) = 𝜆0𝜆̄ (𝑧) , 𝜇 (𝑧) = 𝜇0𝜇̄ (𝑧) (23)

где

𝜌 (𝑧) = 𝜌(0) + 𝜌(1)𝑧, 𝜆̄ (𝑧) = 𝜆(0) + 𝜆(1)𝑧, 𝜇̄ (𝑧) = 𝜇(0) + 𝜇(1)𝑧, (24)

𝜌0, 𝜆0, 𝜇0 – характерные величины однородного материала.
Построим функционал

𝐹 [𝜌, 𝜆, 𝜇] =
1

𝜛2 −𝜛1

∫︁ 𝜛2

𝜛1

𝐼𝑑𝜛, (25)

определенный на классе линейных функций (23) и выражающий осредненное значение коэф-
фициента звукопроницаемости в заданном диапазоне частот.
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Для функционала (25) найдем значения коэффициентов функций (24), при которых он
достигает минимального значения. Для этого введем ограничения

𝐶1𝜌 ⩽ 𝜌 (𝑧) ⩽ 𝐶2𝜌, 𝐶1𝜆 ⩽ 𝜆̄ (𝑧) ⩽ 𝐶2𝜆, 𝐶1𝜇 ⩽ 𝜇̄ (𝑧) ⩽ 𝐶2𝜇, (26)

где 𝐶𝑗𝜌, 𝐶𝑗𝜆, 𝐶𝑗𝜇 (𝑗 = 1, 2) – некоторые положительные константы. Каждое из неравенств (26)
вида 𝐶1𝜂 ⩽ 𝜂 (𝑧) ⩽ 𝐶2𝜂, где 𝜂 = {𝜌, 𝜆, 𝜇}, задает бесконечное множество линейных функций,
графики которых, построенные в прямоугольной системе координат с осью абсцисс 𝑧 и осью
ординат 𝑓 , в интервале −𝐻 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝐻 не выходят за пределы прямоугольной области

Ω𝜂 = {(𝑧, 𝑓) : −𝐻 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝐻,𝐶1𝜂 ⩽ 𝑓 ⩽ 𝐶2𝜂},

показанной на рис. 3,а.

Рис. 3: Область Ω𝜂 (a) и допустимые функции 𝜌 (𝑧), 𝜆̄ (𝑧), 𝜇̄ (𝑧) (б )

В области Ω𝜂 каждую прямую (24) определим двумя точками 𝐺1𝜂 (−𝐻, 𝑓1𝜂) ,𝐺2𝜂 (𝐻, 𝑓2𝜂),
где ординаты точек 𝑓1𝜂 и 𝑓2𝜂 принадлежат отрезку [𝐶1𝜂, 𝐶2𝜂] (рис. 3,а). Подстановкой коор-
динат этих точек в каждое из выражений (24), находим

𝜂(0) =
𝑓1𝜂+𝑓2𝜂

2 , 𝜂(1) =
𝑓2𝜂−𝑓1𝜂

2𝐻 . (27)

Выбирая из отрезка [𝐶1𝜂, 𝐶2𝜂] значения для ординат 𝑓1𝜂, 𝑓2𝜂 и вычисляя с помощью соот-
ношений (27) значения коэффициентов 𝜂(0), 𝜂(1), получим линейные законы неоднородности
материала заполнителя.

Нахождение значений неизвестных коэффициентов функций (24), удовлетворяющих усло-
виям (26) и минимизирующих функцию шести переменных

𝐹
(︁
𝜌(0), 𝜌(1), 𝜆(0), 𝜆(1), 𝜇(0), 𝜇(1)

)︁
→ min (28)

осуществим с помощью следующего алгоритма.
Для ординаты 𝑓𝑗𝜂 точки 𝐺𝑗𝜂 (𝑗 = 1, 2) на отрезке [𝐶1𝜂, 𝐶2𝜂] введем равномерную сетку

𝑓
(𝑙𝑗𝜂)
𝑗𝜂 = 𝐶1𝜂 + 𝑙𝑗𝜂ℎ𝑗𝜂, 𝑗 = 1, 2, (29)

где 𝑙𝑗𝜂 = 0, 1, ..., 𝑛𝑗𝜂 – номер узла сетки; ℎ𝑗𝜂 = (𝐶2𝜂 − 𝐶1𝜂) /𝑛𝑗𝜂 – шаг сетки, 𝑛𝑗𝜂 – количество
равных частей, на которые разбит отрезок [𝐶1𝜂, 𝐶2𝜂]. Таким образом, построены двумерные
сетки в каждой из трех областей Ω, соответствующих неравенствам (26). На этих сетках с
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использованием соотношений (27) рассчитываются наборы значений коэффициентов функций
(24).

Нахождение оптимального набора коэффициентов 𝜂(0), 𝜂(1) осуществим с помощью проце-
дуры поиска минимума функции (28). Эта вычислительная процедура построена на основе
комбинации методов случайного поиска и покоординатного спуска [28] и включает два этапа.
При этом в качестве шести искомых координат выступают не сами коэффициенты 𝜂(0), 𝜂(1), а
соответствующие им наборы величин 𝑓1𝜂, 𝑓2𝜂, присутствующих в выражениях (27).

На первом этапе случайным образом выбирается начальная точка f – совокупность шести
значений 𝑓1𝜂, 𝑓2𝜂 из множества допустимых дискретных сочетаний на введенной многомерной
сетке:

f = (𝑓1𝜌, 𝑓2𝜌, 𝑓1𝜆, 𝑓2𝜆, 𝑓1𝜇, 𝑓2𝜇) .

На втором этапе в случайном порядке выбирается одна из координат и выполняется поиск
минимума функции 𝐹 при изменении значений этой координаты во всех возможных узлах с
номерами 𝑙𝑗𝜂. При этом значения пяти других координат не меняются. Процедура случайного
выбора координат повторяется до тех пор, пока не будет осуществлен поиск по всем коор-
динатам. По окончании второго этапа получаем значение локального минимума функции 𝐹
и соответствующий набор координат f, по которому с помощью формул (27) вычисляются
искомые коэффициенты 𝜂(0), 𝜂(1).

Локальный минимум функции 𝐹 и соответствующий ему набор материальных параметров
зависят и от выбора начальной точки, и от порядка перебора координат при покоординатном
спуске. Поэтому процедура поиска локального минимума повторяется 𝑀 раз. В качестве ко-
нечного решения выбирается набор коэффициентов 𝜂(0), 𝜂(1), обеспечивающий наименьшее
значение 𝐹 среди локальных решений. Получаемое таким образом оптимальное решение яв-
ляется приближенным, точность которого зависит от выбора шага сетки ℎ𝑗𝜂 и числа 𝑀 .

Были рассчитаны зависимости (23), обеспечивающие наименьшую звукопроницаемость
сэндвич-панели в интервале 0 < 𝜛 ⩽ 5 (область низких и средних частот) при нормаль-
ном падении (𝜃* = 0∘) звуковой волны на панель. При этом величины 𝐴0, 𝜌𝑓 , 𝑐, ℎ, 𝐻, 𝜌0, 𝜆0,
𝜇0, 𝜌0, 𝜆0, 𝜇0 принимали те же значения, что и для расчетов выше.

При расчетах полагали, что 𝐶1𝜌 = 𝐶1𝜆 = 𝐶1𝜇 = 0.5, 𝐶2𝜌 = 𝐶2𝜆 = 𝐶2𝜇 = 1.5 и в полученных
областях Ω𝜌, Ω𝜆, Ω𝜇 строились одинаковые сетки (29), такие что ℎ𝑗𝜌 = ℎ𝑗𝜆 = ℎ𝑗𝜇 = 0.1
(𝑗 = 1, 2). Рассчитанные на этих сетках допустимые функции для механических параметров
материала заполнителя показаны на рис. 3,б. Из этих параметров при 𝑀 = 300 выбирались
те, для которых значение 𝐹 минимально.

Были найдены два оптимальных набора коэффициентов(︁
𝜌(0), 𝜌(1), 𝜆(0), 𝜆(1), 𝜇(0), 𝜇(1)

)︁
= (0.8,±3, 1.5, 0, 1.45,±0.5) ,

различающихся знаком при коэффициентах с индексом 1. При этом минимальное значение
𝐹 = 0.605. То есть для приведенного варианта расчета получены два оптимальных решения
обратной задачи:

𝜌 (𝑧) = 1070 · (0.8± 3𝑧) , 𝜆 (𝑧) = 3.9 · 109 · 1.5, 𝜇 (𝑧) = 9.8 · 108 · (1.45± 0.5𝑧) . (30)

В законах неоднородности (30) материальные параметры заполнителя симметрично рас-
пределены относительно серединной плоскости панели.
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Для сравнения, в интервале 0 < 𝜛 ⩽ 5 были рассчитаны осредненные значения функ-
ций, изображенных на рис. 2. Установлено, что заполнители с законами неоднородности (20)
- (22) увеличивают на 4-5% значение величины 𝐹 = 0.767, рассчитанное для сэндвич-панели
с однородным заполнителем. Неоднородные заполнители с оптимальными механическими па-
раметрами (30) позволяют уменьшить это значение на 21%, что отражает рис. 4.

Рис. 4: Зависимость коэффициента звукопроницаемости от волнового размера сэндвич-панели
с заполнителем из разных материалов: 1 – однородный материал, 2 – материал с оптималь-
ными плотностью и модулями упругости

4. Заключение

В двумерной постановке решена прямая задача о взаимодействии плоской гармонической
звуковой волны с погруженной в идеальную жидкость трехслойной сэндвич-панелью с упру-
гими однородными наружными слоями и непрерывно-неоднородным по толщине упругим за-
полнителем. Аналитически описаны волновые поля в жидкости и наружных слоях сэндвич-
панели. Для определения поля смещений в заполнителе построена краевая задача для си-
стемы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка. Рассчитаны
зависимости коэффициента звукопроницаемости сэндвич-панели от частоты звуковой волны.
Показано существенное влияние неоднородности заполнителя сэндвич-панели на ее звукопро-
ницаемость. На основе решения прямой задачи построено решение обратной задачи, в которой
определяются линейные законы неоднородности заполнителя, обеспечивающие минимальную
звукопроницаемость сэндвич-панели в заданном диапазоне частот. Проведенный вычислитель-
ный эксперимент показал возможность значительного снижения звукопроницаемости сэндвич-
панели за счет непрерывно-неоднородного заполнителя с оптимальными линейными законами
неоднородности.
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