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Аннотация

В 2013–2015 гг. было показано, что для любой чисто-вещественной алгебраической ир-
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Abstract

In 2013–2015 it was shown that for any purely real algebraic irrationality 𝛼, starting from
some place, all residual fractions in the expansion of 𝛼 into a continued fraction will appear to
be the reduced algebraic irrationalities.

We construct the examples of purely real algebraic irrationalities 𝛼 for which this number
of the residual fraction is arbitrarily large.

Keywords: purely real algebraic irrationality, reduced algebraic irrationality.

Bibliography: 8 titles.

For citation:

Dobrovol’skii, N.N.,Dobrovol’skii, N.M. 2024, “On reduced algebraic irrationalities” , Chebyshevskii
sbornik, vol. 25, no. 4, pp. 138–146.

1. Введение

В работе [3] было дано определение приведённой алгебраической иррациональности и до-
казана следующая теорема:

Определение 1. Пусть

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 ∈ Z[𝑥], 𝑎𝑛 > 0

— произвольный целочисленный неприводимый многочлен, у которого все корни 𝛼(𝑘) (𝑘 =
= 1, 2, . . . , 𝑛) — различные вещественные числа, удовлетворяющие условию

−1 < 𝛼(𝑛) < . . . < 𝛼(2) < 0, 𝛼(1) > 1,

тогда алгебраическое число 𝛼 = 𝛼(1) называется приведенной алгебраической иррационально-
стью степени 𝑛.

Теорема 1. Для произвольной чисто-вещественной алгебраической иррациональности
𝛼 степени 𝑛 все её остаточные дроби 𝛼𝑚, начиная с некоторого номера 𝑚0 + 1, являются
приведенными алгебраическими иррациональностями степени 𝑛.

Возникает естественный вопрос о величине 𝑚0. Цель данной работы — дать ответ о воз-
можной величине 𝑚0.

2. Необходимые факты и сведения

Приведём необходимые обозначения, факты и сведения из работы [7].
Пусть Λ — произвольная решетка с базисом �⃗�1,. . . ,�⃗�𝑠 в R𝑠. Через 𝑃 (Λ) будем обозначать

множество

𝑃 (Λ) =

{︂
�⃗� =

1

𝑛
�⃗�

⃒⃒⃒⃒
�⃗� ∈ Λ, 𝑛 ∈ N

}︂
— рациональное 𝑠−мерное векторное пространство над полем рациональных чисел Q.

Теорема 2. Множество 𝑃 (Λ) всюду плотно в R𝑠.
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Доказательство. См. [7]. 2.
Пусть 𝑠 > 1 и 𝐹𝑠 — чисто вещественное алгебраическое поле степени 𝑠 над по-

лем рациональных чисел Q. Таким образом, имеется 𝑠 изоморфных вещественных полей
𝐹𝑠 = 𝐹

(1)
𝑠 = Q(𝜃(1)),. . . ,𝐹 (𝑠)

𝑠 = Q(𝜃(𝑠)), где примитивные элементы 𝜃(1),. . . ,𝜃(𝑠) — алгебраи-
ческие сопряженные числа.

Рассмотрим 𝑠 изоморфных колец целых алгебраических чисел Z
𝐹

(1)
𝑠
, . . . , Z

𝐹
(𝑠)
𝑠

и макси-
мальную решетку, повторяющуюся умножением,

Λ (𝐹𝑠) =
{︁(︁

Θ(1), . . . ,Θ(𝑠)
)︁⃒⃒⃒

Θ(𝑗) ∈ Z
𝐹

(𝑗)
𝑠

(𝑗 = 1, . . . , 𝑠)
}︁
.3

Таким образом, согласно теореме 2 рациональное векторное пространство 𝑃 (Λ (𝐹𝑠)) над
полем рациональных чисел Q будет всюду плотно в R𝑠. Отсюда, пользуясь достаточным усло-
вием подходящей дроби4, можно доказать следующую теорему о сопряженных числах с за-
данной системой подходящих дробей.

Теорема 3. Пусть 𝑃1
𝑄1
, . . . , 𝑃𝑠

𝑄𝑠
— произвольная система несократимых дробей, тогда

найдется алгебраическое число 𝛼 из чисто вещественного алгебраического поля 𝐹𝑠 степе-
ни 𝑠 над полем рациональных чисел Q такое, что для любого 𝑗 = 1, . . . , 𝑠 дробь

𝑃𝑗

𝑄𝑗
будет

подходящей дробью к алгебраически сопряженому числу 𝛼(𝑗) ∈ 𝐹
(𝑗)
𝑠 .

Доказательство. Положим 𝜀 = min
1⩽𝑗⩽𝑠

1
2𝑄2

𝑗
, тогда по теореме 2 найдется алгебраическое

число 𝛼 ∈ 𝐹𝑠 такое, что для точки
(︀
𝛼(1), . . . , 𝛼(𝑠)

)︀
∈ 𝑃 (Λ (𝐹𝑠)) будут выполняться неравенства⃒⃒⃒⃒

𝛼(𝑗) − 𝑃𝑗

𝑄𝑗

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀 ⩽

1

2𝑄2
𝑗

(𝑗 = 1, . . . , 𝑠),

что доказывает утверждение теоремы в силу указанного выше достаточного условия подхо-
дящей дроби. 2

Теперь приведём необходимые обозначения, факты и сведения из работы [3].

Лемма 1. Для произвольной приведенной алгебраической иррациональности 𝛼 степени
𝑛 её остаточная дробь 𝛼1 также является приведенной алгебраической иррациональностью
степени 𝑛, удовлетворяющей неприводимому многочлену

𝑓1(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘,1𝑥
𝑘 ∈ Z[𝑥], 𝑎𝑛,1 > 0,

где

𝑎𝑘,1 =
𝑏𝑘
𝑑
, 𝑑 = (𝑏0, . . . , 𝑏𝑛), 𝑏𝑘 = −

𝑛∑︁
𝑚=𝑛−𝑘

𝑎𝑚𝐶
𝑚+𝑘−𝑛
𝑚 𝑞𝑚+𝑘−𝑛

0 , (0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛).

Доказательство. См. [3]. 2
Для полноты изложения приведём доказательство следующей леммы, которое фактически

было опущено в работе [3].

Лемма 2. Пусть

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 ∈ Z[𝑥], 𝑎𝑛 > 0

3Здесь и далее через Θ(1), . . . ,Θ(𝑠) обозначаются алгебраически сопряженные числа.
4См. Хинчин А. Я. Цепные дроби. М.; Л.: Гостехиздат, 1949. стр. 43, теорема 19.
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— произвольный целочисленный неприводимый многочлен, у которого все корни 𝛼(𝑘) (𝑘 = 1,
2, . . . , 𝑛) — различные вещественные числа, удовлетворяющие условию

𝛼(𝑛) < . . . < 𝛼(2) < 𝛼(1),

и для целого 𝑞 справедливы неравенства⎧⎨⎩
𝛼(𝑘) < 𝑞 при 𝑘 ⩾ 𝑘0,

𝑞 < 𝛼(𝑘) < 𝑞 + 1 при 𝑘0 > 𝑘 ⩾ 𝑘1,

𝛼(𝑘) > 𝑞 + 1 при 𝑘1 > 𝑘 ⩾ 1,

тогда многочлен

𝑔(𝑥) = −𝑓
(︂
𝑞 +

1

𝑥

)︂
· 𝑥𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑥
𝑘.

имеет корни 𝛽(𝑘) = 1
𝛼(𝑘)−𝑞

(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛), удовлетворяющие неравенствам⎧⎨⎩
𝛽(𝑘) < 0 при 𝑘 ⩾ 𝑘0,

1 < 𝛽(𝑘) при 𝑘0 > 𝑘 ⩾ 𝑘1,

0 < 𝛽(𝑘) < 1 при 𝑘1 > 𝑘 ⩾ 1.

Доказательство. Рассмотрим многочлен

𝑔(𝑥) = −𝑓
(︂
𝑞 +

1

𝑥

)︂
· 𝑥𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑥
𝑘.

Так как 𝛼(𝑘) = 𝑞 + 1
𝛽(𝑘) , то 𝑔

(︀
𝛽(𝑘)

)︀
= 0 (𝑘 = 1, . . . , 𝑛).

Справедливы равенства

𝑓

(︂
𝑞 +

1

𝑥

)︂
· 𝑥𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑛−𝑘(𝑞𝑥+ 1)𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑛−𝑘

𝑘∑︁
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑘 𝑞

𝑚𝑥𝑚 =

=
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘

𝑛∑︁
𝑚=𝑛−𝑘

𝐶𝑚+𝑘−𝑛
𝑘 𝑞𝑚+𝑘−𝑛𝑥𝑚 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘
𝑛∑︁

𝑚=𝑛−𝑘

𝑎𝑚𝐶
𝑚+𝑘−𝑛
𝑚 𝑞𝑚+𝑘−𝑛,

поэтому

𝑏𝑘 = −
𝑛∑︁

𝑚=𝑛−𝑘

𝑎𝑚𝐶
𝑚+𝑘−𝑛
𝑚 𝑞𝑚+𝑘−𝑛, (0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛)

и 𝑏𝑛 = −𝑓(𝑞). Так как 𝑞 < 𝛼, 𝑓(𝛼) = 0, 𝑎𝑛 > 0 и 𝛼 — единственный положительный корень
многочлена 𝑓(𝑥), то 𝑓(𝑞0) < 0 и, следовательно, 𝑏𝑛 > 0.

Поэтому, разделив многочлен 𝑔(𝑥) на наибольший общий делитель его коэффициентов,
получим неприводимый многочлен 𝑓1(𝑥).

Далее заметим, что корням 𝛼(𝑘) (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛) многочлена 𝑓(𝑥) соответствуют корни 𝛽(𝑘)

(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛) многочлена 𝑔(𝑥), которые связаны равенствами

𝛼(𝑘) = 𝑞 +
1

𝛽(𝑘)
, 𝛽(𝑘) =

1

𝛼(𝑘) − 𝑞
(𝑘 = 1, . . . , 𝑛).

Отсюда следует, что ⎧⎨⎩
𝛽(𝑘) < 0 при 𝑘 ⩾ 𝑘0,

1 < 𝛽(𝑘) при 𝑘0 > 𝑘 ⩾ 𝑘1,

0 < 𝛽(𝑘) < 1 при 𝑘1 > 𝑘 ⩾ 1.
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Лемма полностью доказана. 2
Доказательство теоремы 1. Действительно, пусть 𝛼 = 𝛼(𝑗) и

𝛼(𝑛) < . . . < 𝛼(2) < 𝛼(1)

— вещественные корни целочисленного неприводимого многочлена

𝑓(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 ∈ Z[𝑥], 𝑎𝑛 > 0.

Пусть 𝑞0 = [𝛼], 𝑘0,0 = 𝑘0 и 𝑘1,0 = 𝑘1 определены как и в лемме 2 при 𝑞 = 𝑞0, тогда
𝑘0,0 > 𝑗 ⩾ 𝑘1,0 и многочлен

𝑓1(𝑥) = −𝑓
(︂
𝑞0 +

1

𝑥

)︂
· 𝑥𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘,1𝑥
𝑘

имеет корни
𝛼
(𝑛)
1 < . . . < 𝛼

(2)
1 < 𝛼

(1)
1 ,

среди которых 𝑛+1−𝑘0,0 отрицательных корней, 𝑘1,0−1 положительных, меньше 1 и 𝑘0,0−𝑘1,0
положительных корней больше 1.

Заметим, что остаточная дробь 𝛼1 = 𝛼
(𝑗1)
1 и 𝑘0,0 − 𝑘1,0 ⩾ 𝑗1 ⩾ 1.

Пусть уже определен целочисленный многочлен 𝑓𝑚(𝑥) для остаточной дроби 𝛼𝑚 = 𝛼
(𝑗𝑚)
𝑚 ,

тогда, полагая 𝑞 = 𝑞𝑚 = [𝛼𝑚], 𝑘0,𝑚 = 𝑘0 и 𝑘1,𝑚 = 𝑘1 определены как и в лемме 2, тогда
𝑘0,𝑚 > 𝑗𝑚 ⩾ 𝑘1,𝑚 и многочлен

𝑓𝑚+1(𝑥) = −𝑓𝑚
(︂
𝑞𝑚 +

1

𝑥

)︂
· 𝑥𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘,𝑚+1𝑥
𝑘

имеет корни
𝛼
(𝑛)
𝑚+1 < . . . < 𝛼

(2)
𝑚+1 < 𝛼

(1)
𝑚+1,

среди которых 𝑛 + 1 − 𝑘0,𝑚 отрицательных корней, 𝑘1,𝑚 − 1 положительных, меньше 1 и
𝑘0,𝑚 − 𝑘1,𝑚 положительных корней больше 1.

Заметим, что остаточная дробь 𝛼𝑚+1 = 𝛼
(𝑗𝑚+1)
𝑚+1 и 𝑘0,𝑚 − 𝑘1,𝑚 ⩾ 𝑗𝑚+1 ⩾ 1.

Из доказательства леммы 2 следует, что 𝑗1 ⩾ 𝑗2 ⩾ . . . ⩾ 𝑗𝑚 ⩾ . . .; 𝑘0,1 ⩾ 𝑘0,2 =
= 𝑘0,1 − 𝑘1,0 + 1 ⩾ . . . ⩾ 𝑘0,𝑚 = 𝑘0,𝑚−1 − 𝑘1,𝑚−1 + 1 ⩾ . . ..

Величины 𝑘0,𝑚, 𝑘1,𝑚 имеют простой смысл — числа 𝛼(𝜈)
𝑚 при 𝑘0,𝑚 > 𝜈 ⩾ 𝑘1,𝑚 являют-

ся 𝑚−ыми остаточными дробями для чисел 𝛼(𝜈+𝑗−𝑗𝑚). Так как из однозначности разложе-
ния числа в цепную дробь следует, что найдется 𝑚0 такое, что неполные частные 𝑞𝑘 при
0 ⩽ 𝑘 < 𝑚0 − 1 одинаковые для чисел 𝛼(𝜈) при 𝑘2 ⩾ 𝜈 ⩾ 𝑘3, 𝑘2 ⩾ 𝑗 ⩾ 𝑘3 и неполное частное
𝑞𝑚0−1 для числа 𝛼 = 𝛼(𝑗) отлично от соответствующих неполных частных для чисел 𝛼(𝜈) при

𝑘2 ⩾ 𝜈 ⩾ 𝑘3, то 𝑘0,𝑚0−1 = 𝑘1,𝑚0−1 +1, 𝑘0,𝑚0 = 2, 𝑘1,𝑚0 = 1. Отсюда следует, что 𝛼𝑚0+1 = 𝛼
(1)
𝑚0+1

является приведенной алгебраической иррациональностью. 2

3. Пример чисто-вещественного алгебраического числа с боль-
шим номером первой остаточной дроби, которая является при-
ведённой алгебраической рациональностью

Теперь перейдём к построению примера чисто-вещественного алгебраического числа 𝛼 сте-
пени 𝑠 > 1, для которого остаточная дробь 𝛼𝑚 будет приведённой алгебраической рациональ-
ностью для всех 𝑚 > 𝑚0, где 𝑚0 произвольное большое натуральное число.
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Будем использовать, как обычно, скобки Эйлера [𝑞1, . . . , 𝑞𝑛](𝑛), которые задаются рекур-
рентно:

[ ](−1) = 0, [ ](0) = 1, [𝑞1, . . . , 𝑞𝑛](𝑛) = 𝑞𝑛[𝑞1, . . . , 𝑞𝑛−1](𝑛−1) + [𝑞1, . . . , 𝑞𝑛−2](𝑛−2) (𝑛 ⩾ 1).

Как хорошо известно, конечная цепная дробь выражается через скобки Эйлера:

𝑞0 +
1

𝑞1 +
1

. . . +
1

𝑞𝑛

=
[𝑞0, . . . , 𝑞𝑛](𝑛+1)

[𝑞1, . . . , 𝑞𝑛](𝑛)
.

Для определенности будем считать 𝑚0 нечетным натуральным числом и пусть 𝑞 > 1 —
произвольное натуральное число. Рассмотрим две несократимые дроби:

𝑃

𝑄
=

[𝑞, . . . , 𝑞](𝑚0+1)

[𝑞, . . . , 𝑞](𝑚0)
,

𝑃 ′

𝑄′ =
[𝑞, . . . , 𝑞, 𝑞 + 1](𝑚0+1)

[𝑞, . . . , 𝑞, 𝑞 + 1](𝑚0)
.

Так как 𝑚0 нечетное натуральное число, то справедливы неравенства 𝑞 + 1 > 𝑃
𝑄 > 𝑃 ′

𝑄′ > 𝑞.

Положим в теореме 3 𝑃1
𝑄1

= 𝑃
𝑄 ,

𝑃2
𝑄2

= . . . = 𝑃𝑠
𝑄𝑠

= 𝑃 ′

𝑄′ . Тогда по теореме 3 найдётся ал-
гебраическое число 𝛼 из чисто вещественного алгебраического поля 𝐹𝑠 степени 𝑠 над полем
рациональных чисел Q такое, что дробь 𝑃

𝑄 будет подходящей дробью к числу 𝛼 = 𝛼(1), а дробь
𝑃 ′

𝑄′ — к алгебраически сопряжённым числам 𝛼(2),. . . ,𝛼(𝑠).

Рассмотрим цепные дроби для алгебраически сопряженных чисел 𝛼 = 𝛼(1),𝛼(2),. . . ,𝛼(𝑠):

𝛼 = 𝛼(1) = 𝑞 +
1

𝑞 +
1

𝑞 +
1

. . . +
1

𝑞 +
1

𝑞
(1)
1 +

1

. . . +
1

𝑞
(1)
𝑘 +

1

. . .

,

𝛼(𝑗) = 𝑞 +
1

𝑞 +
1

𝑞 +
1

. . . +
1

𝑞 +
1

𝑞 + 1 +
1

𝑞
(𝑗)
1 +

1

. . . +
1

𝑞
(𝑗)
𝑘 +

1

. . .

, (𝑗 = 2, . . . , 𝑠).

Будем через 𝛼𝑚 = 𝛼
(1)
𝑚 обозначать 𝑚-ную остаточную дробь к числу 𝛼, а через 𝛼

(𝑗)
𝑚

(𝑗 = 2, . . . , 𝑠) её алгебраически сопряженные числа.
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Нетрудно видеть, что в силу леммы 2 справедливы равенства:

𝛼𝑚0 = 𝛼(1)
𝑚0

= 𝑞 +
1

𝑞
(1)
1 +

1

. . . +
1

𝑞
(1)
𝑘 +

1

. . .

,

𝛼(𝑗)
𝑚0

= 𝑞 + 1 +
1

𝑞
(𝑗)
1 +

1

. . . +
1

𝑞
(𝑗)
𝑘 +

1

. . .

, (𝑗 = 2, . . . , 𝑠).

Снова применяя лемму 2, получим

𝛼𝑚0+1 = 𝛼
(1)
𝑚0+1 = 𝑞

(1)
1 +

1

. . . +
1

𝑞
(1)
𝑘 +

1

. . .

,

𝛼
(𝑗)
𝑚0+1 =

1

1 +
1

𝑞
(𝑗)
1 +

1

. . . +
1

𝑞
(𝑗)
𝑘 +

1

. . .

, (𝑗 = 2, . . . , 𝑠).

Таким образом, имеем:

𝛼𝑚0+1 > 𝑞
(1)
1 , 0 < 𝛼

(𝑗)
𝑚0+1 < 1, (𝑗 = 2, . . . , 𝑠).

Отсюда, снова по лемме 2, получим при 𝑞(1)1 > 1

𝛼𝑚0+2 > 𝑞
(1)
2 ⩾ 1, −1 < 𝛼

(𝑗)
𝑚0+2 =

1

𝛼𝑚0+1 − 𝑞
(1)
1

< 0, (𝑗 = 2, . . . , 𝑠).

и при 𝑞(1)1 = 1

𝛼𝑚0+2 > 𝑞
(1)
2 ⩾ 1, 𝛼

(𝑗)
𝑚0+2 =

1

𝛼𝑚0+1 − 1
< −1, (𝑗 = 2, . . . , 𝑠).

В этом последнем случае уже для следующей остаточной дроби имеем:

𝛼𝑚0+3 > 𝑞
(1)
3 ⩾ 1, −1 < 𝛼

(𝑗)
𝑚0+3 =

1

𝛼𝑚0+2 − 𝑞
(1)
2

< 0, (𝑗 = 2, . . . , 𝑠).

Подводя итог, делаем заключение, что либо остаточная дробь 𝛼𝑚0+2, либо 𝛼𝑚0+3 являются
приведенной иррациональностью. А следовательно, это утверждение выполняется для любого
𝑚 ⩾ 𝑚0 + 3.
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Замечание 1. Построенный пример с помощью леммы 2 легко обобщить на более общий
случай.

Во-первых, заметим, что если выполнены неравенства −1 < 𝛼
(𝑗)
𝑚 < 0, то для любого

𝑛 > 𝑚 будет выполнено −1 < 𝛼
(𝑗)
𝑛 < 0.

Во-вторых, если выполнено неравенство 𝛼
(𝑗)
𝑚 > 𝛼

(𝑗)
1 , то для любого 𝑛 > 𝑚 + 2 будет

выполнено −1 < 𝛼
(𝑗)
𝑛 < 0. В-третьих, если выполнено неравенство 𝛼

(𝑗)
𝑚 < 𝛼

(𝑗)
1 , то для любого

𝑛 > 𝑚+ 1 будет выполнено −1 < 𝛼
(𝑗)
𝑛 < 0.

Отсюда следует, что если для чисто-вещественной алгебраической иррациональности
𝛼 имеется ровно 𝑘 > 1 алгебраически сопряженных иррациональностей (считая и 𝛼), для
которых подходящие дроби совпадают до номера 𝑚0, то можно гарантировать, что оста-
точная дробь 𝛼𝑚0+3 будет приведенной алгебраической иррациональностью.

Замечание 2. Если для чисто-вещественной алгебраической иррациональности 𝛼 име-
ется ровно 𝑘 > 1 алгебраически сопряженных иррациональностей (считая и 𝛼), для кото-
рых подходящие дроби совпадают до номера 𝑚0, то остаточная дробь 𝛼𝑚0+1 не являет-
ся приведённой алгебраической иррациональностью, так как не выполнено условие, что все
алгебраическо-сопряженные иррациональности будут лежать на интервале (−1; 0).

4. Заключение

На наш взгляд перспективно продолжить исследования по классификации чисто-веще-
ственных алгебраических иррациональностей в свете работы [2].

Ю. В. Матиясевич при обсуждении данной тематики обратил наше внимание на необ-
ходимость «построить неэффективизирумое чисто диофантово уравнение». Он считает, что
«результаты Н.Н.5 легко могут быть выражены на языке диофантовых уравнений. Если бы
с их помощью удалось построить диофантово уравнение с конечным числом решений, но не
ограниченных никакой степенью параметра, это было бы замечательно. В качестве кандида-
та на это можно рассмотреть уравнение, задающее непериодическую часть.» Подробности о
проблеме неэффективизируемости см. [4]–[6]. В настоящее время мы не знаем как реализовать
его программу исследований.
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