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Аннотация

В настоящей статье мы задаемся целью вывести количественную версию одной задачи
о размере множества дробей 𝐴/𝐴 в случае, когда 𝐴 — заданное конечное множество на-
туральных чисел лежащее в интервале [1, 𝑛], имеющее положительную асимптотическую
плотность 𝛼 > 0 при 𝑛→ ∞.
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Abstract

In this paper, we aim to derive a quantitative version of a problem on the size of a set of
fractions 𝐴/𝐴, in the case where 𝐴 is a given finite set of natural numbers lying in the interval
[1, 𝑛], having positive asymptotic density 𝛼 > 0 as 𝑛→ ∞.
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1. Введение

В работе Х.Силлеруело с соавторами [1] был поставлен следующий вопрос:
Пусть 𝐴 ⊆ {1, ..., 𝑛} и |𝐴/𝐴| ∼ |𝐴|2, 𝑛→ ∞. Следует ли отсюда, что |𝐴| = 𝑜(𝑛), 𝑛→ ∞?
В данной статье мы приводим положительный ответ и приводим количественную версию

соответствующего утверждения. В следующем разделе мы проводим соответствующее дока-
зательство и вычисление оценок.

2. Доказательство

Достаточно доказать справедливость следующего эквивалентного утверждения.
Предложение 1.

Предположим 𝛿 > 0 и |𝐴| = 𝛼𝑛, 𝛼 ≥ 𝛿, тогда

|𝐴/𝐴| ≤ (1− 𝑐(𝛿))|𝐴|2, 𝑛→ ∞,

где 𝑐(.) > 0− некоторая положительная функция.
Также нужно дать явную оценку на функцию 𝑐() и этого будет достаточно для завершения

доказательства. Доказательство.
Всюду через 𝑝 будем обозначать простое число. Зададим 𝑃 как минимальное вещественное,

что выполнено ∏︁
𝑝≤𝑃

(1− 1

𝑝
) ≤ 𝛼/3.

Теперь разложим каждое натуральное на гладкую и негладкую части, а именно 𝑎 = 𝑏𝑑, со-
гласно условиям:

1) 𝑝|𝑏 =⇒ 𝑝 ≤ 𝑃 ,
2) 𝑝|𝑑 =⇒ 𝑝 > 𝑃 .
Стандартным образом вводим 𝑃+(𝑛) и 𝑃−(𝑛), которые обозначают максимальный и ми-

нимальный простые делители 𝑛. И пусть

𝐵 = {𝑛 ∈ N : 𝑃+(𝑛) ≤ 𝑃}, 𝐷 = {𝑛 ∈ N : 𝑃−(𝑛) > 𝑃}.

Из оценок на решето и принципа включений-исключений и большого 𝑛, мы получаем

|𝐷
⋂︁

[1, 𝑛]| ≤ 𝛼

2
𝑛.

Поскольку ∑︁
𝑏∈𝐵

1

𝑏
<∞,

то такое 𝑀 =𝑀(𝛿), и ∑︁
𝑏∈𝐵,𝑏>𝑀

1

𝑏
≤ 𝛼

3
.

Введем по определению
𝐴′ = {𝑎 ∈ 𝐴 : 𝑎 = 𝑏𝑑, 𝑏 > 𝑀}.

Благодаря несложным выкладкам получаем |𝐴′| ≤ 𝛼
3𝑛.

Пусть по определению 𝐴′′ = 𝐴 ∖𝐴′.
Поскольку
1) |𝐴′′| > 2

3𝛼𝑛;
2)|𝐷

⋂︀
[1, 𝑛]| ≤ 𝛼

2𝑛;
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3) размер набора из 𝑏 таких что 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑏 < 𝑀 конечен.
Из принципа включений-исключений следует, что найдется пара (𝑏1 ̸=𝑏2) 𝑏1, 𝑏2<𝑀, 𝑏1, 𝑏2 ∈

∈ 𝐵 и подмножество 𝐷′ ⊆ 𝐷 с |𝐷′| ≫𝛿 𝑛 что для произвольного 𝑑 ∈ 𝐷′ выполнено

𝑏1𝑑, 𝑏2𝑑 ∈ 𝐴′′. (1)

Действительно , пусть при 𝑏 ∈ 𝐵 подмножество 𝐷𝑏 определяется как 𝐷𝑏 = {𝑑 : 𝑑 ∈ 𝐷, 𝑏𝑑 ∈
∈ 𝐴′′}. Так как

|
⋃︁

𝑏∈𝐵,𝑏≤𝑀

𝐷𝑏| ≤
𝛼

2
𝑛,

поэтому по указанному принципу включений исключений∑︁
𝑏∈𝐵,𝑏≤𝑀

|𝐷𝑏| −
∑︁

𝑏̸=𝑏′;𝑏,𝑏′∈𝐵;𝑏,𝑏′≤𝑀

|𝐷𝑏 ∩𝐷𝑏′ | ≤
𝛼

2
𝑛.

Поскольку
∑︀

𝑏∈𝐵,𝑏≤𝑀 |𝐷𝑏| = |𝐴′′| ≥ 2𝛼
3 𝑛, и значит∑︁

𝑏̸=𝑏′;𝑏,𝑏′∈𝐵;𝑏,𝑏′≤𝑀

|𝐷𝑏 ∩𝐷𝑏′ | ≫𝛿 𝑛.

Остается заметить, что число слагаемых в последней сумме есть 𝑂(𝐶𝛿) и применить прин-
цип Дирихле.

Поэтому если
𝐴1 = {𝑏1𝑑, 𝑑 ∈ 𝐷′};𝐴2 = {𝑏2𝑑, 𝑑 ∈ 𝐷′},

Ранее было показано, что
|𝐴1|, |𝐴2| ≫𝛿 𝑛.

Но как легко видеть
𝐴1/𝐴1 = 𝐴2/𝐴2 = 𝐷′/𝐷′,

поэтому имеется понижение на общий размер множества 𝐴/𝐴. В заключение отметим, что все
функции допускают явные оценки, поэтому можно вывести отсюда и эффективную версию
предложения 1. 2

3. Заключение

Отметим, что некоторые результаты о произведениях и частных подмножеств натуральных
чисел содержатся в работах [2], [3], [4], [5], [6], [7] и в приведенной ниже литературе. Работа
выполнена в рамках Государственного задания по проведению фундаментальных научных
исследований, проект FNEF-2024-0001.

СПИСОК ЦИТИРОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. Силлеруело, Х, Рамана, Д.С., Рамаре, О. Частные и произведения подмножеств нулевой
плотности множества натуральных чисел // Труды МИАН.- 2017.- Т.296.- С. 58–71 .

2. Штейников, Ю.Н. Множества с экстремальным свойством произведения и его вариации
// Матем. заметки.- 2023.- 114:6.- С. 922–930.
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