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Аннотация

При 𝑛 ⩾ 3 получена асимптотическая формула для количества представлений доста-
точно большого натурального 𝑁 в виде 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑚𝑛 = 𝑁 , где 𝑝1, 𝑝2 — простые числа,
𝑚 — натуральное число, удовлетворяющие условиям

|𝑝𝑘 − 𝜇𝑘𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝑘 = 1, 2, |𝑚𝑛 − 𝜇3𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝐻 ⩾ 𝑁1− 1
𝑛(𝑛−1) L

2𝑛+1

𝑛−1 +𝑛−1.
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Abstract

For 𝑛 ≥ 3, an asymptotic formula for the number of representations of a sufficiently large
natural number 𝑁 in the form 𝑝1 + 𝑝2 +𝑚𝑛 = 𝑁 , is obtained. Here 𝑝1, 𝑝2 are prime numbers,
and 𝑚 is a natural number, satisfying the following conditions

|𝑝𝑘 − 𝜇𝑘𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝑘 = 1, 2, |𝑚𝑛 − 𝜇3𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝐻 ⩾ 𝑁1− 1
𝑛(𝑛−1) L

2𝑛+1

𝑛−1 +𝑛−1.
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1. Введение

Эстерман [1] при 𝑛 = 2 доказал асимптотическую формулу для числа решений уравнения

𝑝1 + 𝑝2 +𝑚𝑛 = 𝑁, (1)

где 𝑝1, 𝑝2 — простые числа, 𝑚 — натуральное число. В работах [2, 3, 4] при 𝑛 = 2, 3, 4 эта
задача исследована с более жёсткими условиями, а именно, когда слагаемые почти равны,
то есть выведена асимптотическая формула для числа решений диофантова уравнения (1) с
условиями ⃒⃒⃒⃒

𝑝𝑖 −
𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚𝑛 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝐻 ⩾ 𝑁1−𝜃(𝑛)L 𝑐𝑛 ,

соответственно при

𝜃(2) =
1

4
, 𝑐2 = 2; 𝜃(3) =

1

6
, 𝑐3 = 3; 𝜃(4) =

1

12
, 𝑐4 =

40

3
. (2)

В этой работе при произвольном фиксированном 𝑛 ⩾ 3 доказана теорема об асимптотиче-
ской формуле в обобщении проблемы Эстермана с почти пропорциональными слагаемыми.

Теорема 1. Пусть 𝑁 — достаточно большое натуральное число, 𝑛 ⩾ 3 — фиксированное
натуральное число, 𝜌(𝑁, 𝑝) — число решений сравнения 𝑥𝑛 ≡ 𝑁 (mod 𝑝), 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 — положи-
тельные фиксированные числа, удовлетворяющие условию 𝜇1+𝜇2+𝜇3 = 1, 𝐽𝑛(𝑁,𝐻) — число
решений диофантова уравнения (1) с условиями

|𝑝𝑘 − 𝜇𝑘𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝑘 = 1, 2, |𝑚𝑛 − 𝜇3𝑁 | ⩽ 𝐻.

Тогда, при 𝐻 ⩾ 𝑁
1− 1

𝑛(𝑛−1) L
2𝑛+1

𝑛−1
+𝑛−1, справедлива асимптотическая формула:

𝐽𝑛,𝑟(𝑁,𝐻) =
3S(𝑁)𝐻2

𝑛𝜇
1− 1

𝑛
3 𝑁1− 1

𝑛 L 2
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁1− 1
𝑛 L 3

)︂
, S =

∏︁
𝑝

(︂
1 +

𝜌(𝑁, 𝑝)

(𝑝− 1)2

)︂
где постоянное под знаком 𝑂 зависит от чисел 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 и 𝑛.

Из теоремы 1 при 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 1
3 следует асимптотическая формула в обобщении

проблемы Эстермана с почти равными слагаемыми.
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Следствие 1. Пусть 𝑁 — достаточно большое натуральные число, 𝑛 ⩾ 3 — фиксирован-
ное натуральное число, 𝜌(𝑁, 𝑝) — число решений сравнения 𝑥𝑛 ≡ 𝑁 (mod 𝑝), 𝐽𝑛(𝑁,𝐻) — число
решений диофантова уравнения (1) с условиями⃒⃒⃒⃒

𝑝𝑘 −
𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝑘 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚𝑛 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻.

Тогда, при 𝐻 ⩾ 𝑁
1− 1

𝑛(𝑛−1) L
2𝑛+1

𝑛−1
+𝑛−1, справедлива асимптотическая формула:

𝐽𝑛,𝑟(𝑁,𝐻) =
32−

1
𝑛S(𝑁)𝐻2

𝑛𝑁1− 1
𝑛 L 2

+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁1− 1
𝑛 L 3

)︂
, S =

∏︁
𝑝

(︂
1 +

𝜌(𝑁, 𝑝)

(𝑝− 1)2

)︂
где постоянное под знаком 𝑂 зависит только от 𝑛.

Заметим, что полученные раннее в работах [3, 4] асимптотические формулы в обобщении
проблемы Эстермана с почти равными слагаемыми при 𝑛 = 3 и 𝑛 = 4, приведенные нами в
формуле (2), являются частными случаями следствия 1.

Доказательство теоремы 1 проводится круговым методом Харди-Литтлвуда-Рамануджана
в форме тригонометрических сумм И. М. Виноградова в сочетании с методом, описанным в
работах [5, 6, 7, 8, 9], где исследовано поведение короткой суммы Г. Вейля вида

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚⩽𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛),

в больших дугах и доказана асимптотическая формула в обобщении проблемы Варинга с
почти пропорциональными слагаемыми . Основными утверждениями, позволившими доказать
теорему 1, являются:

� асимптотическая формула для коротких тригонометрических сумм Г. Вейля вида
𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) в малой окрестности центра больших дуг (следствие 2 леммы 7 );

� нетривиальная оценка сумм 𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) в больших дугах за исключением малой окрестно-
сти их центров (следствие 3 леммы 7);

� нетривиальная оценка сумм 𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах (теорема 2).

При решении ряда аддитивных задач с почти пропорциональными слагаемыми, к которым
относятся проблема Варинга и обобщение проблемы Эстермана, возникают задачи о поведе-
нии коротких тригонометрических сумм Г. Вейля вида 𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) как в больших так и в малых
дугах. Для произвольного 𝑛 ⩾ 3 в больших дугах они изучены в работах [5, 8]. Для тригоно-
метрических сумм 𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах при 𝑞 ≫ 𝑦𝜀 были получены нетривиальные оценки
в работе [10].

В настоящей работе, воспользовавшись методами работ [11, 12, 13, 14], нетривиальная
оценка получена при

(ln 𝑦)(𝑛−1)2 ≪ 𝑞 ≪ 𝑦𝑛(ln 𝑦)−(𝑛−1)2 .

Теорема 2. Пусть 𝑥 ⩾ 𝑥0 > 0, ln𝑥 < 𝑦 ⩽ 𝑥(ln𝑥)−1, 𝛼 – вещественное число,⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1,

тогда при 𝑛 ⩾ 3 справедлива оценка

|𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦

(︂
1

𝑞
+

1

𝑦
+

𝑞

𝑦𝑛

)︂2−𝑛

(ln 𝑞𝑦)(𝑛−1)22−𝑛
,
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где постоянная под знаком ≪ зависит только от 𝑛.
Обозначения. 𝜀— произвольное положительное число, не превосходящее 0.00001,L = ln𝑁 ,

𝑆(𝑎, 𝑞) =

𝑞∑︁
𝑘=1

𝑒

(︂
𝑎𝑘𝑛

𝑞

)︂
, 𝛾(𝜆;𝑥, 𝑦) =

∫︁ 0,5

−0,5
𝑒
(︁
𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2
+ 𝑦𝑡

)︁𝑛)︁
𝑑𝑡.

2. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. [5]. Пусть 𝑓(𝑢) – многочлен степени 𝑛, 𝑥 и 𝑦 — целые положительные числа,
𝑦 < 𝑥. Тогда при 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 1 имеет место⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ ∑︁
𝑥−𝑦<𝑢⩽𝑥

𝑒(𝑓(𝑢))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑗

≤ (2𝑦)2
𝑗−𝑗−1

∑︁
|ℎ1|<𝑦

. . .
∑︁

|ℎ𝑗 |<𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑢∈𝐼𝑗(𝑥,𝑦;ℎ1,...,ℎ𝑗)

𝑒(Δ𝑗(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑗))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

где интервалы 𝐼𝑗(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗) определяются соотношениями:

𝐼1(𝑥, 𝑦;ℎ1) = (𝑥− 𝑦, 𝑥] ∩ (𝑥− 𝑦 − ℎ1, 𝑥− ℎ1],

𝐼𝑗(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗) = 𝐼𝑗−1(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗−1) ∩ 𝐼𝑗−1(𝑥− ℎ𝑗 , 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗−1),

то есть 𝐼𝑗−1(𝑥− ℎ𝑗 , 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗−1) получается из 𝐼𝑗−1(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑗−1) сдвигом на −ℎ𝑗 всех
интервалов, пересечением которых он является.

Лемма 2. [5]. Пусть Δ𝑗 означает 𝑗-ое применение разностного оператора, так что для
любой функции действительного переменного 𝑓(𝑢) имеем

Δ1(𝑓(𝑢);ℎ) = 𝑓(𝑢+ ℎ)− 𝑓(𝑢),

Δ𝑗+1(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑗+1) = Δ1(Δ𝑘(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , 𝑡𝑗);ℎ𝑗+1).

Тогда при 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 1 имеет место соотношение

Δ𝑗(𝑢
𝑛;ℎ1, . . . , ℎ𝑗) = ℎ1 . . . ℎ𝑗𝑝𝑗(𝑢;ℎ1, . . . , ℎ𝑗),

где 𝑝𝑗 = 𝑔𝑗(𝑢;ℎ1, . . . , ℎ𝑗) является формой 𝑛− 𝑗-го порядка с целыми коэффициентами, име-
ющей относительно 𝑢 степень 𝑛 − 𝑗 и старший коэффициент 𝑛(𝑛 − 1) . . . (𝑛 − 𝑗 + 1), то
есть

𝑝𝑗(𝑢;ℎ1, . . . , ℎ𝑗) =
𝑛!

(𝑛− 𝑗)!
𝑢𝑛−𝑗 + . . . .

Лемма 3. [15]. При 𝑥 ⩾ 1, 𝑟 ⩾ 2 и 𝑘 ⩾ 1 имеем

∑︁
𝑛⩽𝑥

𝜏𝑘𝑟 (𝑛) ≪
𝑥𝑟𝑘

(𝑟!)
𝑟𝑘−1
𝑟−1

(︁
ln𝑥+ 𝑟𝑘 − 1

)︁𝑟𝑘−1
.

Лемма 4. [16]. Пусть 𝛼 – вещественное число,⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1,

𝑥 ⩾ 1, 𝑦 > 0 и 𝛽 — любое, тогда справедлива оценка∑︁
𝑛⩽𝑥

min

(︂
𝑦,

1

‖𝛼𝑛+ 𝛽‖

)︂
⩽ 6

(︂
𝑥

𝑞
+ 1

)︂
(𝑦 + 𝑞 ln 𝑞).
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Лемма 5. [17]. Пусть 𝑥 ⩾ 𝑥0, 𝐴 и 𝑏 — произвольные фиксированные положительные
числа, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ L 𝑏

𝑥 ,

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1.

Тогда при |𝜆| ⩽ 𝑥
(︀
2𝜋𝑦2

)︀−1
и 𝑦 ⩾ 𝑥

5
8L 1,5𝐴+0,25𝑏+18

𝑥 справедливо равенство

𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝜇(𝑞)

𝜙(𝑞)

sin𝜋𝜆𝑦

𝜋𝜆
𝑒
(︁
𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2

)︁)︁
+𝑂

(︀
𝑦L −𝐴

𝑥

)︀
.

Лемма 6. Пусть 𝜇𝑘 — фиксированное действительное число, 0 < 𝜇𝑘 < 1, 𝑁 — доста-
точно большое натуральное число, 𝑁𝑘 = 𝜇𝑘𝑁 +𝐻, 𝑘 = 1, 2, 𝑁

1
2 ⩽ 𝐻 ⩽ 𝑁1− 1

30 ,

𝒮(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻) =
∑︁

𝑁𝑘−2𝐻<𝑝⩽𝑁𝑘

𝑒(𝛼𝑝), 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛).

Тогда имеет место соотношение

𝒮(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻) =
𝑆1(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻)

ln(𝜇𝑘𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁 ln(𝜇𝑘𝑁)

)︂
.

Доказательство. Представляя неравенство 𝑁𝑘 − 2𝐻 < 𝑝 ⩽ 𝑁𝑘 в виде 𝜇𝑘𝑁 −𝐻 < 𝑝 ⩽
⩽ 𝜇𝑘𝑁 +𝐻, логарифмируя это неравенство и воспользовавшись формулой

ln(𝜇𝑘𝑁 ±𝐻) = ln(𝜇𝑘𝑁) + ln

(︂
1± 𝐻

𝜇𝑘𝑁

)︂
= ln(𝜇𝑘𝑁) +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂
,

получим, что при 𝜇𝑘𝑁 −𝐻 < 𝑝 ⩽ 𝜇𝑘𝑁 +𝐻, выполняется соотношение

ln 𝑝 = ln(𝜇𝑘𝑁) +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂
.

При помощи этой формулы сумму 𝒮(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻) выражаем через сумму вида 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦). Имеем

𝒮(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻) =
∑︁

𝜇𝑁−𝐻<𝑝⩽𝜇𝑘𝑁+𝐻

(︂
ln 𝑝

ln(𝜇𝑘𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻

𝑁 ln(𝜇𝑘𝑁)

)︂)︂
𝑒(𝛼𝑝) =

=
𝑆1(𝛼;𝜇𝑘𝑁 +𝐻, 2𝐻)

ln(𝜇𝑘𝑁)
−𝑅1 +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁 ln(𝜇𝑘𝑁)

)︂
. (3)

Оценивая сумму 𝑅1 тривиально числом слагаемых, и воспользовавшись формулой (1±𝑢)𝜇𝑘 =
= 1± 𝜇𝑘𝑢+𝑂(𝑢2), |𝑢| < 0, 5, имеем

𝑅1 =
∑︁

𝜇𝑘𝑁−𝐻<𝑝𝑘⩽𝜇𝑘𝑁+𝐻
𝑘⩾2

ln 𝑝

ln(𝜇𝑘𝑁)
𝑒(𝛼𝑝𝑘) ≪ ln(𝜇𝑘𝑁)

(︁
(𝜇𝑘𝑁 +𝐻)

1
2 − (𝜇𝑘𝑁 −𝐻)

1
2 + 1

)︁
=

= (𝜇𝑘𝑁)
1
2 ln(𝜇𝑘𝑁)

(︃(︂
1 +

𝐻

𝜇𝑘𝑁

)︂ 1
2

−
(︂
1− 𝐻

𝜇𝑘𝑁

)︂ 1
2

)︃
+ ln(𝜇𝑘𝑁) ≪ 𝐻

(𝜇𝑘𝑁)
1
2

ln(𝜇𝑘𝑁).

Подставляя эту оценку в правую часть (3), получим утверждение леммы.

Лемма 7. [5]. Пусть 𝜏 ≥ 2𝑛(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2𝑦, тогда при {𝑛|𝜆|𝑥𝑛−1} ⩽ 1
2𝑞 имеет место

формула

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝑆(𝑎, 𝑞)

𝑞
𝑇 (𝜆;𝑥, 𝑦) +𝑂

(︁
𝑞

1
2
+𝜀
)︁
,

а при {𝑛|𝜆|𝑥𝑛−1} > 1
2𝑞 имеет место оценка

|𝑇 (𝛼, 𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑞1−
1
𝑛 ln 𝑞 +min(𝑦𝑞−

1
𝑛 , 𝜆−

1
2𝑥1−

𝑛
2 𝑞−

1
𝑛 ).
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Следствие 2. Пусть 𝜏 ≥ 2𝑛(𝑛−1)𝑥𝑛−2𝑦, |𝜆| ⩽ 1
2𝑛𝑞𝑥𝑛−1 , тогда имеет место соотношение

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝑦

𝑞
𝑆(𝑎, 𝑞)𝛾(𝜆;𝑥, 𝑦) +𝑂(𝑞

1
2
+𝜀).

Следствие 3. Пусть 𝜏 ≥ 2𝑛(𝑛− 1)𝑥𝑛−2𝑦, 1
2𝑛𝑞𝑥𝑛−1 < |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏 , тогда имеет место оценка

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) ≪ 𝑞1−
1
𝑛 ln 𝑞 +min

(︁
𝑦𝑞−

1
𝑛 , 𝑥

1
2 𝑞

1
2
− 1

𝑛

)︁
.

Лемма 8. [18]. Пусть (𝑎, 𝑞) = 1, 𝑞 — натуральное число. Тогда имеем

𝑆(𝑎, 𝑞) =

𝑞∑︁
𝑘=1

𝑒

(︂
𝑎𝑘𝑛

𝑞

)︂
≪ 𝑞1−

1
𝑛 ,

где постоянная под знаком Виноградова зависит от 𝑛.

Лемма 9. [19]. Пусть 𝑦 ⩾ 𝑥
7
12

+𝜀, тогда справедлива асимптотическая формула

𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦) =
𝑦

ln𝑥
+𝑂

(︂
𝑦

ln2 𝑥

)︂
.

Лемма 10. [18]. Пусть действительная функция 𝑓(𝑢), и монотонная функция 𝑔(𝑢) удо-
влетворяют условиям: 𝑓 ′(𝑢) — монотонна, |𝑓 ′(𝑢)| ⩾ 𝑚1 > 0 и |𝑔(𝑢)| ⩽𝑀 . Тогда справедлива
оценка: ∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑢)𝑒(𝑓(𝑢))𝑑𝑢≪ 𝑀

𝑚1
.

Лемма 11. [18]. Пусть при 𝑎 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑏 вещественная функция 𝑓(𝑢) имеет производную
𝑛 – го порядка (𝑛 > 1), причём при некотором 𝐴 > 0 выполняется неравенство 𝐴 ⩽ |𝑓 (𝑛)(𝑢)|.
Тогда справедлива оценка

𝑏∫︁
𝑎

𝑒(𝑓(𝑢))𝑑𝑢 ⩽ min(𝑏− 𝑎, 6𝑛𝐴− 1
𝑛 ).

3. Доказательство теоремы 2

Воспользовавшись при 𝑗 = 𝑛− 1 леммой 1, затем леммой 2, получим

|𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦)|2𝑛−1 ≤ (2𝑦)2
𝑛−1−𝑛

∑︁
|ℎ1|<𝑦

. . .
∑︁

|ℎ𝑛−1|<𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑢∈𝐼𝑛−1(𝑥,𝑦;ℎ1,...,ℎ𝑛−1)

𝑒(𝛼𝑛!ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑛−1𝑢)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

В последней сумме по 𝑢 количество членов для которых выполняется соотношение
ℎ1 · · · ℎ𝑛−1 = 0 не превосходит величины (𝑛− 1)𝑦(2𝑦)𝑛−2. Следовательно

|𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦)|2𝑛−1
⩽ (2𝑦)2

𝑛−1−𝑛
(︁
2𝑛−1𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) + (𝑛− 1)𝑦(2𝑦)𝑛−2

)︁
, (4)

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

1⩽ℎ1<𝑦

. . .
∑︁

1⩽ℎ𝑛−1<𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑢∈𝐼𝑛−1(𝑥,𝑦;ℎ1,...,ℎ𝑛−1)

𝑒(𝛼𝑛!ℎ1ℎ2 . . . ℎ𝑛−1𝑢)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽

⩽
𝑦𝑛−1∑︁
ℎ=1

𝜏𝑛−1(ℎ)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑢∈𝐼𝑛−1(𝑥,𝑦;ℎ1,...,ℎ𝑛−1)

𝑒(𝛼𝑛!ℎ𝑢)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽ 𝑦𝑛−1∑︁

ℎ=1

𝜏𝑛−1(ℎ)min

(︂
𝑦,

1

2‖𝛼𝑛!ℎ‖

)︂
,
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где 𝜏𝑛(ℎ) — число решений диофантова уравнения ℎ1 . . . ℎ𝑛 = ℎ. Применяя к последней сумме
неравенство Коши, а затем леммы 3 и 4, находим

𝑇 2(𝛼;𝑥, 𝑦) ⩽
𝑦𝑛−1∑︁
ℎ=1

𝜏2𝑛−1(ℎ) · 𝑦
𝑦𝑛−1∑︁
ℎ=1

min

(︂
𝑦,

1

2‖𝛼𝑛!ℎ‖

)︂
⩽

⩽
(𝑛− 1)2𝑦𝑛

((𝑛− 1)!)2
(ln 𝑦 − 𝑛2 − 2𝑛)𝑛

2−2𝑛

(︂
𝑛!𝑦𝑛−1

𝑞
+ 1

)︂
(𝑦 + 𝑞 ln 𝑞) ≪

≪ 𝑦2𝑛
(︂
1

𝑞
+

1

𝑦
+
𝑞 ln 𝑞

𝑦𝑛

)︂
(ln 𝑦)𝑛

2−2𝑛.

Подставляя эту оценку в (4), получим

|𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦)|2𝑛 ≪ 𝑦2
𝑛−2𝑛

(︁
𝑇 2(𝛼;𝑥, 𝑦) + 𝑦2𝑛−2

)︁
≪

≪ 𝑦2
𝑛−2𝑛

(︂
𝑦2𝑛

(︂
1

𝑞
+

1

𝑦
+
𝑞 ln 𝑞

𝑦𝑛

)︂
(ln 𝑦)𝑛

2−2𝑛 + 𝑦2𝑛−2

)︂
≪

≪ 𝑦2
𝑛

(︂
1

𝑞
+

1

𝑦
+

𝑞

𝑦𝑛

)︂
(ln 𝑞𝑦)(𝑛−1)2 .

Извлекая корень степени 2𝑛, получим утверждение теоремы.

4. Доказательство теоремы 1

Не ограничивая общности будем считать, что

𝐻 = 𝑁1−𝜃(𝑛)L 𝜔(𝑛), 𝜃(𝑛) =
1

(𝑛− 1)𝑛
, 𝜔(𝑛) =

2𝑛+1

𝑛− 1
+ 𝑛− 1. (5)

Пользуясь обозначениями

𝒮(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻) =
∑︁

𝑁𝑘−2𝐻<𝑝⩽𝑁𝑘

𝑒(𝛼𝑝), 𝑁𝑘 = 𝜇𝑘𝑁 +𝐻, 𝑘 = 1, 2;

𝑁3 = (𝜇3𝑁 +𝐻)
1
𝑛 = 𝜇

1
𝑛
3 𝑁

1
𝑛

(︂
1 +

𝐻

𝜇3𝑁

)︂ 1
𝑛

= 𝜇
1
𝑛
3 𝑁

1
𝑛

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
, (6)

𝐻3 = (𝜇3𝑁 +𝐻)
1
𝑛 − (𝜇3𝑁 −𝐻)

1
𝑛 =

2𝐻

𝑛𝜇
1− 1

𝑛
3 𝑁1− 1

𝑛

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁2

)︂)︂
, (7)

𝜏 = 2(𝑛− 1)𝑛𝑁𝑛−2
3 𝐻3 =

4(𝑛− 1)𝐻

𝑛𝜇
1
𝑛
3 𝑁

1
𝑛

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
, æ𝜏 = 1, (8)

𝐽𝑛(𝑁,𝐻) — число решений диофантова уравнения

𝑝1 + 𝑝2 +𝑚𝑛 = 𝑁,

относительно простых чисел 𝑝1, 𝑝2 и натуральных чисел 𝑚 с условиями

|𝑝𝑘 − 𝜇𝑘𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝑘 = 1, 2, |𝑚𝑛 − 𝜇3𝑁 | ⩽ 𝐻,

представим в виде

𝐽𝑛(𝑁,𝐻) =

∫︁ 1−æ

−æ
𝑒(−𝛼𝑁)

∑︁
|𝑝1−𝜇1𝑁 |⩽𝐻

𝑒(𝛼𝑝1)
∑︁

|𝑝2−𝜇2𝑁 |⩽𝐻

𝑒(𝛼𝑝2)
∑︁

|𝑚𝑛−𝜇3𝑁 |⩽𝐻

𝑒(𝛼𝑚𝑛) =

=

∫︁ 1−æ

−æ
𝑒(−𝛼𝑁) (𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻) + 𝜃1) (𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻) + 𝜃2) (𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3) + 𝜃3) 𝑑𝛼, (9)
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где |𝜃𝑘| равен 1, если соответственно нижние пределы тригонометрических сумм 𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻),
𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻), 𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3), то есть числа 𝑁1 − 2𝐻, 𝑁2 − 2𝐻, 𝑁3 − 𝐻3 целые числа, и 0 в
противном случае. Перемножая скобки в подинтегральной функции в (9), получим

𝐽𝑛(𝑁,𝐻) =

∫︁ 1−æ

−æ
𝑒(−𝛼𝑁)𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻)𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻)𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)𝑑𝛼+ R1, (10)

R1 =

∫︁ 1−æ

−æ
𝑒(−𝛼𝑁) (𝜃3𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻)𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻) + 𝜃1𝜃2𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)+

+𝜃2𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻)𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3) + 𝜃1𝜃3𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻)+

+𝜃1𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻)𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3) + 𝜃2𝜃3𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻)) 𝑑𝛼.

В R1, переходя к оценкам, пользуясь неравенством Коши, а затем соотношениями∫︁ 1

0
|𝒮(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻)|2𝑑𝛼 = 𝜋(𝑁𝑘)− 𝜋(𝑁𝑘 − 2𝐻) ⩽ 2𝐻, 𝑘 = 1, 2;∫︁ 1

0
|𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)|2𝑑𝛼 = [𝑁3]− [𝑁3 −𝐻3] ⩽ 𝐻3 + 1 ≪ 𝐻

𝑁1− 1
𝑛

,

где при выводе второго из них используется соотношение (7), имеем

R1 ⩽

(︂∫︁ 1

0
|𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻)|2𝑑𝛼

∫︁ 1

0
|𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

+

(︂∫︁ 1

0
|𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

+

+

(︂∫︁ 1

0
|𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻)|2𝑑𝛼

∫︁ 1

0
|𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

+

(︂∫︁ 1

0
|𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

+

+

(︂∫︁ 1

0
|𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻)|2𝑑𝛼

∫︁ 1

0
|𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

+

(︂∫︁ 1

0
|𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

≪

≪ 𝐻 +

(︂
𝐻

𝑁1− 1
𝑛

)︂ 1
2

+

(︂
𝐻2

𝑁1− 1
𝑛

)︂ 1
2

+𝐻
1
2 ≪ 𝐻 ≪ 𝐻2

𝑁1− 1
𝑛 L 3

.

Отсюда и из (10), имеем

𝐽𝑛(𝑁,𝐻) =

∫︁ 1−æ

−æ
𝑒(−𝛼𝑁)𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻)𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻)𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)𝑑𝛼+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁1− 1
𝑛 L 3

)︂
.

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональным числами,
каждое 𝛼 из промежутка [−æ, 1− æ] представим в виде

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝜏, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
. (11)

В этом представлении 0 ⩽ 𝑎 ⩽ 𝑞 − 1, причём 𝑎 = 0 лишь при 𝑞 = 1. Через M обозначим те 𝛼,
для которых в представлении (11)

𝑞 ⩽ L 𝜂(𝑛), 𝜂(𝑛) = 2𝑛+1 + (𝑛− 1)2,

а, через m – обозначим оставшиеся 𝛼. Множество M состоит из непересекающихся отрезков.
Разобьём множество M на множества M1 и M2:

M1 =

{︂
𝛼 : 𝛼 ∈ M,

⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
⩽

L 2

𝐻

}︂
,

M2 =

{︂
𝛼 : 𝛼 ∈ M,

L 2

𝐻
<

⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

𝑞𝜏

}︂
.
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Обозначим через 𝐽(M1), 𝐽(M2) и 𝐽(m) соответственно интегралы по множествам M1, M2 и
m. Будем иметь

𝐽𝑛(𝑁,𝐻) = 𝐽(M1) + 𝐽(M2) + 𝐽(m) +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁1− 1
𝑛 L 3

)︂
.

В последней формуле первый член, то есть 𝐽(M1), доставляет главный член асимптотической
формулы для 𝐽𝑛(𝑁,𝐻), а 𝐽(M2) и 𝐽(m) входят в его остаточный член.

4.1. Вычисление интеграла 𝐽(M1).

По определению интеграла 𝐽(M1) имеем:

𝐽(M1) =

∫︁
M1

F(𝛼)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼 =
∑︁

𝑞⩽L 𝜂(𝑛)

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝐼(𝑎, 𝑞), (12)

𝐼(𝑎, 𝑞) = 𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂∫︁
|𝜆|⩽L 2𝐻−1

F
(︂
𝑎

𝑞
+ 𝜆;𝑁,𝐻

)︂
𝑒(−𝜆𝑁)𝑑𝜆, (13)

F(𝛼) = F(𝛼;𝑁,𝐻) = 𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻)𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻)𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3).

Для нахождения асимптотической формулы функции F(𝛼;𝑁,𝐻), сначала найдем асимптоти-
ческое поведение суммы 𝑆1(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻), 𝑘 = 1; 2, для этого полагая,

𝑥 = 𝜇𝑘𝑁 +𝐻, 𝑦 = 2𝐻, 𝐴 = 3 +
𝑛− 1

𝑛
𝜂(𝑛), 𝑏 = 𝜂(𝑛),

применим к этим суммам лемму 5. Воспользовавшись соотношениями

1, 5𝐴+ 0, 25𝜂(𝑛) + 18 =
45

2
+

(︂
5

4
− 1

𝑛

)︂
𝜂(𝑛), 1− 𝜃(𝑛) ⩾ 1− 𝜃(3) =

5

6
<

5

8
,

покажем, что выполняются следующие условия леммы 5, то есть

2𝐻 = 2𝑁1−𝜃(𝑛)L 𝜔(𝑛) ⩾ 2𝑁
1−𝜃(𝑛)
𝑘 L 𝜔(𝑛) ⩾ 𝑁

5
8
𝑘 (ln𝑁𝑘)

45
2
+( 5

4
− 1

𝑛)𝜂(𝑛) ,

L 2

𝐻
=
𝜇𝑘𝑁 + 2𝐻

2𝜋(2𝐻)2
· 8𝜋𝐻L 2

𝜇𝑘𝑁 + 2𝐻
⩽
𝜇𝑘𝑁 + 2𝐻

2𝜋(2𝐻)2
.

согласно которым, находим

𝑆1(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻) =
𝜇(𝑞)

𝜙(𝑞)

sin 2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆
𝑒 (𝜆𝜇𝑘𝑁) +𝑂

(︃
𝐻

(ln(𝜇𝑘𝑁))𝐴

)︃
.

Воспользовавшись леммой 6, сумму 𝒮(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻), 𝑘 = 1, 2 выражаем через сумму
𝑆1(𝛼;𝑁𝑘, 2𝐻), а затем пользуясь последней формулой, имеем

𝒮(𝛼;𝜇𝑘𝑁,𝐻) =
𝑆1(𝛼;𝜇𝑘𝑁 +𝐻, 2𝐻)

ln(𝜇𝑘𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁

)︂
=
𝜇(𝑞)

𝜙(𝑞)

sin 2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆

𝑒(𝜆𝜇𝑘𝑁)

ln(𝜇𝑘𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻

L 𝐴+1

)︂
.

Отсюда, и из соотношения
sin 2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆
≪ 𝐻, найдём

𝒮(𝛼;𝜇1𝑁,𝐻)𝒮(𝛼;𝜇2𝑁,𝐻) =
𝜇2(𝑞)

𝜙2(𝑞)

sin2 2𝜋𝜆𝐻

𝜋2𝜆2
𝑒(𝜆(𝜇1 + 𝜇2)𝑁)

ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)
+𝑂

(︂
𝐻2

𝜙(𝑞)L 𝐴+2

)︂
. (14)
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Теперь воспользовавшись следствием 2 леммы 7, найдем асимптотическое поведение суммы
𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3), 𝛼 ∈ M1. Из неравенства 4𝑛𝑁1− 1

𝑛 L 𝜂(𝑛)+2 ⩽ 𝐻 = 𝑁1−𝜃(𝑛)L 𝜔(𝑛) следует, что
выполняется условия этой леммы, то есть

L 2

𝐻
=

1

2𝑛𝑞𝑁𝑛−1
3

· 2𝑛𝑞𝑁
𝑛−1
3 L 2

𝐻
=

1

2𝑛𝑞𝑁𝑛−1
3

· 2𝑛𝑞𝜇
𝑛−1
𝑛

3 𝑁1− 1
𝑛 L 2

𝐻

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
⩽

⩽
1

2𝑛𝑞𝑁𝑛−1
3

· 4𝑛𝑁
1− 1

𝑛 L 𝜂(𝑛)+2

𝐻
⩽

1

2𝑛𝑞𝑁𝑛−1
3

.

Поэтому согласно следствию 2 леммы 7, находим

𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3) =
𝐻3

𝑞
𝑆(𝑎, 𝑞)𝛾(𝜆;𝑁3, 𝐻3) +𝑂(𝑞

1
2
+𝜀). (15)

Найдем асимптотическую формулу для 𝛾(𝜆;𝑁3, 𝐻3). Пользуясь соотношением 𝑁𝑛
3 = 𝜇3𝑁+𝐻,

и формулой

𝑁𝑛−𝑖
3 𝐻 𝑖

3 =
2𝑖𝑁1−𝑖𝐻 𝑖

𝑛𝜇𝑖−1
3

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
,

которая является следствием соотношений (6) и (7), имеем(︂
𝑁3 +𝐻3

(︂
𝑡− 1

2

)︂)︂𝑛

= 𝑁𝑛
3 + 𝑛𝑁𝑛−1

3 𝐻3

(︂
𝑡− 1

2

)︂
+

𝑛∑︁
𝑖=2

𝐶𝑖
𝑛𝑁

𝑛−𝑖
3 𝐻 𝑖

3

(︂
𝑡− 1

2

)︂𝑖

=

= 𝜇3𝑁 +𝐻 + (2𝐻𝑡−𝐻)

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
+

𝑛∑︁
𝑖=2

𝐶𝑖
𝑛

2𝑖𝑁1−𝑖𝐻 𝑖

𝑛𝜇𝑖−1
3

(︂
𝑡− 1

2

)︂𝑖(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
=

= 𝜇3𝑁 + 2𝐻𝑡+ R2, R2 ≪
𝐻2

𝑁
.

Отсюда, имея в виду, что 𝑒(𝜆R2)− 1 ≪ |𝜆|R2 и |𝜆| ≪ L 2𝐻−1, найдём

𝛾(𝜆;𝑁3, 𝐻3) =

∫︁ 0,5

−0,5
𝑒 (𝜆 (𝜇3𝑁 + 2𝐻𝑡+ R2)) 𝑑𝑡 = 𝑒 (𝜇3𝑁𝜆)

sin (2𝜋𝐻𝜆)

2𝜋𝐻𝜆
+𝑂

(︂
𝐻L 2

𝑁

)︂
.

Подставляя правую часть этой формулы в (15), затем при оценке остаточного члена R3 вос-
пользовавшись соотношением (7), оценкой 𝑆(𝑎, 𝑞) ≪ 𝑞1−

1
𝑛 (лемма 8) и условием 𝑞 ⩽ L 𝜂(𝑛), а

затем соотношением (5), получим

𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3) =
𝑆(𝑎, 𝑞)

𝑞

𝐻3 sin (2𝜋𝐻𝜆)

2𝜋𝐻𝜆
(𝑒(𝜇3𝑁𝜆) + R3, (16)

R3 ≪
𝐻2L 2

𝑞
1
𝑛𝑁2− 1

𝑛

+ 𝑞
1
2
+𝜀 =

𝐻2L 2

𝑞
1
𝑛𝑁2− 1

𝑛

(︃
1 +

𝑁2− 1
𝑛 L −2𝑞

1
2
− 1

2
𝑛+𝜀

𝐻2

)︃
=

=
𝐻2L 2

𝑞
1
𝑛𝑁2− 1

𝑛

(︁
1 +𝑁

− 𝑛−3
𝑛(𝑛−1) L −2−2𝜔(𝑛)𝑞

1
2
− 1

𝑛
+𝜀
)︁
⩽

⩽
𝐻2L 2

𝑞
1
𝑛𝑁2− 1

𝑛

(︁
1 +𝑁

− 𝑛−3
𝑛(𝑛−1) L 𝜈(𝑛)

)︁
, 𝜈(𝑛) = −2− 2𝜔(𝑛) +

(︂
1

2
− 1

𝑛
+ 𝜀

)︂
𝜂(𝑛),

Отсюда, имея ввиду, что 𝜈(3) = −56
3 + 20𝜀, находим

R3 ≪
𝐻2L 2

𝑞
1
𝑛𝑁2− 1

𝑛

.
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Почленно умножая формулы (14) и (16), затем при оценке остаточного члена этого произве-
дения, который обозначим через R4, пользуясь неравенством | sin(2𝜋𝐻𝜆)| ≪ |2𝜋𝐻𝜆|, оценкой
𝑆(𝑎, 𝑞) ≪ 𝑞1−

1
𝑛 (лемма 8), соотношением (7) и условием (5), найдем

F(𝛼) =
𝐻3

2𝐻 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)
· 𝜇

2(𝑞)𝑆(𝑎, 𝑞)

𝑞𝜙2(𝑞)
· sin

3 2𝜋𝜆𝐻

𝜋3𝜆3
+ R4,

R4 ≪
1

𝜙2(𝑞)

sin2 2𝜋𝜆𝐻

𝜋2𝜆2L 2
R3 +

|𝑆(𝑎, 𝑞)|
𝑞

𝐻3| sin(2𝜋𝐻𝜆)|
|2𝜋𝐻𝜆|

𝐻2

𝜙(𝑞)L 𝐴+2
+

𝐻2

𝜙(𝑞)L 𝐴+2
R3 ≪

≪ 𝐻4

𝜙2(𝑞)𝑞
1
𝑛𝑁2− 1

𝑛

+
𝐻3

𝑞
1
𝑛𝜙(𝑞)𝑁1− 1

𝑛 L 𝐴+2
+

𝐻4

𝑞
1
𝑛𝜙(𝑞)𝑁2− 1

𝑛 L 𝐴
=

=
𝐻3

𝑞
1
𝑛𝜙(𝑞)𝑁1− 1

𝑛 L 𝐴+2

(︂
1 +

𝐻L 𝐴+2

𝜙(𝑞)𝑁
+
𝐻L 2

𝑁

)︂
≪ 𝐻3

𝑞
1
𝑛𝜙(𝑞)𝑁1− 1

𝑛 L 𝐴+2
.

Подставляя значение функции F(𝛼), то есть правую часть последней формулы в (13), затем
воспользовавшись оценкой 𝑆(𝑎, 𝑞) ≪ 𝑞1−

1
𝑛 (лемма 8) и соотношением (7), найдём

𝐼(𝑎, 𝑞) =
𝐻3

2𝐻 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)
· 𝜇

2(𝑞)𝑆(𝑎, 𝑞)

𝑞𝜙2(𝑞)
𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
𝐽(𝐻) + R5, (17)

𝐽(𝐻) =

∫︁
|𝜆|⩽L 2𝐻−1

sin3 2𝜋𝜆𝐻

𝜋3𝜆3
𝑑𝜆, R5 ≪

𝐻2

𝑞
1
𝑛𝜙(𝑞)𝑁1− 1

𝑛 L 𝐴
.

Заменив 𝐽(𝐻) близким к нему несобственным интегралом независящим от L и воспользовав-
шись формулой ( см. [20] стр. 174 )

∞∫︁
0

sin𝑛𝑚𝑢

𝑢𝑛
𝑑𝑢 =

𝜋𝑚𝑚−1

2𝑛(𝑛− 1)!

[︂
𝑛𝑛−1 − 𝑛

1!
(𝑛− 2)𝑛−1 +

𝑛(𝑛− 1)

2!
(𝑛− 4)𝑛−1 + . . .

]︂
.

при 𝑚 = 1 и 𝑛 = 3, найдём

𝐽(𝐻) =
4𝐻2

𝜋

∫︁
|𝑢|⩽2𝜋L 2

sin3 𝑢

𝑢3
𝑑𝜆 =

8𝐻2

𝜋

∞∫︁
0

sin3 𝑢

𝑢3
𝑑𝑢+𝑂

(︂
𝐻2

L 6

)︂
= 3𝐻2 +𝑂

(︂
𝐻2

L 6

)︂
.

Подставляя значение интеграла 𝐽(𝐻) в формулу (17), найдём

𝐼(𝑎, 𝑞) =
3𝐻𝐻3

2 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)
· 𝜇

2(𝑞)𝑆(𝑎, 𝑞)

𝑞𝜙2(𝑞)
𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
+ R6,

R6 ≪
𝜇2(𝑞)|𝑆(𝑎, 𝑞)|

𝑞𝜙2(𝑞)
· 𝐻𝐻3

L 8
+ R5 ≪

𝐻2

𝑞
1
𝑛𝜙2(𝑞)𝑁1− 1

𝑛 L 8
+

𝐻2

𝑞
1
𝑛𝜙(𝑞)𝑁1− 1

𝑛 L 𝐴
.

Подставляя полученное значение интеграла 𝐼(𝑎, 𝑞), в (12), затем при оценке R7 воспользовав-
шись условием 𝐴 = 3 + 𝑛−1

𝑛 𝜂(𝑛), получим

𝐼(M1) =
3𝐻𝐻3

2 ln(𝜇1𝑁) ln(𝜇2𝑁)

∑︁
𝑞⩽L 𝜂(𝑛)

𝜇2(𝑞)

𝑞𝜙2(𝑞)

𝑞∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝑆(𝑎, 𝑞)𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
+ R7. (18)

R7 ≪
𝐻2

𝑁1− 1
𝑛

∑︁
𝑞⩽L 𝜂(𝑛)

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

(︃
1

𝑞
1
𝑛𝜙2(𝑞)L 8

+
1

𝑞
1
𝑛𝜙(𝑞)L 𝐴

)︃
≪

≪ 𝐻2

𝑁1− 1
𝑛 L 8

+
𝐻2

𝑁1− 1
𝑛 L 𝐴−𝑛−1

𝑛
𝜂(𝑛)

≪ 𝐻2

𝑁1− 1
𝑛 L 3

.
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Сумму по 𝑞 в (18) заменим близким к ней бесконечным рядом, не зависящим от степени L :

∑︁
𝑞⩽L 𝜂(𝑛)

𝜇2(𝑞)

𝑞𝜙2(𝑞)
Φ(𝑞,𝑁) = S(𝑁)−𝑅(𝑁), Φ(𝑞,𝑁) =

𝑞∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝑆(𝑎, 𝑞)𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
, (19)

S(𝑁) =

∞∑︁
𝑞=1

𝜇2(𝑞)

𝑞𝜙2(𝑞)
Φ(𝑞,𝑁), 𝑅(𝑁) =

∑︁
𝑞>L 𝜂(𝑛)

𝜇2(𝑞)

𝑞𝜙2(𝑞)
Φ(𝑞,𝑁).

Представим особый ряд S(𝑁) в виде бесконечного произведения по всем простым числам,
для этого сначала покажем, что сумма Φ(𝑞,𝑁) является мультипликативной функцией. Пусть
𝑞 = 𝑞1𝑞2, (𝑞1, 𝑞2) = 1, тогда представляя переменную суммирования 𝑎 в виде

𝑎 = 𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1, (𝑎1, 𝑞1) = 1, 1 ⩽ 𝑎1 ⩽ 𝑞1, (𝑎2, 𝑞2) = 1, 1 ⩽ 𝑎2 ⩽ 𝑞2,

найдём

Φ(𝑞1𝑞2, 𝑁) =

𝑞1∑︁
𝑎1=1

(𝑎1,𝑞1)=1

𝑞2∑︁
𝑎2=1

(𝑎2,𝑞)=1

𝑆(𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1, 𝑞1𝑞2)𝑒

(︂
−(𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1)𝑁

𝑞1𝑞2

)︂
. (20)

Представляя в сумме 𝑆(𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1, 𝑞1𝑞2) переменную суммирования 𝑥 в виде

𝑥 = 𝑥1𝑞2 + 𝑥2𝑞1, 1 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑞1, 1 ≤ 𝑥2 ⩽ 𝑞2,

и имея в виду, что

(𝑥1𝑞2 + 𝑥2𝑞1, 𝑞1𝑞2) = (𝑥1𝑞2 + 𝑥2𝑞1, 𝑞1)(𝑥1𝑞2 + 𝑥2𝑞1, 𝑞2) = (𝑥1𝑞2, 𝑞1)(𝑥2𝑞1, 𝑞2) = (𝑥1, 𝑞1)(𝑥2, 𝑞2),

имеем

𝑆(𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1, 𝑞1𝑞2) =

𝑞1𝑞2∑︁
𝑥=1

𝑒

(︂
(𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1)𝑥

3

𝑞1𝑞2

)︂
=

𝑞1∑︁
𝑥1=1

𝑞2∑︁
𝑥2=1

𝑒

(︂
(𝑎1𝑞2 + 𝑎2𝑞1)(𝑥1𝑞2 + 𝑥2𝑞1)

3

𝑞1𝑞2

)︂
=

=

𝑞1∑︁
𝑥1=1

𝑒

(︂
𝑎1(𝑥1𝑞2)

3

𝑞1

)︂ 𝑞2∑︁
𝑥2=1

𝑒

(︂
𝑎2(𝑥2𝑞1)

3

𝑞2

)︂
=

𝑞1∑︁
𝑥1=1

𝑒

(︂
𝑎1𝑥

3
1

𝑞1

)︂ 𝑞2∑︁
𝑥2=1

𝑒

(︂
𝑎2𝑥

3
2

𝑞2

)︂
= 𝑆(𝑎1, 𝑞1)𝑆(𝑎2, 𝑞2).

Подставляя это равенство в правую часть (20), получим

Φ(𝑞1𝑞2, 𝑁) =

𝑞1∑︁
𝑎1=1

(𝑎1,𝑞1)=1

𝑆(𝑎1, 𝑞1)𝑒

(︂
−𝑎1𝑁

𝑞1

)︂ 𝑞2∑︁
𝑎2=1

(𝑎2,𝑞)=1

𝑆(𝑎2, 𝑞2)𝑒

(︂
−𝑎2𝑁

𝑞2

)︂
= Φ(𝑞1, 𝑁)Φ(𝑞2, 𝑁).

Пользуясь абсолютной сходимостью S(𝑁) и мультипликативностью Φ(𝑞,𝑁), найдём

S(𝑁) =
∞∑︁
𝑞=1

𝜇2(𝑞)

𝑞𝜙2(𝑞)
Φ(𝑞,𝑁) =

∏︁
𝑝

(︂
1 +

Φ(𝑝,𝑁)

𝑝(𝑝− 1)2

)︂
.

Теперь вычислим Φ(𝑝,𝑁):

Φ(𝑝,𝑁) =

𝑝−1∑︁
𝑎=1

𝑆(𝑎, 𝑝)𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑝

)︂
=

𝑝∑︁
𝑥=1

𝑝−1∑︁
𝑎=1

𝑒

(︂
𝑎(𝑥𝑛 −𝑁)

𝑝

)︂
=

=

𝑝∑︁
𝑥=1

𝑝∑︁
𝑎=1

𝑒

(︂
𝑎(𝑥𝑛 −𝑁)

𝑝

)︂
− 𝑝 = 𝑝(𝜌(𝑁, 𝑝)− 1). (21)



132 Ф. З. Рахмонов

где 𝜌(𝑁, 𝑝) — число решений сравнения 𝑥𝑛 ≡ 𝑁 (mod 𝑝). Следовательно,

S(𝑁) =
∏︁
𝑝

(︂
1 +

𝜌(𝑁, 𝑝)− 1

(𝑝− 1)2

)︂
.

Теперь оценим 𝑅(𝑁). Воспользовавшись тем, что Φ(𝑞,𝑁) — мультипликативная функция,
𝑞 — бесквадратное число, имеет место формула (21) и оценка 𝜌(𝑁, 𝑝) ⩽ 𝑛. Найдем

𝑅(𝑁) =
∑︁

𝑞>L 𝜂(𝑛)

𝜇2(𝑞)

𝑞𝜙2(𝑞)

∏︁
𝑝∖𝑞

Φ(𝑝,𝑁) =
∑︁

𝑞>L 𝜂(𝑛)

𝜇2(𝑞)

𝜙2(𝑞)

∏︁
𝑝∖𝑞

(𝜌(𝑁, 𝑝)− 1) ⩽

⩽
∑︁

𝑞>L 𝜂(𝑛)

𝜇2(𝑞)

𝜙2(𝑞)
(𝑛− 1)𝜔(𝑞) =

∑︁
𝑞>L 𝜂(𝑛)

𝜇2(𝑞)

𝜙2(𝑞)
exp (𝜔(𝑞) ln(𝑛− 1)) ,

где 𝜔(𝑞) – число различных простых делителей числа 𝑞. Воспользовавшись известными нера-
венствами

𝜙(𝑞)

𝑞
⩾

𝑐𝜙
ln ln 𝑞

, 𝜔(𝑞) ⩽
𝑐𝜔 ln 𝑞

ln ln 𝑞
,

а затем определением параметра 𝜂(𝑛), найдем

𝑅(𝑁) ≪
∑︁

𝑞>L 𝜂(𝑛)

(ln ln 𝑞)2

𝑐2𝜙𝑞
2

exp

(︂
𝑐𝜔 ln(𝑛− 1) ln 𝑞

ln ln 𝑞

)︂
≪ 1

L 0,9𝜂(𝑛)
≪ 1

L 2
.

Таким образом соотношение (19) принимает вид∑︁
𝑞⩽L 736

𝜇2(𝑞)

𝑞𝜙2(𝑞)
Φ(𝑞,𝑁) = S(𝑁) +𝑂

(︀
L −2

)︀
.

Подставляя правую часть этого равенства в (18), а затем воспользовавшись формулой (7) и
соотношением

1

ln(𝜇𝑘𝑁)
− 1

L
=

− ln𝜇𝑘
(L − ln𝜇𝑘)L

≪ 1

L 2
,

получим

𝐼(M1) =
3S(𝑁)𝐻2

𝑛𝜇
1− 1

𝑛
3 𝑁1− 1

𝑛 L 2
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁1− 1
𝑛 L 3

)︂
.

4.2. Оценка интеграла 𝐼(M2)

Имеем

𝐼(M2) =

∫︁
M2

𝑒(−𝛼𝑁)𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻)𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻)𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)𝑑𝛼

Переходя к оценкам, а затем воспользовавшись неравенством Коши для интегралов, находим

𝐼(M2) ≪ max
𝛼∈M2

|𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)|
∫︁ 1

0
|𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻)||𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻)|𝑑𝛼 =

= max
𝛼∈M2

|𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)|
(︂∫︁ 1

0
|𝒮(𝛼;𝑁1, 2𝐻)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2
(︂∫︁ 1

0
|𝒮(𝛼;𝑁2, 2𝐻)|2𝑑𝛼

)︂ 1
2

=

= max
𝛼∈M2

|𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)| (𝜋 (𝜇1𝑁 +𝐻)− 𝜋 (𝜇1𝑁 −𝐻))
1
2 (𝜋 (𝜇2𝑁 +𝐻)− 𝜋 (𝜇2𝑁 −𝐻))

1
2 .
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Применяя к двум последним множителям правой части полученной формулы, c учётом соот-
ношения

𝐻 = 𝑁1−𝜃(𝑛)L 𝜔(𝑛) ⩾ (𝜇𝑘𝑁 +𝐻)
7
12

+𝜀 , 𝑘 = 1; 2,

лемму 9, найдём

𝜋(𝜇𝑘𝑁 +𝐻)− 𝜋(𝜇𝑘𝑁 −𝐻) ≪ 𝐻

L
.

Следовательно

𝐼(M2) ≪
𝐻

L
max
𝛼∈M2

|𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)| =
𝐻2

𝑁1− 1
𝑛 L 3

· 𝑁
1− 1

𝑛 L 2

𝐻
max
𝛼∈M2

|𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)|. (22)

Оценим 𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3) для 𝛼 из множества M2. Если 𝛼 ∈ M2, то

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1,

L 2

𝐻
< |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ L 𝜂(𝑛).

Рассмотрим два возможных случая: L 2

𝐻 < |𝜆| ⩽ 1
2𝑛𝑞𝑁𝑛−1

3

и 1
2𝑛𝑞𝑁𝑛−1

3

< |𝜆| ⩽ 1
𝑞𝜏 .

Случай 1. Согласно следствию 2 леммы 7, имеем

𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3) =
𝐻3𝑆(𝑎, 𝑞)

𝑞
𝛾(𝜆;𝑁3, 𝐻3) +𝑂

(︁
𝑞

1
2
+𝜀
)︁
. (23)

Оценим тригонометрический интеграл 𝛾(𝜆;𝑁3, 𝐻3) по величине производной первого порядка
(лемма 10), полагая 𝑓(𝑢) = 𝜆

(︀
𝑁3 − 𝐻3

2 +𝐻3𝑡
)︀𝑛
. Производная второго порядка

𝑓 ′′(𝑢) = 𝑛(𝑛−1)𝜆𝐻2
1

(︀
𝑁3 − 𝐻3

2 +𝐻3𝑡
)︀𝑛−2

не меняет знак, и следовательно, производная первого
порядка 𝑓 ′(𝑢) является монотонной функцией и удовлетворяет неравенству

|𝑓 ′(𝑢)| = 𝑛|𝜆|𝐻3𝑁
𝑛−1
3

(︂
1 +

𝐻3

𝑁3

(︂
𝑡− 1

2

)︂)︂𝑛−1

⩾ 𝑛|𝜆|𝐻3𝑁
𝑛−1
3

(︂
1− (𝑛− 1)𝐻3

𝑁3

)︂
.

Применяя к правой части последнего неравенства формулы

𝐻3𝑁
𝑛−1
3 = 2𝐻

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
,

𝐻3

𝑁3
=

2𝐻

𝑛𝜇3𝑁

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
,

которые в свою очередь являются следствиями формул (6) и (7), получим

|𝑓 ′(𝑢)| ⩾ 2𝑛|𝜆|𝐻
(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂(︂
1− 2(𝑛− 1)𝐻

𝑛𝜇3𝑁
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁2

)︂)︂
⩾ 𝑛|𝜆|𝐻.

Следовательно, воспользовавшись леммой 10, при 𝑚 = 𝑛|𝜆|𝐻 и 𝑀 = 1, а затем условием
|𝜆| > L 2𝐻−1, находим

|𝛾(𝜆;𝑁3, 𝐻3)| ⩽
1

𝑛|𝜆|𝐻
⩽

1

𝑛L 2
.

Переходя в (23) к оценкам, а затем воспользовавшись соотношением (7), тривиалной оцен-
кой 𝑆(𝑎, 𝑞) ⩽ 𝑞, полученной оценкой для 𝛾(𝜆;𝑁3, 𝐻3), условием 𝑞 ⩽ L 𝜂(𝑛) и формулой (5),
последовательно найдём

|𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)| ≪
𝐻

𝑁1− 1
𝑛 L 2

+ L ( 1
2
+𝜀)𝜂(𝑛) =

𝐻

𝑁1− 1
𝑛 L 2

(︃
1 +

𝑁1− 1
𝑛 L ( 1

2
+𝜀)𝜂(𝑛)+2

𝐻

)︃
=

=
𝐻

𝑁1− 1
𝑛 L 2

(︁
1 +𝑁

− 𝑛−2
𝑛(𝑛−1) L ( 1

2
+𝜀)𝜂(𝑛)+2−𝜔(𝑛)

)︁
≪ 𝐻

𝑁1− 1
𝑛 L 2

. (24)
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Случай 2. В этом случае, то есть при

1

2𝑛𝑞𝑁𝑛−1
3

< |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
,

воспользовавшись следствием 3 леммы 7, при 𝑥 = 𝑁3, 𝑦 = 𝐻3 и соотношением (6), а затем
явным значением параметра 𝐻, то есть формулой (5), имеем

𝑇 (𝛼,𝑁3, 𝐻3) ≪ 𝑞1−
1
𝑛 ln 𝑞 +min

(︂
𝐻3𝑞

− 1
𝑛 , 𝑁

1
2
3 𝑞

1
2
− 1

𝑛

)︂
≪ 𝑞L +𝑁

1
2
3 𝑞

1
2
− 1

𝑛 ≪

≪ L 𝜂(𝑛)+1 +𝑁
1
2𝑛 L ( 1

2
− 1

𝑛)𝜂(𝑛) =
𝐻

𝑁1− 1
𝑛 L 2

(︃
𝑁1− 1

𝑛 L 𝜂(𝑛)+3

𝐻
+
𝑁1− 1

2𝑛 L ( 1
2
− 1

𝑛)𝜂(𝑛)+2

𝐻

)︃
=

=
𝐻

𝑁1− 1
𝑛 L 2

(︁
𝑁

− 𝑛−2
𝑛(𝑛−1) L 𝜂(𝑛)+3 +𝑁

− 𝑛−3
2𝑛(𝑛−1) L æ(𝑛)

)︁
, æ(𝑛) =

(︂
1

2
− 1

𝑛

)︂
𝜂(𝑛) + 2− 𝜔(𝑛),

Отсюда, имея в виду, что æ(3) = −14
3 , получим

𝑇 (𝛼,𝑁3, 𝐻3) ≪
𝐻

𝑁1− 1
𝑛 L 2

.

Из этой оценки и из оценки (24), ввиду соотношения (22) для всех 𝛼 ∈ M2, получим

𝐼(M2) ≪
𝐻2

𝑁1− 1
𝑛 L 3

.

4.3. Оценка интеграла 𝐽(m)

Поступая аналогично, как и в случае оценки 𝐽(M2), имеем

𝐽(m) ≪ 𝐻2

𝑁1− 1
𝑛 L 3

· 𝑁
1− 1

𝑛 L 2

𝐻
max
𝛼∈m

|𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)|. (25)

Оценим 𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3) для 𝛼 из множества m. Если 𝛼 ∈ m, то

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
, L 𝜂(𝑛) < 𝑞 ⩽ 𝜏, 𝜂(𝑛) = 2𝑛+1 + (𝑛− 1)2.

Пользуясь теоремой 2, при 𝑥 = 𝑁3, 𝑦 = 𝐻3 и воспользовавшись соотношениями

𝐻3 ≍
𝐻

𝑁1− 1
𝑛

, 𝑁3 ≍ 𝑁
1
𝑛 , 𝜏 ≍ 𝐻

𝑁
1
𝑛

,

которые являются следствиями формул (7), (6) и (8), а затем явным значением параметра 𝐻,
то есть формулой (5), имеем

𝑇 (𝛼;𝑁3, 𝐻3)| ⩽ 2𝐻3

(︂
1

𝑞
+

1

𝐻3
+

𝑞

𝐻𝑛
3

)︂2−𝑛

(ln 𝑞𝐻3)
(𝑛−1)22−𝑛 ≪

≪ 𝐻

𝑁1− 1
𝑛

(︃
1

L 2𝑛+1+(𝑛−1)2
+
𝑁1− 1

𝑛

𝐻
+
𝑁𝑛−1− 1

𝑛

𝐻𝑛−1

)︃2−𝑛

L (𝑛−1)22−𝑛
=

=
𝐻

𝑁1− 1
𝑛 L 2

⎛⎝1 +
𝑁1− 1

𝑛 L 2𝑛+1+(𝑛−1)2

𝐻
+

⎛⎝𝑁1− 1
(𝑛−1)𝑛 L

2𝑛+1

𝑛−1
+𝑛−1

𝐻

⎞⎠𝑛−1⎞⎠2−𝑛

=

=
𝐻

𝑁1− 1
𝑛 L 2

(︂
2 +𝑁

− 𝑛−2
𝑛(𝑛−1) L

(𝑛−2)2𝑛+1

𝑛−1
+𝑛2−3𝑛+2

)︂2−𝑛

≪ 𝐻

𝑁1− 1
𝑛 L 2

.
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Подставляя эту оценку в (25), находим

𝐽(m) ≪ 𝐻2

𝑁1− 1
𝑛 L 3

.

Теорема доказана.
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