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Аннотация

Множество бинарных отношений, замкнутое относительно некоторой
совокупности операций над ними, образует алгебру, называемую алгеброй

отношений. Альфред Тарский был первым из математиков, кто начал
рассматривать алгебры отношений с точки зрения теории универсальных
алгебр. Одним из важных направлений в исследованиях алгебр отношений
является изучение их свойств, выраженных в виде тождеств. Это приво-
дит к необходимости изучения многообразий, порожденных различными
классами алгебр отношений.

Для заданного множества Ω операций над бинарными отношениями
обозначим через R{Ω} класс алгебр, изоморфных алгебрам отношений с
операциями из Ω. Пусть V ar{Ω} – многообразие, порожденное классом
R{Ω}.

Как правило, операции над отношениями задаются с помощь формул
логики предикатов первого порядка. Такие операции называются логиче-

скими. Важным классом логических операций является класс диофанто-
вых операций. Операция называется диофантовой (в другой терминологии
– примитивно-позитивной), если она может быть задана с помощью фор-
мулы, которая в своей предваренной нормальной форме содержит лишь
операцию конъюнкции и кванторы существования. Диофантову операцию
назовем атомарной, если она может быть задана с помощью формулы,
которая в своей предваренной нормальной форме содержит лишь кванто-
ры существования. Ясно, что такие формулы могут содержать лишь од-
ну атомарную подформулу, и, следовательно, всякая атомарная операция
является унарной. Существует девять атомарных диофантовых операций
(исключая тождественную).

Сосредоточим свое внимание на диофантовой операции умножения от-
ношений ◦ и атомарной операции двойной цилиндрофикации, определяе-
мых следующим образом. Для заданных отношений ρ и σ на множестве
U , положим

ρ ◦ σ = {(u, v) : (∃w)(u,w) ∈ ρ(w, v) ∈ σ}, ∇(ρ) = {(u, v) : (∃w, z)(w, z) ∈ ρ}.
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В работе найден базис тождеств многообразия V ar{◦,∇}:
алгебра (A, ·, ∗) типа (2, 1) тогда и только тогда принадлежит многооб-

разию V ar{◦,∇}, когда она удовлетворяет тождествам: (xy)z = x(yz),
x∗∗ = x∗, (x∗)2 = x∗, x∗y∗ = y∗x∗, x∗(xy)∗ = (xy)∗y∗ = (xy)∗,
(xy∗z)∗ = x∗y∗z∗ = x∗yz, xyz∗ = xyx∗z∗, x∗yz = x∗z∗yz.

Ключевые слова: алгебра отношений, многообразия, базисы тождеств,
операции цилиндрофикации.

ON VARIETIES OF ALGEBRAS OF RELATIONS
WITH OPERATION

OF DOUBLE CYLINDROFICATION
D. A. Bredikhin

Abstract

A set of binary relations closed with respect to some collection of operations
on relations forms an algebra called an algebra of relations. The first mathema-
tician who treated algebras of relations from the point of view of universal
algebra was Alfred Tarski. In the investigation of algebras of relations, one of
the most important directions is the study of those of their properties which
can be expressed by identities. This leads us to the consideration of varieties
generated by classes of algebras of relations.

For any set Ω of operations on binary relations, let R{Ω} denote the class
of all algebras isomprphic to ones whose elements are binary relations and
whose operations are members of Ω. Let V ar{Ω} be the variety generated by
R{Ω}.

As a rule, operations on relations are defined by formulas of the first-
order predicate calculus. These operations are called logical. One of the most
important classes of logical operations on relations is the class of Diophantine

operations (in other terminology – primitive-positive operations). An operation
on relations is called Diophantine if it can be defined by a formula containing
in its prenex normal form only existential quantifiers and conjunctions. A
Diophantine operation is called atomic if it can be defined by a first order
formula containing in its prenex normal form only existential quantifiers. It is
clear that such formulas contain only one atomic subformula. Hence atomic
operations are unary operations. There exist nine atomic operations (excepting
identical).

We concentrate our attention on the Diophantine operation of relation
product ◦ and on the atomic operation of double cylindrification ∇ that are
defined as follows. For any relations ρ and σ on U , put

ρ ◦ σ = {(u, v) : (∃w)(u,w) ∈ ρ(w, v) ∈ σ}, ∇(ρ) = {(u, v) : (∃w, z)(w, z) ∈ ρ}.
In the paper, the bases of identities for the variety V ar{◦,∇} is found:

an algebra (A, ·, ∗) of the type (2, 1) belongs to the variety V ar{◦,∇} if and only
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if it satisfies the identities: (xy)z = x(yz), x∗∗ = x∗, (x∗)2 = x∗, x∗y∗ = y∗x∗,
x∗(xy)∗ = (xy)∗y∗ = (xy)∗, (xy∗z)∗ = x∗y∗z∗ = x∗yz, xyz∗ = xyx∗z∗,
x∗z = x∗z∗yz.

Keywords: algebra of relations, varieties, basis of identities, operations
cylindrification.

1. Введение

Под алгеброй отношений мы понимаем пару (Φ,Ω), где Ω – некоторая со-
вокупность операций над отношениями и Φ – множество бинарных отношений,
замкнутое относительно операций из Ω. Исследование операций над отношени-
ями восходит к работам Де Моргана, Пирса, Фреге и Шредера. Тарским был
предложен аксиоматический подход к изучению алгебр отношений [1,2]. Им был
рассмотрен класс алгебр отношений, в число операций которых наряду с буле-
выми операциями входят операции умножения ◦ и обращения −1 отношений.
В настоящее время теория алгебр отношений является существенной составной
алгебраической логики [3] и имеет многочисленные приложения в различных
областях современной общей алгебры [4].

Как правило, операции над отношениями задаются с помощь формул логи-
ки предикатов. Такие операции называются логическими. Логические операции
могут быть классифицированы по виду задающих их формул. Важным клас-
сом операций над отношениями является класс диофантовых операций. Опе-
рация называется диофантовой1 [5,6] (в другой терминологии – примитивно-
позитивной [7]), если она может быть задана с помощью формулы, которая в
своей предваренной нормальной форме содержит лишь операцию конъюнкции
и кванторы существования. К числу диофантовых, в частности, относится упо-
мянутые выше операции умножения и обращения отношений. Эквациональные
и квазиэквациональные теории алгебр отношений с диофантовыми операциями
описаны в [5,6,8].

Диофантову операцию назовем атомарной, если она может быть задана с
помощью формулы, которая в своей предваренной нормальной форме содер-
жит лишь кванторы существования. Ясно, что такие формулы могут содержать
лишь одну атомарную подформулу, и, следовательно, всякая атомарная опера-
ция является унарной. Существует девять атомарных диофантовых операций
(исключая тождественную). Это:
F1(ρ) = ρ−1 = {(u, v) : (v, u) ∈ ρ} — операция обращения;

F2(ρ) = {(u, v) : (∃w)(u, w) ∈ ρ} и F3(ρ) = {(u, v) : (∃w)(w, v) ∈ ρ} – операции

цилиндрофикации [9];
F4(ρ) = {(u, v) : (∃w)(w, u) ∈ ρ} и F5(ρ) = {(u, v) : (∃w)(v, w) ∈ ρ} – домино

операции [10, 11];

1Термин диофантова операция был предложен автору Л. Н. Шевриным.
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F6(ρ) = {(u, v) : (u, u) ∈ ρ} и F7(ρ) = {(u, v) : (v, v) ∈ ρ} – операции рефлексив-

ной цилиндрофикации [11];
F8(ρ) = {(u, v) : (∃w, z)(w, z) ∈ ρ} – операция двойной цилиндрофикации;

F9(ρ) = {(u, v) : (∃w)(w,w) ∈ ρ} — операция двойной рефлексивной цилиндро-

фикации.

Рассмотрение алгебр отношений в рамках аксиоматического подхода пред-
полагает изучение их свойств, выразимых на языке логики предикатов первого
порядка и, в частности, на языке тождеств. Это приводит к необходимости изу-
чения многообразий, порожденных различными классами алгебр отношений.

Для заданного множества Ω операций над бинарными отношениями обозна-
чим через R{Ω} класс алгебр, изоморфных алгебрам отношений с операциями
из Ω. Пусть V ar{Ω} ) — многообразие, порожденное классом R{Ω}.

Предметом нашего рассмотрения будут алгебры отношений с операцией
умножения отношений и с одной из перечисленных выше атомарных диофанто-
вых операций. Известно, что многообразие V ar{◦, −1} совпадает с классом всех
инволютированных полугрупп [12]. Конечные базисы тождеств многообразий
V ar{◦, F2} и V ar{◦, F3} найдены в [13]. Некоторые результаты в этом направ-
лении, касающиеся алгебр отношений, упорядоченных отношением теоретико-
множественного включения, можно найти в [14,15]. В настоящей работе нахо-
дится базис тождеств многообразия V ar{◦, F8}.

2. Формулировка основного результата

Сосредоточим свое внимание на операциях умножения отношений ◦ и двой-
ной цилиндрофикации, определяемых следующим образом:

ρ ◦ σ = {(u, v) : (∃w)(u, w) ∈ ρ(w, v) ∈ σ},
∇(ρ) = F8(ρ) = {(u, v) : (∃w, z)(w, z) ∈ ρ}.

Теорема 1. Алгебра (A, ·, ∗) типа (2, 1) принадлежит многообразию
V ar{◦,∇} тогда и только тогда, когда она удовлетворяет тождествам:

(xy)z = x(yz) (1)

x∗∗ = x∗ (2)

(x∗)2 = x∗ (3)

x∗y∗ = y∗x∗ (4)

x∗(xy)∗ = (xy)∗y∗ = (xy)∗ (5)

(xy∗z)∗ = x∗y∗z∗ = x∗yz∗ (6)

xyz∗ = xyx∗z∗ (7)

x∗yz = x∗z∗yz (8)
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3. Доказательство теоремы

Разобьем доказательство теоремы на ряд последовательных шагов.
Шаг 1. Доказательство теоремы основывается на результатах работы [8].

Приведем ряд определений и обозначений, необходимых для формулировки это-
го результата и используемых в дальнейшем изложении.

Всякая формула ϕ(z0, z1, r1, . . . , rm) логики предикатов первого порядка с
равенством, содержащая m бинарных предикатных символов r1, . . . , rm и две
свободные индивидуальные переменные z0, z1, определяет m-арную операцию
Fϕ на множестве Rel(U) всех бинарных отношений, заданных на U :

Fϕ(ρ1, . . . , ρm) = {(u, v) ∈ U × U : ϕ(u, v, ρ1, . . . , ρm)},
где ϕ(u, v, R1, . . . , Rm) означает, что формула ϕ выполняется, если z0, z1 интер-
претируются как u, v и r1, . . . , rm интерпретируются как отношения ρ1, . . . , ρm
из Rel(U).

Пусть N – множество всех натуральных чисел и [1, n] = {k ∈ N : 1 6 k 6 n}.
Помеченным графом назовем пару (V, E), где V – конечное множество, назы-
ваемое множеством вершин, и E ⊆ V ×N × V – тернарное отношение. Тройку
(u, k, v) ∈ E будем называть ребром графа, идущим из вершины u в вершину v,

помеченным меткой k, и графически изображать следующим образом: u· k→ ·v.
Мы также будем говорить, что вершины u и v инцидентны ребру (u, k, v).

Под двухполюсником мы понимаем помеченный граф с парой выделенных
вершин, то есть систему вида G = (V,E, in, out), где (V,E) – помеченный граф;
in и out - две выделенные вершины (не обязательно различные), называемые
входом и выходом двухполюсника соответственно.

Понятие изоморфизма помеченных графов и двухполюсников определяет-
ся естественным образом. В дальнейшем все графы будут рассматриваться с
точностью до изоморфизма.

Пусть F = Fϕ – диофантова операция, задаваемая формулой ϕ. С этой
операцией может быть ассоциирован двухполюсник G = G(ϕ), определяемый
следующим образом [7]): G = (V,E, in, out), где V – множество всех индексов
индивидуальных переменных, входящих в формулу ϕ; in = 0, out = 1; (i, k, j) ∈
E тогда и только тогда, когда атомарная формула rk(zi, zj) входит в ϕ; если
формула zi = zj входит в ϕ, то вершины i и j отождествляются.

Заметим, что графы, соответствующие операции умножения отношений ◦ и
операции двойной цилиндрофикации ∇, имеют следующий вид:

in· 1→ · 2→ ·out ; in · · 1→ · · out
Пусть G = (V,E, in, out) и Gk = (Vk, Ek, ink, outk) (k = 1, . . . , m)- двухполюс-

ники с попарно непересекающимися множествами вершин. Назовем компози-
цией этих двухполюсников новый двухполюсник G(G1, . . . , Gm), определяемый
следующим образом [7]: возьмем двухполюсник G и заменим каждое его реб-
ро (u, k, v) ∈ E на двухполюсник Gk, отождествляя при этом вершину ink с
вершиной u и вершину outk с вершиной v.
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Рассмотрим множество диофантовых операций над отношениями
Ω = {Fϕ1

, . . . , Fϕn
}, и пусть A = (A, f1, . . . , fn) – универсальная алгебра соот-

ветствующего типа. Положим G1 = G(ϕ1), . . . , Gn = G(ϕn).
Для всякого терма p алгебры A определим следующим индуктивным обра-

зом двухполюсник G(p) = (Vp, Ep, in(p), out(p)) :

1) если p = xk, то G(p) представляет собой двухполюсник вида in· k→ ·out;
2) если p = fk(p1, . . . , pm), то G(p) есть композиция Gk(G(p1), . . . , G(pm)).

Обозначим через pr(E) множество всех вершин помеченного графа, которые
инцидентны хотя бы одному ребру. Пусть даны два помеченных графа (V1, E1)
и (V2, E2). Отображение f : pr(E2) → pr(E1) называется гомоморфизмом E2 в
E1, если (f(u), k, f(v)) ∈ E1 для всякой тройки (u, k, v) ∈ E2.

Пусть G1 = (V1, E1, in1, out1) и G2 = (V2, E2, in2, out2) – двухполюсники.
Отображение f : V2 → V1 называется гомоморфизмом G2 в G1, если f(in2) =
in1, f(out2) = out1 и (f(u), k, f(v)) ∈ E1 для всякой тройки (u, k, v) ∈ E2.

Мы будем писать E1 ≺ E2 (G1 ≺ G2), если существует гомоморфизм E2 в E1

( G2 в G1), и E1
∼= E2 (G1

∼= G2), если E1 ≺ E2 и E2 ≺ E1 (G1 ≺ G2 и G2 ≺ G1).
Обозначим через Eq{Ω} эквациональную теорию класса R{Ω}. Теперь мы

готовы сформулировать основной результат работы [8]:

Тождество p = q принадлежит эквациональной теории Eq{Ω} тогда и
только тогда, когда G(p) ∼= G(q).

Шаг 2. Заметим, что в том случае, когда алгебра (A, ·, ∗) удовлетворяющих
тождествам (1)–(8), она также удовлетворяет тождеству

(x∗y)∗ = x∗y∗ = (xy∗)∗ (9)

Действительно, используя тождества (1-3) и (6), получаем
(x∗y)∗ = (x∗x∗y∗)∗ = x∗∗x∗y∗∗ = x∗x∗y∗ = x∗y∗. Аналогично, (xy∗)∗ = x∗y∗.

Обозначим через Σ эквациональную теорию алгебр, удовлетворяющих тож-
дествам (1)–(8), и пусть Ξ - множество всех термов алгебры (A, ·, ∗) типа (2, 1).
Назовем термы p1 и p2 эквивалентными p1 ∼= p2, если тождество p1 = p2 при-
надлежит Σ. В том случае, когда эквивалентность термов устанавливается с

использованием тождества с номером (k), будем использовать запись p1
k∼= p2.

Ссылки на тождество ассоциативности (1) будут опускаться.
Пусть Λ - множество слов над алфавитом {x1, . . . , xn, . . . }, ⊙ - пустое слово,

и Λ̃ = Λ ∪ {⊙}.

Лемма 1. Для любого терма p ∈ Ξ существуют такие α0, α1, . . . , αn

(n > 0), что p ∼= α0α1
∗ . . . αn−1

∗αn, где α1, . . . , αn−1 ∈ Λ, α0, αn−1 ∈ Λ̃,
и α0 6= ⊙, если n = 0.

Доказательство. Доказательство проводится индукцией по определению
терма. Очевидно, что утверждение леммы справедливо для p = xk. Предполо-
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жим, что оно справедливо для терма p, то есть p ∼= α0α1
∗ . . . αn−1

∗αn. Покажем
его справедливость и для p∗.

Если n = 0, то p∗ = α0
∗. Если n = 1, то (p)∗ = (α0α1

∗)∗
9∼= α0

∗α1
∗.

Предположим теперь, что n > 1.

Пусть α0 = αn = ⊙. Тогда p∗ = (α1
∗ . . . αn−1

∗)∗
9∼= α1

∗(α2
∗ . . . αn−1

∗)∗
9∼= . . .

9∼=
α1

∗α2
∗ . . . αn−1

∗∗ 2∼= α1
∗ . . . αn−1

∗.

Пусть α0 6= ⊙ и αn = ⊙. Тогда p∗ = (α0α1
∗ . . . αn−1

∗)∗
9∼= α0

∗(α1
∗ . . . αn−1

∗)∗ ∼=
α1

∗α2
∗ . . . αn−1

∗.
Пусть α0 = ⊙ и αn 6= ⊙. Тогда p∗ = (α1

∗ . . . αn−1
∗αn)∗ ∼=

((α1
∗α2

∗ . . . αn−1
∗)∗αn)∗

9∼= (α1
∗α2

∗ . . . αn−1
∗)∗αn

∗ ∼= α1
∗α2

∗ . . . αn−1
∗αn

∗.
Пусть α0 6= ⊙ и αn 6= ⊙. Тогда

p∗ = (α0α1
∗ . . . αn−1

∗αn)∗
6∼= α0

∗(α1
∗ . . . αn−1

∗)∗αn
∗ ∼= α0

∗α1
∗ . . . αn−1

∗αn
∗.

Далее, предположим, что утверждение справедливо для p1 и p2, то есть
p1 ∼= α0(α1)

∗ . . . (αn−1)
∗αn и p2 ∼= β0(β1)

∗ . . . (βn−1)
∗βm. Покажем что оно спра-

ведливо и для p1p2.
Если m = 0, то p1p2 = (α0α1

∗ . . . αn−1
∗αn)β0 ∼= α0α1

∗ . . . αn−1
∗)(αnβ0).

Если m = 1, то p1p2 = (α0α1
∗ . . . αn−1

∗αn)(β0β1
∗) ∼= α0α1

∗ . . . αn−1
∗(αnβ0)β1

∗.
Случаи n = 0 и n = 1 рассматриваются аналогично.
Пусть теперь m,n > 1. Если αn = β0 = ⊙, то

p1p2 = α0α1
∗ . . . αn−1

∗β1
∗ . . . βn−1

∗βm.
Если αn 6= ⊙ или β0 6= ⊙, то p1p2 = (α0α1

∗ . . . αn−1
∗αn)(β0β1

∗ . . . βn−1
∗βm) ∼=

α0α1
∗ . . . αn−1

∗(αnβ0)β1
∗ . . . βn−1

∗βm.
Лемма 1 доказана. ✷

Лемма 2. Пусть p ∼= α0α1
∗ . . . αn−1

∗αn и αk = β1ββ2 для некоторого
k ∈ [0, n] и некоторых β1, β2 ∈ Λ̃, β ∈ Λ, причем n > 1, если k = 0. Тогда
p ∼= α0α1

∗α2
∗ . . . αn

∗β∗αn.

Доказательство. Если k = 0, то, согласно условию n > 1. Отсюда полу-
чаем

p ∼= α0α1
∗ . . . αn−1

∗αn = β1ββ2α1
∗ . . . αn−1

∗αn

7∼= β1ββ2β
∗α1

∗ . . . αn−1
∗αn =

α0β
∗α1

∗ . . . αn−1
∗αn

4∼= α0α1
∗ . . . αn−1

∗β∗αn.

Если k = n, то p ∼= α0α1
∗ . . . αn−1

∗αn = α0α1
∗ . . . αn−1

∗β1ββ2
8∼=

α0α1
∗ . . . αn−1

∗β∗β1ββ2 = α0α1
∗ . . . αn−1

∗β∗αn.

Предположим, что k 6= 0, n. Тогда αk
∗ = (β1ββ2)

∗ 5∼= (β1ββ2)
∗(ββ2)

∗ 5∼=
(β1ββ2)β

∗(ββ2)
∗ 4∼= (β1ββ2)

∗β∗(ββ2)
∗ 5∼= (β1ββ2)

∗β∗ = αk
∗β∗. Следовательно, p ∼=

α0α1
∗ . . . αk

∗ . . . αn−1
∗αn

∼= α0α1
∗ . . . αk

∗β∗ . . . αn−1
∗αn

4∼=
α0α1

∗ . . . αk
∗ . . . αn−1

∗β∗αn.
Лемма 2 доказана. ✷
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Шаг 3. Согласно определению, граф G(p) = (Vp, Ep, in(p), out(p)) для p ∈ Ξ
может быть описан следующим образом.

Пусть p = α = xi1xi2 . . . xin ∈ Λ̃. Тогда
Vp = Vα = {v1, . . . , vn+1}, Ep = Eα = {(vk, ik, vk+1) : k ∈ [1, n]},
и in(p) = in(α) = v1, out(p) = out(α) = vn+1:

in(α) = v1· i1→ · i2→ · . . . · in→ ·vn+1 = out(α)

Пусть p = α∗. Тогда Vp = Vα∗ = Vα ∪ {v0, vn+2}, Ep = Eα∗ = Eα,
и in(p) = in(α∗) = v0, out(p) = out(α∗) = vn+2:

in(α∗) = v0 · · i1→ · i2→ · . . . · in→ · · vn+1 = out(α∗)

Если p = α = ⊙, то положим по определению Vp = Vα = {v0}, Ep = Eα = ∅,
и in(p) = in(α) = out(p) = out(α) = v0.

Пусть p = α0(α1)
∗ . . . , (αn1

)∗αn и n > 1. Мы будем предполагать, что мно-
жества Vα0

, Vα1
∗ , . . . , Vαn−1

∗ , Vαn
попарно не пересекаются. Тогда

Vp = Vα0
∪ pr(Eα1

∗) ∪ . . . ∪ pr(Eαn−1
∗) ∪ Vαn

, Ep = Eα0
∪Eα1

∪ . . . ∪Eαn−1
∪Eαn

и in(p) = in(α0), out(p) = out(αn). Заметим, что в этом случае двухполюсник
G(p) имеет n + 1 компоненту связности.

Лемма 3. Пусть Eα ≺ Eβ. Тогда существуют β1, β2 ∈ Λ̃ такие, что
α = β1ββ2. В частности, если Eα

∼= Eβ, то α = β.

Доказательство. Пусть α = xi1xi2 . . . xin , β = xj1xj2 . . . xjm и
Vα = {v1, . . . , vn+1}, Vβ = {v′1, . . . , v′m+1}. Предположим, что f(v′1) = vl. Тогда
легко видеть, что f(v′k) = vt и xjk = xit , где t = l + k − 1. Следовательно,
достаточно положить β1 = xi1 . . . xis (или β1 = ⊙, если l = 1) и β2 = xiw . . . xin
(или β1 = ⊙, если l +m = n), где s = l и w = l +m + 1.

Лемма 3 доказана. ✷

Шаг 4. Легко проверить, что операции ◦ и ∇ удовлетворяют тождествам
(1)-(8). Следовательно, Σ ⊂ Eq{◦,∇}. Таким образом, для доказательства тео-
ремы достаточно показать, что Eq{◦,∇} ⊂ Σ.

Предположим, что тождество p1 = p2 принадлежит эквациональной теории
Eq{◦,∇}. Согласно сформулированному выше результату из [8] имеем
G(p1) ∼= G(p2), то есть существует гомоморфизмы f из G(p2) в G(p1) и g из
G(p1) в G(p2). По лемме 1 мы можем предположить, что p1 = α0α1

∗ . . . αn−1
∗αn

и p2 = β0β1
∗ . . . βm−1

∗βm.
Предположим, что α0 6= ⊙. Тогда существует ребро, графа G(p1) идущее

из in(p1). Следовательно, существует ребро графа G(p2), идущее из g(in(p1)) =
in(p2), откуда β0 6= ⊙. Аналогично, условие β0 6= ⊙ влечет α0 6= ⊙.

Аналогично показываем, что αn 6= ⊙ влечет βm 6= ⊙, и βm 6= ⊙ влечет
αn 6= ⊙.
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Пусть n = 0, то есть p1 = α0. Тогда согласно определению в графе G(p1)
существует путь из in(p1) в out(p1). Следовательно, в графе G(p2) также су-
ществует путь из g(in(p1)) = in(p2) в g(out(p1)) = out(p2), что возможно лишь
в случае, если p2 = β0, то есть m = 0. Таким образом, условие n = 0 влечет
m = 0. Аналогично, m = 0 влечет n = 0.

Предположим, что α0 6= ⊙ и β0 6= ⊙. Так как f(in(p2)) = f(in(β0)) = in(p1) =
in(α0) и g(in(p1)) = g(in(α0)) = in(p2) = in(β0), имеем f(Vβ0

) ⊂ Vα0
и g(Vα0

) ⊂
Vβ0

. Отсюда по лемме 3 получаем α0 = β0. Аналогично, если αn 6= ⊙ и βm 6= ⊙,
то αn = βm.

Предположим, что n,m > 1. Так как при гомоморфизме компонента связ-
ности графа переходит в компоненту связности, для любого k = 1, . . . , m − 1
имеем f(Vβk

) ⊂ Vαk′
для некоторого k′ и для любого k = 1, . . . , n − 1 имеем

g(Vαk
) ⊂ Vβk′′

для некоторого k′′. Отсюда по лемме 3 получаем αk′ = β ′
kβkβ

′′
k

и βk′′ = α′
kαkα

′′
k для некоторых α′

k, α
′′
k, β

′
k, β

′′
k из Λ̃. Следовательно, используя

лемму 2, получаем p1 = α0α1
∗ . . . αn−1

∗αn
∼= α0α1

∗ . . . αn−1
∗β1

∗ . . . βm−1
∗αn =

β0α1
∗ . . . αn−1

∗β1
∗ . . . βm−1

∗βm
4∼= β0β1

∗ . . . βm−1
∗α1

∗ . . . αn−1
∗βm ∼=

β0β1
∗ . . . βm−1

∗βm = p2.
Таким образом, тождество p1 = p2 принадлежит Σ, то есть Eq{◦,∇} ⊂ Σ.

Теорема доказана. ✷

4. Заключение

Доказанная теорема дает еще один пример, иллюстрирующий эффектив-
ность полученного в работах [2,3,5] описания эквациональных теорий алгебр
отношений с диофантовыми операциями.
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