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1. Введение

Классическая задача интерполяции функций многих переменных состоит в том, что зада-
на в некоторой области конечная система узлов, которые называются узлами интерполяции,
и требуется по значениям функции в этих узлах построить функцию из заданного класса,
которая в этих узлах принимает те же значения. Понятно, что задача интерполяции является
частным случаем задачи аппроксимации, которая состоит в том, что требуется по значени-
ям функции в заданных узлах построить функцию из заданного класса, которая приближает
заданную функцию в заданной области.

Одной из классических задач теории приближений является задача приближения перио-
дической функции многих переменных с периодом единица по каждой переменной с помощью
тригонометрического полинома конечного порядка. Таким образом, в строгом смысле, зада-
ча интерполирования периодических функций многих переменных по значениям функции в
узлах параллелепипедальной сетки состоит в нахождении тригонометрического полинома, ко-
торый в узлах параллелепипедальной сетки совпадает с интерполируемой функцией.

С этой точки зрения интерполяционные полиномы в работах В. С. Рябенького [14] и моно-
графии Н. М. Коробова [9] являются аппроксимационными полиномами по параллепипедаль-
ной сетке, а конечные ряды Фурье, которые успешно использовал Н. М. Коробов [9], являются
интерполяционными полиномами по равномерной сетке.

Естественно, что построение эффективных алгоритмов вычисления коэффициентов интер-
поляционных полиномов и оценка погрешности интерполирования являются классическими
задачами численного анализа. Применение теоретико-числовых подходов позволяет получить
в этой области новые результаты [3], [4], [13].

Параллелепипедальная сетка𝑀 (⃗𝑎,𝑁), введенная Н. М. Коробовым в 1959 г. [6], [7], состоит
из точек

𝑀𝑘 =

(︂{︂
𝑘

𝑁

}︂
,

{︂
𝑎2𝑘

𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑁

}︂)︂
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁), (1)

где 𝑎⃗ набор оптимальных коэффициентов и выполнены условия 𝑎1 = 1, (𝑎𝜈 , 𝑁) = 1
(𝜈 = 1, . . . , 𝑠).

Перевод теории оптимальных коэффициентов на язык решёток, сделанный Э. Главкой в
1962 г. [15], позволяет для решётки Λ = Λ(⃗𝑎,𝑁) решений линейного сравнения

𝑚1 + 𝑎2𝑚2 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚𝑠 ≡ 0 (mod 𝑁),

рассмотреть параллелепипедальную сетку, как пересечение взаимной решётки с единичным
𝑠-мерным кубом

Λ*(⃗𝑎,𝑁) = {𝑥⃗ | ∀𝑦⃗ ∈ Λ(⃗𝑎,𝑁), (𝑥⃗, 𝑦⃗) ∈ Z},

𝑀 (⃗𝑎,𝑁) = Λ*(⃗𝑎,𝑁) ∩𝐺𝑠, 𝐺𝑠 = {𝑥⃗ | 0 ⩽ 𝑥𝜈 < 1, 𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑠}.

Определения и основные свойства параллелепипедальных сеток изложены в [11].
Впервые для приближения функций эти сетки были применены В. С. Рябеньким в 1960 г.

[14]. О применение параллелепипедальных сеток с точки зрения теории приближений дано
подробное изложение в [17].

В работе [1] впервые было предложено сведение многомерной Фурье-интерполяции к од-
номерной.

Цель данной работы — получить с помощью параллелепипедальных сеток оценки трудо-
емкости алгоритмов вычисления коэффициентов интерполяционных полиномов.
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2. Cведение многомерной Фурье интерполяции по параллелепи-
педальной сетки к одномерной

Рассмотрим теоретико-числовые конструкции, раскрывающие красоту объекта, открытого
Н. М. Коробовым, параллелепидальные сетки. Очевидно, что существует счётное множество
различных параллелепипедальных сеток.

Каждая параллелепидальная сетка обладает в силу взаимно простоты коэффициентов с
модулем тем свойством, что проекция на любую координатную ось и на любую координатную
плоскость состоит из 𝑁 различных точек.

Кроме того, каждую параллелепидальную сетку можно записать 𝑠 различными способами

𝑀𝑘,𝜈 =

(︂{︂
𝑏𝜈,1𝑘

𝑁

}︂
,

{︂
𝑏𝜈,2𝑘

𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑏𝜈,𝑠𝑘

𝑁

}︂)︂
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁), (2)

где 𝑏𝜈,𝜇 = 𝑁
{︁

𝑎𝜇𝑏𝜈,𝜈
𝑁

}︁
(𝜇 = 1, . . . , 𝑠), 𝑎𝜈𝑏𝜈,𝜈 ≡ 1 (mod 𝑁) (𝜈 = 1, . . . , 𝑠), такими, что ровно один

коэффициент равен 1. Заметим, что множество точек сетки остается неизменным, а нумерация
их меняется.

Нетрудно видеть, что решётки Λ(⃗𝑎,𝑁) и Λ(⃗𝑏𝜈 , 𝑁) совпадают (𝜈 = 1, . . . , 𝑠). Действительно,
решётка Λ(⃗𝑏𝜈 , 𝑁) является решёткой решений сравнения

𝑏𝜈,1𝑚1 + 𝑏𝜈,2𝑚2 + . . .+ 𝑏𝜈,𝑠𝑚𝑠 ≡ 0 (mod 𝑁),

но оно эквивалентно сравнению

𝑏𝜈,𝜈(𝑚1 + 𝑎2𝑚2 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚𝑠) ≡ 0 (mod 𝑁),

что доказывает равенство решёток, так как (𝑏𝜈,𝜈 , 𝑁) = 1.
Каждый из этих 𝑠 различных способов записи параллелепипедальной сетки позволяет

задать свою функцию одной переменной, которая совпадает в узлах равномерной сетки с
исходной функцией 𝑠 переменных в соответствующих узлах параллелепипедальной сетки:

𝑓𝜈(𝑥)=𝑓({𝑏𝜈,1𝑥} , {𝑏𝜈,2𝑥} , . . . , {𝑏𝜈,𝑠𝑥}) , 𝑓𝜈

(︂
𝑘

𝑁

)︂
=𝑓(𝑀𝑘,𝜈) (𝑘=1, . . . , 𝑁), (𝜈=1, . . . , 𝑠). (3)

Решётку Λ(⃗𝑎,𝑁) можно задать счётным числом способов. Действительно, если целое 𝑐
взаимно просто с 𝑁 и целые 𝑐1, . . . ,𝑐𝑠 удовлетворяют условиям

𝑐𝑎𝜈 ≡ 𝑐𝜈 (mod 𝑁) (𝜈 = 1, . . . , 𝑠),

то сравнение
𝑐1𝑚1 + . . .+ 𝑐𝑠𝑚𝑠 ≡ 0 (mod 𝑁)

эквивалентно сравнению
𝑎1𝑚1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚𝑠 ≡ 0 (mod 𝑁).

Отсюда следует, что Λ(⃗𝑎,𝑁) = Λ(𝑐⃗, 𝑁).
Решётка Λ(⃗𝑎,𝑁) имеет базис

𝜆⃗1 = (𝑁, 0, . . . , 0), 𝜆⃗2 = (−𝑎2, 1, 0, . . . , 0), . . . , 𝜆⃗𝑠 = (−𝑎𝑠, 0, . . . , 0, 1)

и базисную матрицу

𝐴(⃗𝑎,𝑁) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑁 0 . . . 0
−𝑎2 1 . . . 0
...

...
. . .

...
−𝑎𝑠 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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Базисной матрицей взаимной решётки Λ*(⃗𝑎,𝑁) будет матрица

𝐴*(⃗𝑎,𝑁) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1
𝑁

𝑎2
𝑁 . . . 𝑎𝑠

𝑁
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Если целое 𝑐* удовлетворяет соотношению 𝑐𝑐* ≡ 1 (mod 𝑁), то базисную матрицу решётки
Λ(𝑐⃗, 𝑁) = Λ(⃗𝑎,𝑁) можно записать в виде

𝐴(𝑐⃗, 𝑁) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑁 0 . . . 0

−𝑁
{︁

𝑐*𝑐2
𝑁

}︁
1 . . . 0

...
...

. . .
...

−𝑁
{︀
𝑐*𝑐𝑠
𝑁

}︀
0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

а базисную матрицу взаимной решётки можно записать в виде

𝐴*(𝑐⃗, 𝑁) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
𝑁

{︁
𝑐*𝑐2
𝑁

}︁
. . .

{︀
𝑐*𝑐𝑠
𝑁

}︀
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Ясно, что сама параллелепипедальная сетка будет иметь вид

𝑀𝑘(𝑐⃗, 𝑁) =

(︂{︂
𝑐*𝑐1𝑘

𝑁

}︂
,

{︂
𝑐*𝑐2𝑘

𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑐*𝑐𝑠𝑘

𝑁

}︂)︂
=

(︂{︂
𝑘

𝑁

}︂
,

{︂
𝑎2𝑘

𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑁

}︂)︂
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁). (4)

Нетрудно видеть, что каждый из этих различных способов записи параллелепипедальной сет-
ки позволяет задать свою функцию одной переменной, которая совпадает в узлах равномерной
сетки с исходной функцией 𝑠 переменных в соответствующих узлах параллелепипедальной
сетки:

𝑓𝑐⃗(𝑥)=𝑓({𝑐*𝑐1𝑥} , {𝑐*𝑐2𝑥} , . . . , {𝑐*𝑐𝑠𝑥}) , 𝑓𝑐⃗

(︂
𝑘

𝑁

)︂
=𝑓(𝑀𝑘(𝑐⃗, 𝑁)) (𝑘=1, . . . , 𝑁). (5)

В соответствии с работами [3], [4] рассмотрим Z𝑠/Λ(⃗𝑎,𝑁). Взяв по одному представите-
лю из каждого класса, получаем полную систему вычетов 𝑀*(Λ). Очевидно, что существует
счётное множество различных полных систем вычетов 𝑀*(Λ). В работах [4] и [13] выделяется
абсолютно минимальная гиперболическая полная система вычетов𝑀*

𝐻(Λ). При определенных
дополнительных условиях абсолютно минимальная гиперболическая полная система вычетов
𝑀*

𝐻(Λ) определяется однозначно (см. [13]).
В работе [1] было дано принципиально важное определение пронумерованной полной си-

стемы вычетов.
Введем следующее определение:

Определение 1. Пронумерованной полной системой вычетов будем называть

𝑀**(Λ)={𝑚⃗𝑡|𝑚⃗𝑡∈𝑀*(Λ), 𝑡≡𝑚1+𝑎2𝑚2+. . .+𝑎𝑠𝑚𝑠 (mod 𝑁), 0 ⩽ 𝑡< 𝑁} .
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Аналогично определяется пронумерованная абсолютно минимальная гиперболическая
полная система вычетов 𝑀**

𝐻 (Λ).
Необходимо отметить, что каждой полной системе вычетов𝑀*(Λ) соответствует своя про-

нумерованная полная система вычетов 𝑀**(Λ), которые как множество точек совпадают, а
отличие состоит в том, что задана каноническая нумерация точек полной системы вычетов.
Кроме этого, точки из различных пронумерованных полных систем вычетов с одинаковым
номером принадлежат одному и тому же классу вычетов фундаментальной решётки Z𝑠 по
целочисленной подрешётке Λ(⃗𝑎,𝑁).

Как было уже отмечено выше, параллелепипедальную сетку 𝑀 (⃗𝑎,𝑁) можно записать 𝑠
различными способами: 𝑀 (⃗𝑎,𝑁) = 𝑀 (⃗𝑏𝜈 , 𝑁), (𝜈 =1, . . . , 𝑠). В определении пронумерованной
полной системы вычетов номер 𝑡 у точки 𝑚⃗𝑡 существенно зависит от набора коэффициентов
𝑏⃗𝜈 , поэтому с данной полной системой вычетов можно связать 𝑠 пронумерованных полных
систем вычетов. А именно, полагаем

𝑀**
𝜈 (Λ)={𝑚⃗𝑡,𝜈 |𝑚⃗𝑡,𝜈∈𝑀*(Λ), 𝑡≡𝑏𝜈,1𝑚1+𝑏𝜈,2𝑚2+. . .+𝑏𝜈,𝑠𝑚𝑠 (mod 𝑁), 0 ⩽ 𝑡< 𝑁} .

Аналогично, для любого набора коэффициентов 𝑐⃗ можно задать пронумерованную полную
систему вычетов 𝑀**

𝑐⃗ (Λ) с помощью равенства

𝑀**
𝑐⃗ (Λ)=

{︀
𝑚⃗𝑡,⃗𝑐|𝑚⃗𝑡,⃗𝑐∈𝑀*(Λ), 𝑡≡𝑐1𝑚1+𝑐2𝑚2+. . .+𝑐𝑠𝑚𝑠 (mod 𝑁), 0 ⩽ 𝑡< 𝑁

}︀
.

В соответствии с работой [13] сформулируем теорему, позволяющую перейти к одномерной
Фурье интерполяции.

Теорема 1. Для интерполяционного многочлена функции 𝑓(𝑥⃗) в узлах параллелепипе-
дальной сетки 𝑀(𝑐⃗, 𝑁) по пронумерованной системы вычетов 𝑀**

𝑐⃗ (Λ)

𝑆𝑀(𝑐⃗,𝑁),𝑀**
𝑐⃗

(Λ)(𝑥⃗) =
∑︁

𝑚⃗𝑡,𝑐⃗∈𝑀**
𝑐⃗

(Λ)

𝑐𝑀(𝑐⃗,𝑁),𝑀**
𝑐⃗

(Λ)(𝑚⃗𝑡,⃗𝑐)𝑒
2𝜋𝑖(𝑚⃗𝑡,𝑐⃗,𝑥⃗),

где

𝑐𝑀(𝑐⃗,𝑁),𝑀**
𝑐⃗

(Λ)(𝑚⃗𝑡,⃗𝑐) =
1

𝑁

∑︁
𝑦⃗∈𝑀(𝑐⃗,𝑁)

𝑓(𝑦⃗)𝑒−2𝜋𝑖(𝑚⃗𝑡,𝑐⃗,𝑦⃗) =

=
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑓

(︂{︂
𝑐1𝑘

𝑁

}︂
,

{︂
𝑐2𝑘

𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑐𝑠𝑘

𝑁

}︂)︂
𝑒−2𝜋𝑖

(𝑐1𝑚𝑡,𝑐⃗,1+𝑐2𝑚𝑡,𝑐⃗,2+...+𝑐𝑠𝑚𝑡,𝑐⃗,𝑠)𝑘

𝑁 ,

справедливо равенство коэффициентов Фурье с одномерным интерполяционным многочленом
для функции 𝑓𝑐⃗(𝑥)=𝑓({𝑐1𝑥} , {𝑐2𝑥} , . . . , {𝑐𝑠𝑥}) по равномерной сетке на отрезке [0, 1]:

𝑆(𝑓𝑐⃗(𝑥)) =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥,

где

𝑐𝑘 =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑗=0

𝑓𝑐⃗

(︂
𝑗

𝑁

)︂
𝑒−2𝜋𝑖 𝑗

𝑁
𝑘, 𝑐𝑀(𝑐⃗,𝑁),𝑀**

𝑐⃗
(Λ)(𝑚⃗𝑡,⃗𝑐) = 𝑐𝑡.

Доказательство. Рассмотрим полную пронумерованную систему вычетов

𝑀**
𝑐⃗,1(Λ) = {(0, . . . , 0), (𝑐*, 0, . . . , 0), . . . , (𝑐* · (𝑁 − 1), 0, . . . , 0)},
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где 𝑐*𝑐1 ≡ 1 (mod 𝑁).
Интерполяционный многочлен функции 𝑓(𝑥⃗) в узлах параллелепипедальной сетки𝑀(𝑐⃗, 𝑁)

по пронумерованной системе вычетов 𝑀**
𝑐⃗,1(Λ) будет

𝑆𝑀(𝑐⃗,𝑁),𝑀**
𝑐⃗,1

(Λ)(𝑥⃗) =
∑︁

𝑚⃗𝑡,𝑐⃗,1∈𝑀**
𝑐⃗,1

(Λ)

𝑐𝑀(𝑐⃗,𝑁),𝑀**
𝑐⃗,1

(Λ)(𝑚⃗𝑡,⃗𝑐,1)𝑒
2𝜋𝑖(𝑚⃗𝑡,𝑐⃗,1,𝑥⃗) =

=
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑀(𝑐⃗,𝑁),𝑀**
𝑐⃗,1

(Λ)(𝑚⃗𝑘,⃗𝑐,1)𝑒
2𝜋𝑖𝑐*𝑘𝑐1𝑥1 =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑀(𝑐⃗,𝑁),𝑀**
𝑐⃗,1

(Λ)(𝑚⃗𝑘,⃗𝑐)𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥1 ,

где

𝑐𝑀(𝑐⃗,𝑁),𝑀**
𝑐⃗,1

(Λ)(𝑚⃗𝑘,⃗𝑐)=
1

𝑁

∑︁
𝑦⃗∈𝑀(𝑐⃗,𝑁)

𝑓(𝑦⃗)𝑒−2𝜋𝑖(𝑚⃗𝑘,𝑐⃗,𝑦⃗) =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑗=0

𝑓𝑐⃗

(︂
𝑗

𝑁

)︂
𝑒−2𝜋𝑖 𝑗

𝑁
𝑘.

Легко заметить, что системы вычетов𝑀**
𝑐⃗,1(Λ) и𝑀

**
𝑐⃗ (Λ) различаются на сдвиги по решётке

Λ, а значит и коэффициенты Фурье при соответствующих гармониках совпадают.
Действительно,

𝑐𝑀(𝑎⃗,𝑁),𝑀**
𝑐⃗,1

(Λ)(𝑚⃗1,𝑡)=
1

𝑁

∑︁
𝑦⃗∈𝑀(𝑎⃗,𝑁)

𝑓(𝑦⃗)𝑒−2𝜋𝑖(𝑚⃗1,𝑡,𝑦⃗)=
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑓

(︂
𝑘

𝑁
,

{︂
𝑎2𝑘

𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑁

}︂)︂
𝑒−2𝜋𝑖 𝑡

𝑁
𝑘=

=
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑓

(︂
𝑘

𝑁
,

{︂
𝑎2𝑘

𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑁

}︂)︂
𝑒−2𝜋𝑖

(𝑚𝑡,1+𝑚𝑡,2𝑎2+...+𝑚𝑡,𝑠𝑎𝑠)𝑘

𝑁 = 𝑐𝑀(𝑎⃗,𝑁),𝑀**(Λ)(𝑚⃗𝑡).

2

Замечание 1. Доказательство теоремы дословно повторяет доказательство теоремы 1 из ра-
боты [1], хотя она является более общей чем в работе [1].

3. О быстром преобразование Фурье

Задача интерполяции сводится к получению коэффициентов тригонометрического много-
члена

𝑓(𝑥) =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥

в точках 𝑥𝑗 =
𝑗
𝑁 , 𝑗 = 0 . . . 𝑁 − 1. Одним из эффективных способов получения коэффициентов

𝑐𝑘 является алгоритм быстрого дискретного преобразования Фурье.
Как известно [12], дискретным преобразованием Фурье называется вычисление значений

многочлена в комплексных корнях из единицы:

𝑦𝑗 =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑒
2𝜋𝑖 𝑘𝑗

𝑁 ,

а обратным дискретным преобразованием Фурье называется, операция – интерполяция коэф-
фициентов по значениям 𝑦𝑗

𝑐𝑗 =
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑦𝑘𝑒
−2𝜋𝑖 𝑘𝑗

𝑁 ,

В работах [5, 10, 2] были предложены алгоритмы построения оптимальных коэффициен-
тов для 𝑁 = 2𝑛. При использование таких коэффициентов, можно достичь асимптотической
сложности вычисления дискретного преобразования Фурье в 𝑂 (𝑁 log𝑁) операций.
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Известно, что с помощью схему Кули-Тьюки [12], для составного 𝑁 =
𝑛∏︀

𝑖=1
𝑝𝑖, мож-

но получить асимптотическую сложность вычисления дискретного преобразования Фурье в

𝑂

(︂
𝑁

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖

)︂
операций. Например, этого можно достичь с помощью следующих алгоритмов.

Algorithm 1 Алгоритм Кули-Тьюки получения прямого преобразования Фурье

function fft(𝑐1, . . . , 𝑐𝑘; 𝑤𝑘) ◁ принимает массив и n-ный корень из единицы, и заменяет
его на значения в корнях

if 𝑘 = 1 then
конец.

end if

for 𝑖 = 1, 𝑖 < 𝑛/2, 𝑖 = 𝑖+ 1 do ◁ разделяем массив на четный и нечетный
𝑎𝑖 = 𝑐2𝑖
𝑏𝑖 = 𝑐2𝑖+1

end for

FFT (𝑎,𝑤2
𝑘) ◁ рекурсивно считаем БПФ

FFT (𝑏, 𝑤2
𝑘)

𝑤 = 1 ◁ объединяем результат по формуле
for 𝑖 = 1, 𝑖 < 𝑛/2, 𝑖 = 𝑖+ 1 do

𝑐𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑤 · 𝑏𝑖
𝑐𝑖+𝑛/2 = 𝑎𝑖 − 𝑤 · 𝑏𝑖
𝑤* = 𝑤𝑘

end for

end function

Algorithm 2 Алгоритм получения обратного преобразования Фурье

function inv_fft(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ◁ принимает массив значений 𝑦𝑖 и возвращает массив
коэффициентов 𝑐𝑖

𝑖𝑛𝑣 = FFT (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, 𝑒
−2𝜋/𝑛)

for 𝑖 = 0, 𝑖 < 𝑛, 𝑖++ do

𝑟𝑒𝑠𝑖 =
𝑖𝑛𝑣𝑖
𝑛

end for

return 𝑟𝑒𝑠
end function

Для простого 𝑁 можно использовать схемы Радера [16]. По определению

𝑦𝑗 =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑒
2𝜋𝑖 𝑘𝑗

𝑁 ,

Рассмотрев 𝑔 – первообразный корень по модулю 𝑁 , имеем 𝑘 ≡ 𝑔𝑞(mod𝑁), для всех 𝑘 и
различных 𝑞 = 0, . . . , 𝑁 − 2. Аналогично можно выразить 𝑗 ≡ 𝑔−𝑝(mod𝑁) для и различных
𝑝 = 0, . . . , 𝑁 − 2. Тогда

𝑋0 =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘
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𝑋𝑔−𝑝 = 𝑥0 +

𝑁−2∑︁
𝑞=0

𝑥𝑔𝑞𝑒
− 2𝜋𝑖

𝑁
𝑔−(𝑝−𝑞)

𝑝 = 0, . . . , 𝑁 − 2,

что приводит нас к циклической свертке 𝑎𝑞 и 𝑏𝑞, где

𝑎𝑞 = 𝑥𝑔𝑞 , 𝑏𝑞 = 𝑒−
2𝜋𝑖
𝑁

𝑔−𝑞
.

Данная свертка может быть найдена с помощью функции (1) дополнив длину свертки до 2𝑛.
Такой подход позволяет также получить асимптотическую сложность вычисления дискретно-
го преобразования Фурье в 𝑂 (𝑁 log𝑁) операций.

4. Заключение

Важной проблемой, на которую будут направлены наши дальнейшие исследования, являет-
ся вопрос о том, какому классу функций будет принадлежать функция, полученная переходом
от фукции многих переменных к функции одной переменной.
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