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Abstract

The work proves that, under some additional conditions, every sufficiently large integer can
be represented as the sum of two prime numbers and the square of a third prime number. A
lower bound for the quantity of representation of a given integer in the specified form has also
been proven.

Keywords: Dirichlet 𝐿−function, Dirichlet character, prime numbers, basic intervals,
additional intervals, estimate, equation, solvability, non-trivial zeros, exceptional zero.

Bibliography: 15 titles.

For citation:

Allakov, I., Muzropova, N.S. 2024, “The solution of some equation in primes” , Chebyshevskii sbornik,
vol. 25, no. 4, pp. 5–26.

1. Введение. Формулировка результата

Рассмотрим уравнение
𝑎1𝑝1 + 𝑎2𝑝2 + 𝑎3𝑝

2
3 = 𝑏, (1)

где 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏−целые числа, 𝑝𝑗−простые числа. Ясно, что мы можем предполагать 𝑎𝑗 ̸= 0,
(𝑗 = 1, 2, 3) и

НОД (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) = 1. (2)

Кроме этого предположим, что для уравнения (1) выполняется условие конгруент-разреши-
мости подобно тому, как в проблеме Тэрри работы Хуа-Ло-Кена (см. стр. 162, [1]). Если 𝑁 (𝑞)
определим с помощью равенства

𝑁 (𝑞) := 𝑐𝑎𝑟𝑑
{︀
(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) |1 ⩽ 𝑛𝑗 ⩽ 𝑞, (𝑛𝑗 , 𝑞) = 1, 𝑎1𝑛1 + 𝑎2𝑛2 + 𝑎3𝑛

2
3 ≡ 𝑏 (mod𝑞)

}︀
, (3)

тогда это условие можно написать в виде [2]

”для всех 𝑞 ⩾ 1 выполняется неравенство 𝑁 (𝑞) ⩾ 1”. (4)

Предположим, что 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏 удовлетворяют условиям (2), (3) и

𝐵 := max {2, |𝑎1| , |𝑎2| , |𝑎3|} ,

тогда используя эти обозначения, мы можем сформулировать основные результаты настоящей
работы в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Если 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏 удовлетворяют условиям (2) - (4), то существует эффек-
тивная постоянная 𝐴 > 0 такая, что справедливы следующие утверждения:
(а) если все 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 положительны и 𝑏 ⩾ 𝐵𝐴, то уравнение (1) имеет решение в простых
числах 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3.
(b) если не все 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 имеют одинаковый знак, то уравнение (1) имеет решение в простых
числах 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, которые не превосходят 3 |𝑏|+𝐵𝐴.

Теорема 2. Если 𝑁 достаточно велико, то количество решений уравнения (1) в простых
числах 𝑁

𝐵 < 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 ⩽ 𝑁 не меньше чем 𝑐8
𝑁2

𝐵2𝑄
3
26 ln6𝑁

, где 𝑐8-положительная постоянная,

𝐵 = max {2, |𝑎1| , |𝑎2| , |𝑎3|}, 𝑄 = 𝑁 𝛿.

Если в уравнении (1) положим 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 1, тогда придем к классической задаче,
поставленной Хуа-Ло-Кен’ом [3] в 1938 году.
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2. Обозначения и малые дуги

В дальнейшем через 𝑝 (с индексом или без индекса) обозначаем простое число, 𝑐1, 𝑐2, ...
- эффективные положительные постоянные, 𝛿- достаточно малая положительная, эффектив-
но вычисляемая постоянная, значение которой может зависеть от значений 𝑐𝑗 . ≪ - символ
Виноградова. Не ограничивая общности мы можем предполагать 𝐵 ⩾ 34.

Пусть 𝑁 > 0 и положим

𝑄 : = 𝑁 𝛿, 𝑇 : = 𝑄
1√
𝛿 , 𝐿 : = 𝑁 𝐵−1. (5)

Предположим, что 𝑁 выбрано достаточно большим относительно 𝐵, так чтобы выполнялось

𝐵 ⩽ 𝑄𝛿. (6)

Пусть 𝜒 (mod𝑞) и 𝜒0 (mod𝑞) соответственно, означает произвольный характер и глав-
ный характер Дирихле по модулю 𝑞 (см. S 4 и 5, [4]). Известно (см. §2, гл. III работы [5]),
что существует постоянная 𝑐1 такая, что 𝐿- функции 𝐿 (𝑠, 𝜒)-могут иметь только один ве-
щественный нуль 𝛽 для одного вещественного характера �̃� по модулю 𝑟 (𝑟 ⩽ 𝑇 ), в области
𝜎 > 1−𝑐1(ln𝑇 )−1, |𝑡| ⩽ 𝑇 . Если такой нуль существует, то это — единственный нуль функции
𝐿 (𝑠, �̃�). Он называется исключительным нулем 𝐿 (𝑠, 𝜒) функции, где 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡. Кроме того,
этот исключительный нуль 𝛽 удовлетворяет соотношению

𝑐2

(︁
𝑟

1
2 ln2𝑟

)︁−1
⩽ 1− 𝛽 ⩽ 𝑐1(ln𝑇 )

−1. (7)

Далее, для произвольного действительного числа 𝑦 и положительного целого 𝑞 опреде-

лим: 𝑒 (𝑦) : = 𝑒2𝜋𝑖𝑦 и 𝑒𝑞 (𝑦) : = 𝑒
2𝜋𝑖 𝑦

𝑞 = 𝑒
(︁
𝑦
𝑞

)︁
; Λ (𝑛)− функция Мангольдта. Более того, для

произвольного характера 𝜒 (mod𝑞), мы вводим следующие обозначения:

𝑆𝑗 (𝑦) :=
∑︁

𝐿<𝑛𝑗⩽𝑁

Λ (𝑛𝑗) 𝑒 (𝑛𝑗𝑦) , 𝑗 = 1, 2; 𝑆3 (𝑦) :=
∑︁

𝐿<𝑛3⩽𝑁

Λ (𝑛3) 𝑒
(︀
𝑛23𝑦
)︀
,

𝑆𝑗 (𝜒, 𝑦) :=
∑︁

𝐿<𝑛𝑗⩽𝑁

Λ (𝑛𝑗)𝜒 (𝑛𝑗) 𝑒 (𝑛𝑗𝑦) , 𝑗 = 1, 2; 𝑆3 (𝜒, 𝑦) :=
∑︁

𝐿<𝑛3⩽𝑁

Λ (𝑛3)𝜒 (𝑛3) 𝑒
(︀
𝑛23𝑦
)︀
,

𝐼𝑗 (𝑦) :=

𝑁∫︁
𝐿

𝑒 (𝑥𝑗𝑦) 𝑑𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, 2; 𝐼3 (𝑦) :=

𝑁∫︁
𝐿

𝑒
(︀
𝑥23𝑦
)︀
𝑑𝑥3 ; (8)

𝐼𝑗 (𝑦) =

𝑁∫︁
𝐿

𝑥𝛽−1
𝑗 𝑒 (𝑥𝑗𝑦) 𝑑𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, 2; 𝐼3 (𝑦) =

𝑁∫︁
𝐿

𝑥𝛽−1
3 𝑒

(︀
𝑥23𝑦
)︀
𝑑𝑥3 ;

𝐼𝑗 (𝜒, 𝑦) :=
∑︁
|𝛾|⩽𝑇

′
𝑁∫︁
𝐿

𝑥𝜌−1
𝑗 𝑒 (𝑥𝑗𝑦) 𝑑𝑥𝑗 , 𝑗 = 1, 2; 𝐼3 (𝜒, 𝑦) :=

∑︁
|𝛾|⩽𝑇

′
𝑁∫︁
𝐿

𝑥𝜌−1
3 𝑒

(︀
𝑥23𝑦
)︀
𝑑𝑥3 .

Здесь
∑︀

|𝛾|⩽𝑇

′
-означает, что суммирование ведется по всем нулям 𝜌 = 𝛽+ 𝑖𝛾 функции 𝐿 (𝑠, 𝜒)

в области 1
2 ⩽ 𝛽 ⩽ 1− 𝑐1(ln𝑇 )

−1, |𝛾| ⩽ 𝑇 (кроме исключительного нуля 𝛽). Пологая
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𝜏 = 𝑇
1
4𝑁−1 интервал [𝜏 ; 1 + 𝜏 ] делим на основные и дополнительные под интервалы следую-

щим образом: для взаимно простых целых ℎ и 𝑞 с условием 1 ⩽ ℎ ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑄, пусть 𝑚 (ℎ, 𝑞)

означает закрытый интервал
[︁
ℎ−𝜏
𝑞 , ℎ+𝜏

𝑞

]︁
. Нетрудно видеть, что эти интервалы взаимно не пе-

ресекаются и лежат в [𝜏 ; 1 + 𝜏 ]. Объединение всех этих интервалов 𝑚 (ℎ, 𝑞) обозначим через
𝑀 , то есть 𝑀 =

⋃︀
ℎ,𝑞

𝑚 (ℎ, 𝑞), и будем называть большими дугами, а разность [𝜏 ; 1 + 𝜏 ] ∖𝑀 обо-

значим через 𝑀
′
и будем называть малыми дугами (более подробно см.§2, гл.III работы [5]).

Пусть
𝐼(𝑁) :=

∑︁
𝐿<𝑛1,𝑛2,𝑛3⩽𝑁

𝑎1𝑛1+𝑎2𝑛3+𝑎3𝑛2
3=𝑏

Λ (𝑛1) Λ (𝑛2) Λ (𝑛3), (9)

тогда используя обозначения (8), 𝐼(𝑁) можем представить в виде

𝐼 (𝑁) :=

1+𝜏∫︁
𝜏

𝑒 (−𝑏𝑥)𝑆1 (𝑎1𝑥) 𝑆2 (𝑎2𝑥) 𝑆3 (𝑎3𝑥) 𝑑𝑥. (10)

С учетом того, что 𝑀 ∪𝑀 ′
= [𝜏, 1+ 𝜏 ], интеграл правой части равенства (10) можем написать

как сумму двух интегралов, то есть в виде

𝐼 (𝑁) =

⎛⎜⎝∫︁
𝑀

+

∫︁
𝑀 ′

⎞⎟⎠ 𝑒 (−𝑏𝑥)
3∏︁

𝑗=1

𝑆𝑗 (𝑎𝑗𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐼1 (𝑁) + 𝐼2 (𝑁) . (11)

В правой части равенства (11) через 𝐼1 (𝑁) обозначен интеграл по большим дугам 𝑀 , а через
𝐼2 (𝑁) интеграл по малым дугам 𝑀 ′. Сначала оценим интеграл по малым дугам. Для этого
воспользуемся следующей леммой:

Лемма 1. Для произвольного 𝑥 ∈𝑀 ′, при 𝑁 ⩾ 𝑁1 (𝑐3, 𝛿) справедливы оценки:

𝑆𝑗 (𝑎𝑗𝑥) ≪ 𝑁𝑄− 1
2𝐵

1
2 ln4𝑁, (𝑗 = 1, 2)

и

𝑆3 (𝑎3𝑥) ≪ 𝑁1+ 𝑐
ln ln𝑁𝑄− 1

4𝐵
1
4 ,

Доказательство. Сначала оценим 𝑆𝑗 (𝑎𝑗𝑥) , (𝑗 = 1, 2). Согласно теореме Дирихле о при-
ближениях (см.п.4, §2 гл.VI, [6]) существуют целые числа ℎ и 𝑞 удовлетворяющие

1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝜏−1, (ℎ, 𝑞) = 1,

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑗𝑥− ℎ

𝑞

⃒⃒⃒⃒
<
𝜏

𝑞
. (12)

Деля обе части последнего неравенства в (12) на |𝑎𝑗 | получим
⃒⃒⃒⃒
𝑥− ℎ

|𝑎𝑗 | 𝑞

⃒⃒⃒⃒
<

𝜏

|𝑎𝑗 | 𝑞
. Отсюда

⃒⃒⃒⃒
𝑥− ℎ′

𝑞′

⃒⃒⃒⃒
<
𝜏

𝑞′
, (13)

где через 𝑞′ обозначен положительный делитель числа 𝑎𝑗𝑞 и (ℎ′, 𝑞′) = 1. Нетрудно видеть,
что 𝑞

′
> 𝑄. Действительно, если 𝑞

′
⩽ 𝑄, то из (13) и из того, что 𝑥 ∈ [𝜏 ; 1 + 𝜏 ] следовало бы

1 ⩽ ℎ′ ⩽ 𝑞′, то есть 𝑥 ∈𝑀 , что противоречит нашему предположению 𝑥 ∈𝑀 ′. Таким образом

𝑄|𝑎𝑗 |−1 < 𝑞 ⩽ 𝜏−1. (14)
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Учитывая, это для оценки 𝑆𝑗(𝑎𝑗𝑥), (𝑗 = 1, 2) будем пользоваться оценкой (2) пункта 25 работы
[4] (см. также §7, [7]), согласно которому имеем: если 𝛼 действительное число, ℎ и 𝑞 ⩾ 1
взаимно простые целые числа с условием

⃒⃒
𝛼− ℎ𝑞−1

⃒⃒
< 𝑞−2, тогда

𝑆(𝛼) ≪
(︁
𝑁𝑞−1/2 +𝑁4/5 +𝑁1/2𝑞1/2

)︁
ln4𝑁. (15)

Если в (15) возьмём 𝛼 = 𝑎𝑗𝑥 и будем использовать условие (14), тогда при 0 < 𝛿 ⩽ 1
16 , получим

𝑆𝑗(𝑎𝑗𝑥) ≪
(︁
𝑁𝑄−1/2|𝑎𝑗 |1/2 +𝑁4/5 +𝑁1/2𝜏−1/2

)︁
ln4𝑁 ≪ 𝑁𝑄−1/2𝐵1/2ln4𝑁.

Теперь рассмотрим 𝑆3(𝑎3𝑥). Будем использовать теорему 2 работы [7], согласно которой
имеем: если 𝛼 действительное число, ℎ и 𝑞 ⩾ 1 взаимно простые целые числа с условием⃒⃒
𝛼− ℎ𝑞−1

⃒⃒
< 𝑞−2, тогда существует постоянная 𝑐3 такая, что при 𝑁 ⩾ 𝑁0(𝑐3) справедлива

оценка 𝑆3(𝛼) ≪ 𝑁1+
𝑐3

ln ln𝑁

(︀
𝑞−1 +𝑁−1/2 + 𝑞𝑁−2

)︀1/4
. Отсюда в силу (14) получим

𝑆3(𝑎3𝑥) ≪ 𝑁1+
𝑐3

ln ln𝑁 𝑄−1/4𝐵1/4.

2

Теперь докажем следующую лемму.
Лемма 2. Существует постоянная 𝑐4 такая, что если 𝑁 ⩾ 𝑁1(𝑐3, 𝛿), тогда справедлива

оценка

𝐼2(𝑁) ≪ 𝑁2+
𝑐3

ln ln𝑁𝑄−1/4𝐵1/4 ln𝑁.

Доказательство. Применяя лемму 1 из (10) находим

|𝐼2(𝑁)| ⩽ max
𝑥∈𝑀 ′

|𝑆3(𝑎3𝑥)|

⃒⃒⃒⃒
⃒ ∫︀
𝑀 ′

𝑒(−𝑏𝑥)𝑆1(𝑎1𝑥)𝑆2(𝑎2𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑥≪

≪ 𝑁1+
𝑐3

ln ln𝑁𝑄−1/4𝐵1/4
1+𝜏∫︀
𝜏

{︁
|𝑆1(𝑎1𝑥)|2 + |𝑆2(𝑎2𝑥)|2

}︁
𝑑𝑥.

(16)

Здесь
1+𝜏∫︁
𝜏

|𝑆𝑖(𝑎𝑖𝑥)|2𝑑𝑥 =
∑︁

𝐿<𝑛⩽𝑁

Λ(𝑛)2 ≪ ln𝑁 ·
∑︁
𝑛⩽𝑁

Λ(𝑛) ≪𝑁 ln𝑁,

так как согласно теореме 2.4, [8]∑︁
𝑛⩽𝑁

Λ(𝑛) ≪ (2 ln 2)𝑁 +𝑂(ln2𝑁) ≪ 𝑁.

Следовательно, из (16) получим утверждение леммы 2.
Пусть 𝑅 (𝑁) - количество решений уравнения (1) в простых числах, то есть

𝑅 (𝑁) =
∑︁

𝐿<𝑝1,𝑝2,𝑝3⩽𝑁
𝑏=𝑎1𝑝1+𝑎2𝑝2+𝑎3𝑝23

1.

Из (11) и леммы 2 следует, что

𝐼(𝑁) = 𝐼1(𝑁) +𝑂
(︁
𝑁2+

𝑐3
ln ln𝑁𝑄−1/4𝐵1/4 ln𝑁

)︁
. (17)
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В силу (9) находим

𝐼 (𝑁) =
∑︀
𝑘⩾1

∑︀
𝐿<𝑝𝑘1 ,𝑝

𝑘
2 ,𝑝

𝑘
3⩽𝑁

𝑏=𝑎1𝑝𝑘1+𝑎2𝑝𝑘2+𝑎3𝑝2𝑘3

ln 𝑝1 ln 𝑝2 ln 𝑝3 ⩽ (ln𝑁)3𝑅(𝑁) +𝑂
(︀
𝑁1/2 ln𝑁

)︀
.

(18)

Из (17) и (18) получим

𝑅(𝑁) ⩾
𝐼1(𝑁)

ln3𝑁
+𝑂

(︁
𝑁2+

𝑐3
ln ln𝑁𝑄−1/4𝐵1/4(ln𝑁)−2

)︁
. (19)

2

3. Упрощение интеграла по большим дугам

Теперь рассмотрим интеграл 𝐼1 (𝑁). В силу (11) имеем

𝐼1(𝑁) =
∑︁
𝑞⩽𝑄

𝑞∑︁
ℎ=1

′

𝜏/𝑞∫︁
−𝜏/𝑞

𝑒

(︂
−𝑏
(︂
ℎ

𝑞
+ 𝜂

)︂)︂ 3∏︁
𝑗=1

𝑆𝑗

(︂
𝑎𝑗

(︂
ℎ

𝑞
+ 𝜂

)︂)︂
𝑑𝜂. (20)

Для любого характера 𝜒 (mod𝑞) суммы 𝐶1 (𝜒,𝑚) и 𝐶2 (𝜒,𝑚) определим следующим обра-
зом:

𝐶1 (𝜒,𝑚) =

𝑞∑︁
𝑙=1

𝜒 (𝑙) 𝑒𝑞 (𝑙𝑚) , 𝐶2 (𝜒,𝑚) =

𝑞∑︁
𝑙=1

𝜒 (𝑙) 𝑒𝑞
(︀
𝑙2𝑚

)︀
. (21)

Используя (21) 𝑆𝑗
(︁
𝑎𝑗

(︁
ℎ
𝑞 + 𝜂

)︁)︁
мы можем написать в виде:

𝑆𝑗

(︂
𝑎𝑗

(︂
ℎ

𝑞
+ 𝜂

)︂)︂
=

∑︁
𝐿<𝑛𝑗⩽𝑁

Λ (𝑛𝑗) 𝑒

(︂
𝑎𝑗𝑛𝑗

(︂
ℎ

𝑞
+ 𝜂

)︂)︂
, 𝑗 = 1, 2

и при 𝑗 = 3, 𝑆3

(︁
𝑎3

(︁
ℎ
𝑞 + 𝜂

)︁)︁
=

∑︀
𝐿<𝑛3⩽𝑁

Λ (𝑛3) 𝑒
(︁
𝑎3𝑛

2
3

(︁
ℎ
𝑞 + 𝜂

)︁)︁
.

Отсюда, используя свойства ортогональности характеров (см. §1, гл.VIII, [9]) и обозначение
(21) находим

𝑆𝑗

(︁
𝑎𝑗

(︁
ℎ
𝑞 + 𝜂

)︁)︁
=

∑︀
𝐿<𝑛𝑗⩽𝑁

Λ (𝑛𝑗) 𝑒
(︁
𝑎𝑗𝑛𝑗

(︁
ℎ
𝑞 + 𝜂

)︁)︁
· 1
𝜙(𝑞)

∑︀
𝜒𝑞

𝜒𝑞(𝑙𝑗)𝜒𝑞(𝑛𝑗) =

= 1
𝜙(𝑞)

∑︀
𝜒
𝐶1 (𝜒, 𝑎𝑗ℎ) · 𝑆𝑗(𝜒, 𝑎𝑗𝜂) +𝑂

(︀
ℒ2
)︀
, 𝑗 = 1, 2;

(22)

и

𝑆3

(︂
𝑎3

(︂
ℎ

𝑞
+ 𝜂

)︂)︂
=

1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒

𝐶2 (𝜒, 𝑎3ℎ)𝑆3(𝜒𝑞, 𝑎3𝜂) +𝑂
(︀
ℒ2
)︀
.

Здесь 𝜒 характер сопряженный с характером 𝜒, ℒ = ln𝑁 и использовали оценку∑︁
𝑚⩽𝑁

(𝑚,𝑞)>1

Λ(𝑛) < (ln𝑁) ln 𝑞 ≪ ℒ2.

Далее, рассмотрим функцию 𝜓 (𝑥, 𝑥) :=
∑︀
𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛). Согласно явной формуле (см. стр.115,

[4]) имеем

𝜓 (𝑥, 𝜒) = 𝛿𝜒0𝑥− 𝛿�̃�
𝑥𝛽

𝛽
−
∑︁
|𝛾|⩽𝑇

′ 𝑥𝜌

𝜌
+𝑅 (𝑥, 𝑞) , (23)
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где
𝑅 (𝑥, 𝑞) ≪ 𝑁𝑇−1ℒ2, (24)

𝛿𝜒0 =

{︂
1, если 𝜒 = 𝜒0 − главный характер по mod 𝑞;
0, если 𝜒 ̸= 𝜒0,

𝛿�̃� =

⎧⎨⎩
1, если 𝐿(𝑠, 𝜒) существует 𝛽 − вещественный нуль 𝐿функции 𝐿(𝑠, �̃�)

удовлетворяющий условию 𝛽 > 1− 𝑐1(ln𝑇 )
−1;

0, если такого исключительного нуля не существует 𝛽.∑︀
|𝛾|⩽𝑇

′
- означает, что суммирование ведется по всем нулям 𝜌 = 𝜎 + 𝑖𝛾 в прямоугольнике

0 < 𝜎 < 1, |𝑡| ⩽ 𝑇 , кроме исключительного нуля. Используя функции 𝜓 (𝑥, 𝜒) мы можем
𝑆𝑗(𝜒, 𝑎𝑗𝜂), (𝑗 = 1, 2) и 𝑆3(𝜒, 𝑎3𝜂) представить в виде (см. [4] и [10]):

𝑆𝑗 (𝜒, 𝑎𝑗𝜂) =

𝑁∫︁
𝐿

𝑒 (𝑥𝑗𝑎𝑗𝜂) 𝑑𝜓 (𝑥, 𝜒) , 𝑗 = 1, 2 и 𝑆3 (𝜒, 𝑎3𝜂) =

𝑁∫︁
𝐿

𝑒
(︀
𝑥23𝑎3𝜂

)︀
𝑑𝜓 (𝑥, 𝜒) . (25)

Из (23), (24) и (25) следует

𝑆𝑗 (𝜒, 𝑎𝑗𝜂) = 𝛿𝜒0

𝑁∫︀
𝐿

𝑒 (𝑥𝑎𝑗𝜂) 𝑑𝑥− 𝛿�̃�
𝑁∫︀
𝐿

𝑒 (𝑥𝑎𝑗𝜂) 𝑥
𝛽−1𝑑𝑥−

∑︀
|𝛾|⩽𝑇

′
𝑁∫︀
𝐿

𝑥𝜌−1𝑒 (𝑥𝑎𝑗𝜂) 𝑑𝜂+

+
𝑁∫︀
𝐿

𝑒 (𝑥𝑎𝑗𝜂) 𝑑𝑅(𝑥, 𝑞).

(26)

Здесь ⃒⃒⃒⃒
⃒𝑁∫︀𝐿 𝑒 (𝑥𝑎𝑗𝜂) 𝑑𝑅(𝑥, 𝑞)

⃒⃒⃒⃒
⃒≪ 𝑁ℒ2

𝑇 + 𝑁ℒ2

𝑇

𝑁∫︀
𝐿

⃒⃒
𝑑
𝑑𝑥𝑒 (𝑥𝑎𝑗𝜂)

⃒⃒
𝑑𝑥. (27)

Учитывая неравенство

𝑁∫︁
𝐿

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑥
𝑒2𝜋𝑖𝑥𝑎𝑗𝜂

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥 ⩽ 2𝜋 |𝑎𝑗 | 𝜂𝑁,

из (26), (27) и (8) находим

𝑆𝑗 (𝜒, 𝑎𝑗𝜂) = 𝛿𝜒0𝐼 (𝑎𝑗𝜂)− 𝛿�̃�0
𝐼 (𝑎𝑗𝜂) − 𝐼𝜒 (𝑎𝑗𝜂) +𝑂

(︂
(1 + |𝑎𝑗𝜂|𝑁)

𝑁

𝑇
ℒ2

)︂
. (28)

Так как |𝑎𝑗 | ⩽ 𝐵, |𝜂| < 𝜏
𝑞 , 𝜏 = 𝑇 1/4

𝑁 , то остаточный член в (28) не больше чем

𝑂
(︀
𝐵𝑁𝑇−3/4𝑞−1ℒ2

)︀
. Учитывая это, из (22) и (28) получим:

𝑆𝑗

(︁
𝑎𝑗

(︁
ℎ
𝑞 + 𝜂

)︁)︁
= 1

𝜙(𝑞)

{︁
𝐶1 (𝜒0, 𝑎𝑗ℎ) 𝐼 (𝑎𝑗𝜂)− 𝛿�̃�𝐶1 (�̃�𝜒0, 𝑎𝑗ℎ) 𝐼 (𝑎𝑗𝜂)−

−
∑︀
𝜒
𝐶1 (𝜒, 𝑎𝑗ℎ) 𝐼𝜒 (𝑎𝑗𝜂) +𝑂

(︃∑︀
𝜒
|𝐶1 (𝜒, 𝑎𝑗ℎ)|𝐵𝑁ℒ2

𝑇 3/4𝑞

)︃}︃
.

(29)

Обозначим

𝐺𝑗(ℎ, 𝑞, 𝜂) :=
∑︀
𝜒
𝐶1(�̄�, 𝑎𝑗ℎ)𝐼𝜒(𝑎𝑗𝜂), 𝑗 = 1, 2

𝐻𝑗 = 𝐻𝑗(ℎ, 𝑞, 𝜂) := 𝐶1(𝜒0, 𝑎𝑗ℎ)𝐼(𝑎𝑗𝜂)− 𝛿𝜒𝐶1(�̃�𝜒0, 𝑎𝑗ℎ)𝐼(𝑎𝑗𝜂)−𝐺𝑗(ℎ, 𝑞, 𝜂).

}︃
(30)
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Принимая во внимание оценку
∑︀
𝜒𝑞

⃒⃒
𝐶1(�̄�𝑞, 𝑎𝑗ℎ)

⃒⃒
⩽ 𝜙2(𝑞) и обозначение (30), равенство (29)

можно написать в виде

𝑆𝑗(𝑎𝑗𝑥) =
1

𝜙(𝑞)

{︂
𝐻𝑗(ℎ, 𝑞, 𝜂) +𝑂

(︂
𝜙(𝑞)𝑁𝐵ℒ2

𝑇 3/4

)︂}︂
, (𝑗 = 1, 2).

Проведя то же рассуждение, что и в случае 𝑆𝑗(𝑎𝑗𝑥), (𝑗 = 1, 2) получим

𝑆3 (𝑎3𝑥) =
1

𝜙 (𝑞)

{︂
𝐻3 (ℎ, 𝑞, 𝜂) +𝑂

(︂
𝐵𝑁𝜙 (𝑞)ℒ2

𝑇 3/4

)︂}︂
,

где
𝐺3(ℎ, 𝑞, 𝜂) :=

∑︀
𝜒
𝐶2(�̄�, 𝑎3ℎ)𝐼𝜒(𝑎3𝜂),

𝐻3 = 𝐻3(ℎ, 𝑞, 𝜂) := 𝐶2(𝜒0, 𝑎3ℎ)𝐼(𝑎3𝜂)− 𝛿�̃�𝐶2(�̃�𝜒0, 𝑎3ℎ)𝐼(𝑎3𝜂)−𝐺3(ℎ, 𝑞, 𝜂).

}︃
(31)

Таким образом, имеем

𝑆𝑖(𝑎𝑖𝑥) =
1

𝜙(𝑞)
{𝐻𝑖 +𝑅} , 𝑖 = 1, 2, 3

где 𝑅≪ 𝐵𝑁𝜙(𝑞)𝑇−3/4ℒ2 и согласно (27) и (28) работы [10] 𝐻𝑖 ≪ 𝜙2(𝑞)𝑁, 𝑖 = 1, 2, 3.
Отсюда

𝑆1(𝑎1𝑥)𝑆2(𝑎2𝑥)𝑆3(𝑎3𝑥) =
1

𝜙3(𝑞)

{︂
𝐻1𝐻2𝐻3 +𝑂

(︂
𝜙5(𝑞)𝐵𝑁3ℒ2

𝑇 3/4

)︂}︂
. (32)

Из (20) и (33) следует , что

𝐼1(𝑁) =
∑︁
𝑞⩽𝑄

1

𝜙3 (𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ)

𝜏/𝑞∫︁
−𝜏/𝑞

𝑒 (−𝑏𝜂)
{︂
𝐻1𝐻2𝐻3 +𝑂

(︂
𝜙5(𝑞)𝐵𝑁3ℒ2

𝑇 3/4

)︂}︂
𝑑𝜂. (33)

Для остаточного члена в (33) справедлива оценка:

≪

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∑︁
𝑞⩽𝑄

1

𝜙3 (𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ)

𝜏/𝑞∫︁
−𝜏/𝑞

𝑒 (−𝑏ℎ) 𝜙
5(𝑞)𝐵𝑁3ℒ2

𝑇 3/4
𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒≪ 𝑁2𝐵ℒ2

𝑇 1/2
𝑄3 ≪ 𝑁2𝑄−1.

Поэтому из (33) получим

𝐼1(𝑁) =
∑︁
𝑞⩽𝑄

1

𝜙3 (𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ)

𝜏/𝑞∫︁
−𝜏/𝑞

𝑒 (−𝑏𝜂)𝐻1𝐻2𝐻3𝑑𝜂 +𝑂
(︀
𝑁2𝑄−1

)︀
. (34)

Теперь предел интегрирования
[︁
− 𝜏

𝑞 ,
𝜏
𝑞

]︁
расширим до (−∞;∞). Произведение 𝐻1𝐻2𝐻3 есть

сумма (𝜙 (𝑞) + 2)3 членов. Каждый из этих членов имеет вид
3∏︀

𝑗=1
𝐸𝑗 , где 𝐸𝑗 (𝑗 = 1, 2) равен или

𝐶1 (𝜒0, 𝑎𝑗ℎ) 𝐼 (𝑎𝑗𝜂), или −𝛿∼
𝜒
𝐶1

(︁∼
𝜒𝜒0, 𝑎𝑗ℎ

)︁∼
𝐼 (𝑎𝑗𝜂), или же 𝐶1 (𝜒 , 𝑎𝑗ℎ) 𝐼𝜒 (𝑎𝑗𝜂) (𝑗 = 1, 2). При

𝑗 = 3, 𝐸3 равен одному из следующих выражений 𝐶2 (𝜒0, 𝑎3ℎ) 𝐼 (𝑎3𝜂) ,

−𝛿∼
𝜒
𝐶2

(︁∼
𝜒𝜒0, 𝑎3ℎ

)︁∼
𝐼 (𝑎3𝜂) или 𝐶2 (𝜒 , 𝑎3ℎ) 𝐼𝜒 (𝑎3𝜂). Если |𝜂| > 𝜏

𝑞 , тогда |𝑎𝑗𝜂| > 𝑁−1𝑇 1/4𝑄−1 >

> 𝑁−1𝑄 > 𝑁−1. Для того, чтобы оценить 𝐼 (𝑎𝑗𝜂) ,
∼
𝐼 (𝑎𝑗𝜂) и 𝐼𝜒 (𝑎𝑗𝜂) воспользуемся леммой 3.3

работы [10].
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Лемма 3. Для произвольного дейсвительного числа 𝑦 справедливы оценки:

𝐼(𝑦) ≪ min
(︁
𝑁 ; ||𝑦||−1

)︁
,
∼
𝐼 (𝑦) ≪ min

(︂
𝑁

∼
𝛽 , |𝑦|−

∼
𝛽

)︂
и

𝐼𝜒 (𝑦) ≪

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑁, если 𝑦 произвольное действительное число;

𝑁(𝐿 |𝑦|)−1/2, если 𝑁−1 < |𝑦| ⩽ 𝑇

𝜋𝐿
;

|𝑦|−1, если
𝑇

𝜋𝐿
< |𝑦| .

(35)

Полагая 𝑦 = 𝑎𝑗𝜂 используем вторую оценку (35) (потому что среди оценок приведенных в

лемме самой слабой является вторая оценка в (35). Так как |𝑎𝑗𝜂| ⩽ 𝐵 · 𝜏𝑞 = = 𝐵 · 𝑇 1/4

𝑁𝑞 < (𝜋𝐿)−1.
Поэтому ∫︁

𝑅∖
[︁
− 𝜏

𝑞
; 𝜏
𝑞

]︁
3∏︁

𝑗=1

𝐸𝑗𝑑𝜂 ≪ 𝜙 (𝑞) (𝑁𝐵)1/2

|𝑎3𝜏𝑞−1|1/2

∞∫︁
−∞

|𝐸1𝐸2| 𝑑𝜂. (36)

Здесь мы использовали следующую оценку, вытекающую из (35)

|𝐼𝜒 (𝑎𝑗𝜂)| ≪ 𝑁(𝐿 |(𝑎𝑗𝜂)|)−1/2 ≪ 𝑁1/2𝐵1/2|𝑎𝑗𝜂|−1/2.

Для оценки интеграла в правой части (36) будем использовать следствие 3.4 работы [10].
Согласно которому имеем:

∞∫︁
−∞

|𝐼(𝑦)|2𝑑𝑦 ≪ 𝑁,

∞∫︁
−∞

⃒⃒⃒
𝐼(𝑦)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑦 ≪ 𝑁2𝛽−1 и

∞∫︁
−∞

|𝐼𝜒(𝑦)|2𝑑𝑦 ≪ 𝑁2𝐿−1ℒ.

Применяя следствие 3.4 работы [10] находим

∞∫︁
−∞

|𝐸1𝐸2| 𝑑𝜂 ≪ 𝜙2 (𝑞)𝐵𝑁ℒ.

Таким образом, из (36) получим∫︁
𝑅∖

[︁
− 𝜏

𝑞
; 𝜏
𝑞

]︁
3∏︁

𝑗=1

𝐸𝑗𝑑𝜂 ≪ 𝜙3 (𝑞)𝑁3/2𝐵3/2ℒ
(︂
𝜏

𝑞

)︂−1/2

.

Теперь мы можем (34) написать в виде:

𝐼1 (𝑁) =
∑︁
𝑞⩽𝑄

1

𝜙3 (𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞(−𝑏ℎ)

∞∫︁
−∞

𝑒 (−𝑏𝜂)𝐻1𝐻2𝐻3𝑑𝜂 +𝑂
(︀
𝑁2𝑄−1

)︀
. (37)

4. Исследование сингулярного ряда и сингулярного интеграла за-
дачи

Сингулярный ряд задачи исследован нами в работах [11, 12]. Поэтому для удобства огра-
ничимся с формулированием в виде полученных результатов в этих работах.
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Лемма 4. Пусть 𝜒 (mod𝑝𝛼) произвольный характер, 𝛼 ⩾ 0, тогда справедливы следую-
щие утверждения:

(a) если 𝜒-примитивный характер по модулю 𝑝𝛼, 𝛼 ⩾ 0 и 𝑝∖𝑎, тогда

𝐶𝑗 (𝜒, 𝑎) = 0, (𝑗 = 1, 2);

(b) если 𝜒0 главный характер по модулю 𝑝𝑡, 𝑝 ∤ 𝑎 𝑡 ⩾ 𝜃 +max {𝜃, 𝛼} ,
(︁
где 𝜃 = 1 +

[︁
2
𝑝

]︁)︁
,

то 𝐶𝑗 (𝜒𝜒0, 𝑎) = 0, (𝑗 = 1, 2).

(c) |𝐶𝑗 (𝜒, 𝑎)| ⩽ 𝑗 (2, 𝑝) (𝑎, 𝑝𝛼)1/2𝑝𝛼/2, (𝑗 = 1, 2) .
Доказательство см. [11].
В дальнейших рассуждениях нам необходима информация о следующих суммах:

𝑍 (𝑞;𝜒1, 𝜒2, 𝜒3) :=

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ) 𝐶1 (𝜒1; 𝑎1ℎ)𝐶1 (𝜒2; 𝑎2ℎ)𝐶2 (𝜒3; 𝑎3ℎ) (38)

и

𝑌 (𝑞;𝜒1, 𝜒2, 𝜒3) :=

𝑞∑︁
ℎ=1

𝑒𝑞 (−𝑏ℎ) 𝐶1 (𝜒1; 𝑎1ℎ)𝐶1 (𝜒2; 𝑎2ℎ)𝐶2 (𝜒3; 𝑎3ℎ) , (39)

здесь 𝜒1, 𝜒2, 𝜒3 характеры по модулю 𝑞. Если ясно, какие характеры имеются ввиду, то (38)
и (39) будем обозначать через 𝑍 (𝑞) и 𝑌 (𝑞) соответственно.

𝑌 (𝑞) можно написать как следующую сумму:

𝑌 (𝑞;𝜒1, 𝜒2, 𝜒3) = 𝑞
∑︁
(𝑞)

𝜒1 (𝑙1)𝜒2 (𝑙2)𝜒3 (𝑙3) , (40)

где суммирование ведется по всем 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 удовлетворяющие условиям 1 ⩽ 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 ⩽ 𝑞,
(𝑙𝑗 , 𝑞) = 1 и 𝑎1𝑙1 + 𝑎2𝑙2 + 𝑎3𝑙

2
3 = 𝑏 (mod𝑞).

Случай 𝜒1 = 𝜒2 = 𝜒3 = 𝜒0 (mod𝑞) играет важную роль. В этом случае в силу (4) имеем
𝑌 (𝑞;𝜒0, 𝜒0, 𝜒0) = 𝑞

∑︀
(𝑞)

1 = 𝑞𝑁 (𝑞) . Для удобства в записи положим

𝐴 (𝑞) := 𝜙(𝑞)−3𝑍 (𝑞;𝜒0, 𝜒0, 𝜒0) =
1

𝜙(𝑞)3

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−ℎ𝑏) 𝐶1 (𝜒0; 𝑎1ℎ)𝐶1 (𝜒0; 𝑎2ℎ)𝐶2 (𝜒0; 𝑎3ℎ) . (41)

Теперь приведем несколько лемм, которые содержит этих суммы.
Лемма 5. Оба функции 𝑍 (𝑞) и 𝑌 (𝑞) являются мультипликативными функциями в сле-

дующем смысле : если 𝑞 = 𝑞1 𝑞2 ... 𝑞𝑡, (𝑞𝑖; 𝑞𝑗) = 1 при 𝑖 ̸= 𝑗 и для каждого

𝜒𝑗 (mod𝑞) =
𝑡∏︀

𝑖=1
𝜒𝑗𝑖 (mod𝑞𝑗), тогда 𝑍 (𝑞;𝜒1, 𝜒2, 𝜒3) =

𝑡∏︀
𝑖=1

𝑍 (𝑞𝑖;𝜒1𝑖, 𝜒2𝑖, 𝜒3𝑖),

𝑌 (𝑞;𝜒1, 𝜒2, 𝜒3) =
𝑡∏︀

𝑖=1
𝑌 (𝑞𝑖;𝜒1𝑖, 𝜒2𝑖, 𝜒3𝑖). В частности 𝑁 (𝑞) и 𝐴 (𝑞)являются мультиплика-

тивными функциями по 𝑞.
Доказательство см. лемма 3.2 работы [13].
Лемма 5 позволяет привести рассмотрение функции 𝑍 (𝑞) к рассмотрению 𝑍 (𝑝𝛼), где

𝑝−простое число.
Лемма 6. Для любого положительного целого 𝑞 имеем 𝑍(𝑞)

𝜙3(𝑞)
≪ 1

𝑞𝐵
3/2.

Лемма 7. Пусть 𝜒𝑗 (mod𝑝𝛼𝑗 ) , (𝑗 = 1, 2, 3) примитивные характеры и
𝛼 = max {𝛼1, 𝛼2, 𝛼3}. Для произвольного 𝑡 ⩾ 𝛼 𝑍

(︀
𝑝𝑡
)︀
= 𝑍

(︀
𝑝𝑡;𝜒1𝜒0, 𝜒2𝜒0, 𝜒3𝜒0

)︀
, где 𝜒0 глав-

ный характер по модулю 𝑝𝑡. Тогда справедливы следующие утверждении:
a) 𝑍 (𝑝𝛼) = 𝑌 (𝑝𝛼) ,
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b) 𝑍
(︀
𝑝𝑡
)︀
= 0, 𝑡 ⩾ 𝜃 +max {𝜃, 𝛼} , где 𝜃 = 1 +

[︁
2
𝑝

]︁
;

c) для любого 𝜂 ⩾ 𝛼 справедливо равенство
𝜂∑︀

𝜈=𝛼
𝜙(𝑝𝜈)−3𝑍 (𝑝𝜈) = 𝜙(𝑝𝜂)−3𝑌 (𝑝𝜂) .

Следствие 1. а) если 𝑝 ⩾ 3, 𝛼 ⩾ 2 то 𝐴 (𝑝𝛼) = 0 и если 𝛼 ⩾ 4,то 𝐴 (2𝛼) = 0;
b) если 𝑝 ⩾ 3, 𝜂 ⩾ 1, то 𝑝𝜂𝜙(𝑝𝜂)−3𝑁 (𝑝𝜂) = 𝑝𝜙(𝑝)−3𝑁 (𝑝) ;

c) если 𝜂 ⩾ 3, то 2𝜂𝜙(2𝜂)−3𝑁
(︀
22
)︀
= 23𝜙

(︀
23
)︀−3

𝑁
(︀
23
)︀
.

Учитывая следствие 2 введем еще следующие обозначения

𝑠 (2) = 23𝜙
(︀
23
)︀−3

𝑁
(︀
23
)︀
= 1 +𝐴(2) +𝐴

(︀
22
)︀
+𝐴

(︀
23
)︀
, (42)

𝑠 (𝑝) = 𝑝𝜙(𝑝)−3𝑁 (𝑝) = 1 +𝐴(𝑝), при 𝑝 ⩾ 3. (43)

Теперь покажем, что условие (4) можно заменить с условием⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎)

3∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗 ≡ 𝑏(mod24),

𝑏) для любого 𝑝 ⩾ 5 из четырех чисел 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏 самый больше два из них
делится на 𝑝.

(44)

Лемма 8. Пусть 𝑝(𝑝 ≥ 5) – простое число. Если не более двух чисел из набора 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏
не делится на 𝑝 , то 𝑁(𝑝) ⩾ 1.

Лемма 9. Справедливы следующие утверждения:
a) для всех простых имеем |𝐴 (𝑝)| ⩽ 2 и для простых 𝑝 ∤ 𝑎1 𝑎2𝑎3 выполняется неравен-

ство |𝐴 (𝑝)| ⩽ 10𝑝−2;
b) произведение

∏︀
𝑝
𝑠(𝑝) абсолютно сходится и

∏︀
𝑝
𝑠(𝑝) ≫ 𝐵−6;

с)
∞∑︀
𝑞=1

(𝑞,𝑟)=1

𝐴 (𝑞) =
∏︀
𝑝∤𝑟
𝑠(𝑝);

d)
∞∑︀
𝑞⩾𝑦

|𝐴 (𝑞)| ≪ 𝑦−1𝐵
𝑐9

ln ln𝑁 𝑙𝑛10(𝑦 + 2), для всех 𝑦 > 0.

Лемма 10. Если 𝜒𝑗 (mod𝑟𝑗) , 𝑗 = 1, 2, 3 примитивные характеры и 𝑟 = [𝑟1, 𝑟2, 𝑟3], тогда
справедливы следующие утверждения:

a)
∑︀
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

𝜙(𝑞)−3𝑍 (𝑞;𝜒1𝜒0, 𝜒2𝜒0, 𝜒3𝜒0) ≪ 𝑟−1𝐵
3
2 ln𝑄;

b)

∑︀
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

𝜙(𝑞)−3𝑍 (𝑞;𝜒1𝜒0, 𝜒2𝜒0, 𝜒3𝜒0) = 𝜙(𝜎𝑟)−3𝑌 (𝜎𝑟;𝜒1𝜒0, 𝜒2𝜒0, 𝜒3𝜒0)
∏︀
𝑝∤𝑟
𝑠 (𝑝)+

+𝑂
(︁
𝑄−1𝐵

5
2 ln11𝑄

)︁
,

где 𝜎 = 1, 4, 2 соответственно смотря на то, что какое из этих соотношении 2 ∤ 𝑟, 2||𝑟, 4|𝑟
выполняется.

Доказательство леммы 6-10 и следствие 2 см. [12].
Теперь рассмотрим сингулярный интеграл. Справедлива следующая лемма.
Лемма 11. Для произвольных комплексных чисел 𝜌𝑗 , 0 < Re 𝜌𝑗 ⩽ 1, 𝑗 = 1, 2, 3 имеем

∞∫︀
−∞

𝑒 (−𝑏𝜂)

(︃
2∏︀

𝑗−1

𝑁∫︀
𝐿

𝑥𝜌𝑗−1𝑒 (𝑎𝑗𝑥𝜂) 𝑑𝑥

)︃(︃
𝑁∫︀
𝐿

𝑥
𝜌3−1

𝑒
(︀
𝑎3𝑥

2𝜂
)︀
𝑑𝑥

)︃
𝑑𝜂 =

= 𝑁2(2 |𝑎3|)−1 ∫︀
𝐷

𝑥
−1/2
3

(︀
𝑁2𝑥3

)︀ 𝜌3−1
2 · (𝑁𝑥1)𝜌3−1(𝑁𝑥2)

𝜌2−1𝑑𝑥1𝑑𝑥2,

(45)
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где

𝑥3 =
(︀
𝑏𝑁−2 − 𝑎1𝑥1 − 𝑎2𝑥2

)︀
𝑎−1
3

и

𝐷 =

{︃
(𝑥1, 𝑥2) |𝐿𝑁−1 ⩽ 𝑥1, 𝑥2 ⩽ 1,

(︂
𝐿

𝑁

)︂2

⩽ 𝑥3 ⩽ 1

}︃
. (46)

Кроме того, если: 1) не все 𝑎𝑗 имеют одинаковый знак и 𝑁2 > 4 |𝑏| или 2) если все 𝑎𝑗
положительные и 𝑁2 = 𝑏, тогда (46)∫︁

𝐷

𝑥
−1/2
3 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 ≫ 𝐵−2.

Лемма 11 следует из леммы 3.9 работы [13] и лемма 4.7 работы [10].

5. Большие дуги и завершение доказательства теоремы 1 и 2

Упрощение 𝐼1 (𝑁) . Мы можем теперь завершить доказательство нашего основного ре-
зультата показав, что 𝐼1 (𝑁) доминирует над остаточным членом в (19). Из (30) видно что
3∏︀

𝑗=1
𝐻𝑗 (ℎ, 𝑞, 𝜂), есть сумма 33 = 27 слагаемых (если 𝛿�̃� = 0, то сумма 23 = 8 слагаемых), кото-

рые можно разбить на следующие три категории:
(𝑇1) : 𝐶1 (𝜒0, 𝑎1ℎ)𝐶1 (𝜒0, 𝑎2ℎ)𝐶2 (𝜒0, 𝑎3ℎ) 𝐼 (𝑎1𝜂) 𝐼 (𝑎2𝜂) 𝐼 (𝑎3𝜂) ;
(𝑇2) : 19 членов (в случаев 𝛿�̃� = 0, тогда 7) которые содержат по крайней мере один множи-
тель 𝐺𝑗 (ℎ, 𝑞, 𝜂) ;
(𝑇3) : оставшиеся 7 членов (в случае 𝛿�̃� = 0, тогда 𝑇3 = 0) .
Для удобства положим

𝑀𝑖 =
∑︁
𝑞⩽𝑄

1

𝜙3 (𝑞)

∑︁
(ℎ,𝑞)=1

𝑒𝑞 (−𝑏ℎ)
∞∫︁

−∞

𝑒 (−𝑏𝜂) {сумма членов в (𝑇𝑖)} 𝑑𝜂, 𝑖 = 1, 2, 3. (47)

Ввиду (37) имеем
𝐼1 (𝑁) =𝑀1 +𝑀2 + 𝛿𝑥𝑀3 +𝑂

(︀
𝑁2𝑄−1

)︀
, (48)

Для чисел 1 ⩽ 𝑚1 < 𝑚2 < ... ⩽ 3 определим,

𝒢 (𝑚1,𝑚2, ...) = (𝜎𝑟)−1𝑌 (𝜎𝑟;𝜒1, 𝜒2, 𝜒3) , (49)

где 𝜎 = 1, 2 и 4 смотря 2 ∤ 𝑟, 4|𝑟, 2||𝑟 соответственно и 𝜒𝑗 = �̃�𝜒0 (mod𝜎𝑟) для 𝑗 ∈ {𝑚1,𝑚2, ...},
𝜒𝑗 = 𝜒0 (mod𝜎𝑟) в остальных случаях. В виду (40)

𝒢 (𝑚1,𝑚2, ...) =
∑︁
(𝜎𝑟)

�̃� (𝑛𝑚1)�̃� (𝑛𝑚2) ... . (50)

Аналогично, пусть

𝒫 (𝑚1,𝑚2, ...) = 𝑁2(2 |𝑎3|)−1
∫︁
𝐷

𝑥
−1/2
3 (𝑁𝑥𝑚1)

𝛽−1 · (𝑁𝑥𝑚2)
𝛽−1 · (𝑁𝑥𝑚3)

𝛽−1

2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2, (51)

где 𝐷 область определенная в (46).
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Например.
𝒢(2) =

∑︁
(𝜎𝑟)

�̃� (𝑛2), 𝒢(2, 3) =
∑︁
(𝜎𝑟)

�̃� (𝑛2)�̃� (𝑛3)

и

𝒫 (1) = 𝑁2(2 |𝑎3|)−1
∫︁
𝐷

(𝑁𝑥1)
𝛽−1

𝑑𝑥1𝑑𝑥2,

𝒫 (2, 3) = 𝑁2(2 |𝑎3|)−1
∫︁
𝐷

𝑥
−1/2
3 (𝑁𝑥2)

𝛽−1(︀
𝑁2𝑥3

)︀𝛽−1

2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

Пусть

𝒫0 = 𝑁2(2 |𝑎3|)−1
∫︁
𝐷

𝑥
−1/2
3 𝑑𝑥1𝑑𝑥2. (52)

Ясно, что из (46) имеем
|𝒫 (𝑚1,𝑚2, ...)| ⩽ 𝒫0 ≪ 𝑁2𝐵. (53)

Из (51) и (52) следует, что |𝒫 (𝑚1,𝑚2, ...)| ⩽ 𝒫0. Далее |𝒫0| ⩽
⃒⃒⃒⃒
𝑁2(2 |𝑎3|)−1 ∫︀

𝐷

𝑥
−1/2
3 𝑑𝑥1𝑑𝑥2

⃒⃒⃒⃒
≪

≪ 𝑁2𝐵, поскольку 𝐿 = 𝑁𝐵−1, 𝐵−2 ⩽ 𝑥3 ⩽ 1.

Лемма 12. Имеем 𝑀1 = 𝒫0
∏︀
𝑝
𝑠(𝑝) +𝑂

(︁
𝑁2𝑄−1𝐵1+

𝑐3
ln ln𝐵 ln10(𝑄+ 2)

)︁
.

Доказательство. Согласно (47) имеем

𝑀1 =
∑︁
𝑞⩽𝑄

1

𝜙3 (𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ) 𝐶1 (𝜒0, 𝑎1ℎ)𝐶1 (𝜒0, 𝑎2ℎ)𝐶2 (𝜒0, 𝑎3ℎ)×

×
∞∫︁

−∞

𝑒 (−𝑏𝜂)

⎛⎝ 𝑁∫︁
𝐿

𝑒 (𝑎1𝑥𝜂) 𝑑𝑥

⎞⎠⎛⎝ 𝑁∫︁
𝐿

𝑒 (𝑎2𝑥𝜂) 𝑑𝑥

⎞⎠⎛⎝ 𝑁∫︁
𝐿

𝑒
(︀
𝑎3𝑥

2𝜂
)︀
𝑑𝑥

⎞⎠ 𝑑𝜂 (54)

Используя обозначение (41) на правой части равенства (54), 𝑀1 можем написать в виде

𝑀1 =
∑︁
𝑞⩽𝑄

𝐴 (𝑞)

∞∫︁
−∞

𝑒 (−𝑏𝜂)
2∏︁

𝑗=1

⎛⎝ 𝑁∫︁
𝐿

𝑒 (𝑎𝑗𝑥𝜂) 𝑑𝑥

⎞⎠ ⎛⎝ 𝑁∫︁
𝐿

𝑒
(︀
𝑎3𝑥

2𝜂
)︀
𝑑𝑥

⎞⎠ 𝑑𝜂.

Теперь используя равенство (44), при 𝜌1 = 𝜌2 = 𝜌3 = 1 отсюда получим

𝑀1 =
∑︁
𝑞⩽𝑄

𝐴 (𝑞)
(︀
𝑁22 |𝑎3|

)︀−1
∫︁
𝐷

𝑥
−1/2
3 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

=

⎛⎝𝑁2(2 |𝑎3|)−1
∫︁
𝐷

𝑥
−1/2
3 𝑑𝑥1𝑑𝑥2

⎞⎠⎛⎝ ∞∑︁
𝑞=1

𝐴 (𝑞)−
∑︁
𝑞>𝑄

𝐴 (𝑞)

⎞⎠ .

Применяя части с) и d) леммы 9 и принимая во внимание обозначение (41), а также оценки
(53), находим

𝑀1 = 𝒫0

∏︁
𝑝

𝑠(𝑝) +𝑂
(︁
𝑁2𝑄−1𝐵1+

𝑐9
ln lnN ln10𝑄

)︁
,

что и требовалось доказать. 2
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Лемма 13. Если существует исключительный нуль, тогда:

a) 𝑀3 =
𝜎𝑟

𝜙(𝜎𝑟)3
∏︀
𝑝∤𝑟
𝑠(𝑝){−

3∑︀
𝑖=1

𝒢 (𝑖)𝒫 (𝑖) +
∑︀

1⩽𝑖<𝑗⩽3
𝒢 (𝑖, 𝑗)𝒫 (𝑖, 𝑗)− 𝒢 (1, 2, 3)𝒫 (1, 2, 3) +

+𝑂
(︀
𝑁2𝑄−1𝐵7/2ln11𝑄

)︀
}

b) 𝑀3 ≪ 𝑁2𝑟−1𝐵5/2 ln𝑄.

Доказательство. В виду (31) 7 членов входящие в (𝑇3) можно группировать в три типа,

в соответствие количества множителей 𝐹 (2)
1 =𝐶1 (�̃�𝜒0, 𝑎1ℎ) 𝐼 (𝑎1𝜂) , 𝐹

(2)
2 =𝐶1 (�̃�𝜒0, 𝑎2ℎ) 𝐼 (𝑎2𝜂) ,

𝐹
(2)
3 = 𝐶2 (�̃�𝜒0, 𝑎3ℎ) 𝐼 (𝑎3𝜂) . Эти множители будут присутствовать в трех членах(︁
𝐹

(1)
1 𝐹

(2)
2 𝐹

(1)
3 , 𝐹

(2)
1 𝐹

(1)
2 𝐹

(1)
3 , 𝐹

(1)
1 𝐹

(1)
2 𝐹

(2)
3

)︁
один раз, в трех членах(︁

𝐹
(2)
1 𝐹

(2)
2 𝐹

(1)
3 , 𝐹

(1)
1 𝐹

(2)
2 𝐹

(2)
3 , 𝐹

(2)
1 𝐹

(1)
2 𝐹

(2)
3

)︁
два раза и в одном члене

(︁
𝐹

(2)
1 𝐹

(2)
2 𝐹

(2)
3

)︁
три раза.

Здесь 𝐹 (1)
1 = 𝐶1 (𝜒0, 𝑎1ℎ) 𝐼 (𝑎1𝜂) , 𝐹

(1)
2 = 𝐶1 (𝜒0, 𝑎2ℎ) 𝐼 (𝑎2𝜂) , 𝐹

(1)
3 = 𝐶2 (𝜒0, 𝑎3ℎ) 𝐼 (𝑎3𝜂) .

В первой группе указанные первый и второй член оцениваются одинаково.
Поэтому рассмотрим

𝑀3,1 = −
∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

1

𝜙3 (𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ)

∞∫︁
−∞

𝑒 (−𝑏𝜂) 𝐶1 (�̃�𝜒0, 𝑎2ℎ) 𝐼 (𝑎2𝜂)𝐶1 (𝜒0, 𝑎1ℎ) 𝐼 (𝑎1𝜂)×

×𝐶2 (𝜒0, 𝑎3ℎ) 𝐼 (𝑎3𝜂) 𝑑𝜂 =

⎛⎜⎜⎝∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

1

𝜙3 (𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ)𝐶1 (�̃�𝜒0, 𝑎2ℎ)𝐶1 (𝜒0, 𝑎1ℎ)𝐶2 (𝜒0, 𝑎3ℎ)

⎞⎟⎟⎠×

×

⎛⎝−
∞∫︁

−∞

𝑒 (−𝑏𝜂) 𝐼 (𝑎2𝜂) 𝐼 (𝑎1𝜂) 𝐼 (𝑎3𝜂) 𝑑𝜂

⎞⎠ = −𝑊1𝑈1.

Интеграл 𝑈1 согласно (45) и (51) равен 𝒫 (2) = 𝑁2(2 |𝑎3|)−1∫︀
𝐷

(𝑁𝑥2)
𝛽−1

𝑑𝑥1𝑑𝑥2. Для 𝑀3,2 это

остается справедливым, но только 𝑎1 и 𝑎2 необходимо менять местами 𝑀3,2 = −𝑊2𝑈2, где

𝑊2 =
∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

1

𝜙3 (𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ) 𝐶1 (�̃�𝜒0, 𝑎1ℎ)𝐶1 (𝜒0, 𝑎2ℎ)𝐶2 (𝜒0, 𝑎3ℎ) и

𝑈2 =

∞∫︁
−∞

𝑒 (−𝑏𝜂) 𝐼 (𝑎1𝜂) 𝐼 (𝑎2𝜂) 𝐼 (𝑎3𝜂) 𝑑𝜂.

Рассмотрим 𝑀3,3. Предыдущие рассуждения здесь приводят нас к равенству 𝑀3,3 = −𝑊3𝑈3,
где

𝑊3 =
∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

1

𝜙3 (𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ) 𝐶1 (𝜒0, 𝑎1ℎ)𝐶1 (𝜒0, 𝑎2ℎ)𝐶2 (�̃�𝜒0, 𝑎3ℎ) и

𝑈3 =

∞∫︁
−∞

𝑒 (−𝑏𝜂) 𝐼 (𝑎1𝜂) 𝐼 (𝑎2𝜂) 𝐼 (𝑎3𝜂) 𝑑𝜂.
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Здесь интеграл 𝑈3 согласно (45) и (51) равен

𝒫 (3) = 𝑁2(2 |𝑎3|)−1
∫︁
𝐷

𝑥
−1/2
3

(︀
𝑁2𝑥3

)︀𝛽−1
2

𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

В виду (38) имеем.

𝑊1 =
∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

𝑍 (𝜒0, �̃�𝜒0, 𝜒0)

𝜙(𝑞)3
; 𝑊2 =

∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

𝑍 (�̃�𝜒0, 𝜒0, 𝜒0)

𝜙(𝑞)3
; 𝑊3 =

∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

𝑍 (𝜒0, 𝜒0, �̃�𝜒0)

𝜙(𝑞)3
.

Теперь рассмотрим вторую группу членов 𝑀3,4, 𝑀3,5, 𝑀3,6 :

Для 𝑀3,4 имеем

𝑀3,4 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

1

𝜙3 (𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ) 𝐶1 (�̃�𝜒0, 𝑎𝑖ℎ)𝐶2 (𝜒0, 𝑎3ℎ)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭×

×
∞∫︁

−∞

𝑒 (−𝑏𝜂) 𝐼 (𝑎𝑖𝜂) 𝐼 (𝑎3𝜂) =𝑊4𝑈4, 𝑖 = 1, 2.

Здесь интеграл 𝑈4 согласно (45) и (51) равен

𝒫 (1, 2) = 𝑁2(2 |𝑎3|)−1
∫︁
𝐷

(𝑁𝑥1)
𝛽−1(𝑁𝑥2)

𝛽−1

𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

Для 𝑊4 в силу (38) имеем

𝑊4 =
∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

𝑍 (�̃�1𝜒0, �̃�2𝜒0, 𝜒0)

𝜙(𝑞)3
.

Аналогично, для 𝑀3,5 и 𝑀3,6 имеем 𝑀3,5 =𝑊5𝑈5, где

𝑈5 = 𝒫 (2, 3) , 𝒫 (2, 3) = 𝑁2(2 |𝑎3|)−1 ∫︀
𝐷

(𝑁𝑥2)
𝛽−1(︀𝑁2𝑥3

)︀𝛽−1
2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2, 𝑊5 =

∑︀
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

𝑍(𝜒0,�̃�2𝜒0,�̃�3𝜒0)

𝜙(𝑞)3
;

𝑀3,6 =𝑊6𝑈6, где

𝑈6 = 𝒫 (1, 3) и 𝒫 (1, 3) = 𝑁2(2 |𝑎3|)−1 ∫︀
𝐷

(𝑁𝑥1)
𝛽−1(︀𝑁2𝑥3

)︀𝛽−1
2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2, 𝑊6 =

∑︀
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

𝑍(�̃�1𝜒0,𝜒0,�̃�3𝜒0)

𝜙(𝑞)3
.

Остается рассмотреть 𝑀3,7. Имеем 𝑀3,7 = −𝑊7𝑈7, где

𝑈7 = 𝒫 (1, 2, 3) = 𝑁2(2 |𝑎3|)−1
∫︁
𝐷

(𝑁𝑥1)
𝛽−1(𝑁𝑥2)

𝛽−1(︀𝑁2𝑥3
)︀𝛽−1

2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2,

𝑊7 =
∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

𝑍 (�̃�1𝜒0, �̃�2𝜒0, �̃�3𝜒0)

𝜙(𝑞)3
.
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В силу леммы 10 b) имеем

𝑊7 =
𝑌 (𝜎𝑟, �̃�1𝜒0, �̃�2𝜒0, �̃�3𝜒0)

𝜙(𝜎𝑟)3

∏︁
𝑝∤𝑟

𝑠 (𝑝) +𝑂
(︁
𝑄−1𝐵5/2ln11𝑄

)︁
.

Учитывая (49) отсюда получим

𝑊7 =
𝜎𝑟𝒢(1, 2, 3)
𝜙3(𝜎𝑟)

∏︁
𝑝∤𝑟

𝑠 (𝑝) +𝑂
(︁
𝑄−1𝐵5/2ln11𝑄

)︁
.

Комбинируя полученные результаты находим:

𝑀3 = − (𝑊1𝑈1 +𝑊2𝑈2 +𝑊3𝑈3) + (𝑊4𝑈4 +𝑊5𝑈5 +𝑊6𝑈6)−𝑊7𝑈7 =
𝜎𝑟

𝜙3(𝜎𝑟)

∏︁
𝑝∤𝑟

𝑠 (𝑝)×

×

⎧⎨⎩−
3∑︁

𝑖=1

𝒢(𝑖)𝒫(𝑖) +
∑︁

1⩽𝑖<𝑗⩽3

𝒢(𝑖, 𝑗)𝒫(𝑖, 𝑗)− 𝒢(1, 2, 3)𝒫(1, 2, 3)

⎫⎬⎭+𝑂
(︁
𝑁2𝑄−1𝐵7/2ln11𝑄

)︁
.

Докажем утверждение b). Из леммы 10 (a) следует 𝑊 ≪ 𝑟−1𝐵3/2 ln𝑄. Отсюда учитывая (53)
находим, 𝑀3,𝑘 =𝑊𝑃 ≪ 𝑟−1𝐵5/2𝑁2 ln𝑄. 2

Лемма 14. Имеем 𝑀1 +𝑀3 ⩾ Ω3𝒫0
∏︀
𝑝
𝑠(𝑝) +𝑂

(︀
𝑁2𝐵7/2𝑄−2/5ln11𝑄

)︀
, где

Ω =

{︂
(1− 𝛽) ln𝑇, если сущетвует 𝛽,

1, в противнам случае.
(55)

Доказательство. Если не существует исключительный нуль 𝛽, тогда 𝑀3 не будет участ-
вовать и лемма следует из леммы 12

𝑀1 = 𝒫0

∏︁
𝑝

𝑠(𝑝) +𝑂
(︁
𝑁2𝑄−1𝐵

𝑐3
ln ln𝐵 ln10𝑄

)︁
⩾ 𝒫0

∏︁
𝑝

𝑠(𝑝) +𝑂
(︁
𝑁2𝑄−2/5𝐵7/2ln11𝑄

)︁
.

Теперь предположим, что существует исключительный нуль 𝛽. В силу определения 𝜎, 𝜎 = 1,
2 и 4 для 2 ∤ 𝑟, 4∖𝑟 2||𝑟 соответственно. Отсюда следует, что или 2 ∤ 𝜎𝑟 или 23∖𝜎𝑟. Следова-
тельно, используя (42), (43), следствие 2 b), с) и мультипликативность 𝑁(𝑞), выводим∏︁

𝑝∖𝑟

𝑠(𝑝) =
∏︁
𝑝∖𝑟

𝜙(𝑝)
−3
𝑝𝑁(𝑝) = 𝑟𝜙(𝜎𝑟)−3𝑁 (𝑟) = 𝜎𝑟𝜙(𝜎𝑟)−3𝑁 (𝜎𝑟) =

𝜎𝑟

𝜙(𝜎𝑟)3
𝑁 (𝜎𝑟) , (56)

где 𝑟-простое число или 2,4,8.
Ввиду (56), (40) и (39), главный член 𝑀1 в лемме 12 можно написать в виде

𝑀1 =
𝜎𝑟

𝜙(𝜎𝑟)3
𝑁 (𝜎𝑟)𝒫0

∏︀
𝑝∤𝑟
𝑠(𝑝) = 1

𝜙(𝜎𝑟)3
𝑌 (𝜎𝑟;𝜒0, 𝜒0, 𝜒0)𝒫0

∏︀
𝑝∤𝑟
𝑠(𝑝) = 𝜎𝑟

𝜙(𝜎∤𝑟)3
∑︀
(𝜎𝑟)

𝒫0
∏︀
𝑝∤𝑟
𝑠(𝑝).

Комбинируя, это с главным членом 𝑀3 в лемме 13 a) получим:

𝑀1 +𝑀3 =
𝜎𝑟

𝜙(𝜎𝑟)3
∏︀
𝑝∤𝑟
𝑠(𝑝)

∑︀
(𝜎𝑟)

𝒫0 +𝑂
(︁
𝑁2𝐵1+

𝑐3
ln ln𝐵𝑄−1ln10𝑄

)︁
+ 𝜎𝑟

𝜙(𝜎𝑟)3
∏︀
𝑝∤𝑟
𝑠 (𝑝)×

×

{︃
−

3∑︀
𝑖=1

𝒢(𝑖)𝒫(𝑖) +
∑︀

1⩽𝑖<𝑗⩽3
𝒢(𝑖, 𝑗)𝒫(𝑖, 𝑗)− 𝒢(1, 2, 3)𝒫(1, 2, 3)

}︃
+𝑂

(︀
𝑁2𝑄−1𝐵7/2ln11𝑄

)︀
=

= 𝜎𝑟
𝜙(𝜎𝑟)3

∏︀
𝑝∤𝑟
𝑠 (𝑝)

{︃∑︀
(𝜎𝑟)

𝒫0 +

[︃
−

3∑︀
𝑖=1

𝒢(𝑖)𝒫(𝑖) +
∑︀

1⩽𝑖<𝑗⩽3
𝒢(𝑖, 𝑗)𝒫(𝑖, 𝑗)− 𝒢(1, 2, 3)𝒫(1, 2, 3)

]︃}︃
+

+𝑂
(︀
𝑁2𝑄−1𝐵7/2ln11𝑄

)︀
.
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Используя (50), (51) и (52) в правой части, последнего равенство находим

𝑀1 +𝑀3 = 𝑁2(2 |𝑎3|)−1 𝜎𝑟
𝜙(𝜎𝑟)3

∏︀
𝑝∤𝑟
𝑠 (𝑝) ·

{︃∑︀
(𝜎𝑟)

𝑁2(2 |𝑎3|)−1 ∫︀
𝐷

𝑥
−1/2
3 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 −

−
2∑︀

𝑗=1

(︃∑︀
(𝜎𝑟)

�̃� (𝑙𝑗)

(︂
𝑁2(2 |𝑎3|)−1 ∫︀

𝐷

(𝑁𝑥𝑗)
𝛽−1𝑑𝑥1𝑑𝑥2

)︂)︃
−

−
∑︀
(𝜎𝑟)

�̃� (𝑙3)

(︂
𝑁2(2 |𝑎3|)−1 ∫︀

𝐷

(︀
𝑁2𝑥3

)︀𝛽−1
2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2

)︂
+

+
∑︀
(𝜎𝑟)

�̃� (𝑙1)�̃� (𝑙2)

(︂
𝑁2(2 |𝑎3|)−1 ∫︀

𝐷

(𝑁𝑥1)
𝛽−1(𝑁𝑥2)

𝛽−1𝑑𝑥1𝑑𝑥2

)︂
+

+
∑︀
(𝜎𝑟)

�̃� (𝑙1) �̃� (𝑙3)

(︂
𝑁2(2 |𝑎3|)−1 ∫︀

𝐷

(𝑁𝑥1)
𝛽−1(︀𝑁2𝑥3

)︀𝛽−1
2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2

)︂
−

−
∑︀
(𝜎𝑟)

�̃� (𝑙2) �̃� (𝑙3) ·
(︂
𝑁2(2 |𝑎3|)−1 ∫︀

𝐷

(𝑁𝑥2)
𝛽−1(︀𝑁2𝑥3

)︀𝛽−1
2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2

)︂
−

−
∑︀
(𝜎𝑟)

�̃� (𝑙1) �̃� (𝑙2)�̃� (𝑙3)

(︂
𝑁2(2 |𝑎3|)−1 ∫︀

𝐷

(𝑁𝑥1)
𝛽−1(𝑁𝑥2)

𝛽−1(︀𝑁2𝑥3
)︀𝛽−1

2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2

)︂}︂
+

+𝑂
(︀
𝑁2𝑄−1𝐵7/2ln11𝑄

)︀
.

(57)

Выражение в фигурной скобке не меньше чем

⩾
∑︁
(𝜎𝑟)

∫︁
𝐷

𝑥
−1/2
3

2∏︁
𝑗=1

(︁
1− �̃� (𝑙𝑗) (𝑁𝑥𝑗)

𝛽−1
)︁(︂

1− �̃� (𝑙3)
(︀
𝑁2𝑥𝑗

)︀𝛽−1
2

)︂
𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

Так как в области 𝐷 выполняются условия 𝐿
𝑁 ⩽ 𝑥1, 𝑥2 ⩽ 1, то имеем

(︁
1− �̃� (𝑙𝑗) (𝑁𝑥𝑗)

𝛽−1
)︁
⩾

⩾ 1− 𝐿
𝛽−1

и
(︀
𝐿
𝑁

)︀2
⩽ 𝑥3 ⩽ 1, то

(︂
1− �̃� (𝑙3)

(︀
𝑁2𝑥3

)︀𝛽−1
2

)︂
⩾ 1− 𝐿

𝛽−1
, поэтому

2∏︁
𝑗=1

(︁
1− �̃� (𝑙𝑗) (𝑁𝑥𝑗)

𝛽−1
)︁(︂

1− �̃� (𝑙3)
(︀
𝑁2𝑥3

)︀𝛽−1
2

)︂
⩾
(︁
1− 𝐿

𝛽−1
)︁3
.

Из (5) и (6) находим 𝐿 = 𝑁
𝐵 ⩾ 𝑁

𝑄𝛿 = 𝑁1−𝛿2 >
√
𝑁. Следовательно, используя (5) и (55) получим

1− 𝐿
𝛽−1

⩾ 1− exp

(︂
−1

2

(︁
1− 𝛽

)︁
ln𝑁

)︂
⩾ Ω.

Поэтому главный член в (57) не меньше чем

⩾ Ω3𝑁2(2 |𝑎3|)−1
∏︁
𝑝∤𝑟

𝑠(𝑝)
𝜎𝑟

𝜙(𝜎𝑟)3

∑︁
(𝜎𝑟)

∫︁
𝐷

𝑥
−1/2
3 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = Ω3𝑃0

∏︁
𝑝∤𝑟

𝑠(𝑝)

⎛⎝ 𝜎𝑟

𝜙(𝜎𝑟)3

∑︁
(𝜎𝑟)

1

⎞⎠ =

= Ω3𝑃0

∏︁
𝑝∤𝑟

𝑠(𝑝). (58)

Из (57) и (58) получим утверждение леммы 14. 2

Лемма 15. Справедлива оценка

𝑀2 ≪ Ω3 exp

(︂
− 𝑐5√

𝛿

)︂
𝒫0

∏︁
𝑝

𝑠(𝑝) +𝑂
(︁
𝑁2𝐵7/2𝑄−1ln11𝑄

)︁
.
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Доказательство. В силу (47) имеем

𝑀2 =
∑︁
𝑞⩽𝑄

1

𝜙3 (𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ)

∞∫︁
−∞

𝑒 (−𝑏𝜂) {сумма членов в (𝑇2)} 𝑑𝜂. (59)

Здесь (𝑇2) -есть сумма 19 членов, каждый из которых содержат по крайней мере один мно-
житель 𝐺𝑗 (ℎ, 𝑞, 𝜂). В силу (30) и (32) имеем

𝑇2 = 𝐹
(1)
1 𝐺2𝐹

(1)
3 −𝐹 (2)

1 𝐺2𝐹
(1)
3 −𝐺1𝐹

(1)
2 𝐹

(1)
3 +𝐺1𝐹

(2)
2 𝐹

(1)
3 +𝐺1𝐺2𝐹

(1)
3 +𝐹

(1)
1 𝐺2𝐹

(2)
3 −𝐹 (2)

1 𝐺2𝐹
(2)
3 +

+𝐺1𝐹
(1)
1 𝐹

(2)
3 −𝐺1𝐹

(2)
2 𝐹

(2)
3 −𝐺1𝐺2𝐹

(2)
3 − 𝐹

(1)
1 𝐹

(1)
2 𝐺3 + 𝐹

(1)
1 𝐹

(2)
2 𝐺3 + 𝐹

(1)
1 𝐺2𝐺3+

+𝐹
(2)
1 𝐹

(1)
3 𝐺3 − 𝐹

(2)
1 𝐹

(2)
2 𝐺3 − 𝐹

(2)
1 𝐺2𝐺3 +𝐺1𝐹

(1)
2 𝐺3 −𝐺1𝐹

(2)
3 𝐺3 −𝐺1𝐺2𝐺3 =

19∑︁
𝑠=1

𝑋𝑠,

где

𝐹
(1)
𝑗 = 𝐶1 (𝜒0, 𝑎𝑗ℎ) 𝐼 (𝑎𝑗𝜂) , 𝐹

(2)
𝑗 = 𝐶1 (�̃�𝜒0, 𝑎𝑗ℎ) 𝐼 (𝑎𝑗𝜂) , 𝐺𝑗 (ℎ, 𝑞, 𝜂) =

∑︁
𝜒

𝐶1 (�̃�, 𝑎𝑗ℎ) 𝐼𝜒 (𝑎𝑗𝜂),

при 𝑗 = 1, 2 и 𝐹
(1)
3 = 𝐶2 (𝜒0, 𝑎3ℎ) 𝐼 (𝑎3𝜂) , 𝐹

(2)
3 = 𝐶2 (�̃�𝜒0, 𝑎3ℎ) 𝐼 (𝑎3𝜂) ,

𝐺3 (ℎ, 𝑞, 𝜂) =
∑︀
𝜒
𝐶2 (�̃�, 𝑎3ℎ) 𝐼𝜒 (𝑎3𝜂).

Оценим вклад этих членов в 𝑀2. Для конкретности оценим вклад одного из этих членов,
например типичного члена

𝑋12 = 𝛿�̃�𝐶1 (𝜒0, 𝑎1ℎ) 𝐼 (𝑎1𝜂)𝐶1 (�̃�𝜒0, 𝑎2ℎ) 𝐼 (𝑎2𝜂)𝐺3 (ℎ, 𝑞, 𝜂) .

Согласно (30), (32), (8) и (59), имеем

𝑋12 =
∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

1

𝜙3 (𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ)

∞∫︁
−∞

𝑒 (−𝑏𝜂)𝐶1 (𝜒0, 𝑎1ℎ)𝐶1 (�̃�𝜒0, 𝑎2ℎ) 𝐼 (𝑎1𝜂) 𝐼 (𝑎2𝜂)×

×𝐺3 (ℎ, 𝑞, 𝜂) 𝑑𝜂 =
∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

1

𝜙3 (𝑞)

𝑞∑︁
ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ) 𝐶1 (𝜒0, 𝑎1ℎ)𝐶1 (�̃�𝜒0, 𝑎2ℎ)

⎛⎝∑︁
𝜒

𝐶2 (�̃�, 𝑎3ℎ)
∑︁
|𝛾|⩽𝑇

′

⎞⎠×

×
∞∫︁

−∞

⎛⎝ 𝑁∫︁
𝐿

𝑒 (𝑎1𝜂𝑥1) 𝑑𝑥1

⎞⎠⎛⎝ 𝑁∫︁
𝐿

𝑥𝛽−1𝑒 (𝑎2𝜂𝑥2) 𝑑𝑥2

⎞⎠⎛⎝ 𝑁∫︁
𝐿

𝑥𝜌−1𝑒
(︀
𝑎3𝜂𝑥

2
3

)︀
𝑑𝑥3

⎞⎠ 𝑑𝜂.

Здесь интеграл
∞∫︀

−∞
...𝑑𝜂 равен 𝑁2(2 |𝑎3|)−1 ∫︀

𝐷

𝑥
−1/2
3

(︀
𝑁2𝑥3

)︀ 𝜌3−1
2 (𝑁𝑥2)

𝛽−1𝑑𝑥1𝑑𝑥2. Известно, что

каждый характер индуцируется единственным примитивным характером и следовательно для
каждого примитивного характера 𝜒* (mod𝑟) и каждого 𝑞 делимой с 𝑟 существует единствен-
ный характер 𝜒 (mod𝑞), который индуцируется с 𝜒*. Кроме того 𝐿– функции 𝐿 (𝑠, 𝜒*) и 𝐿 (𝑠, 𝜒)
имеют одинаковое множество нетривиальных нулей с положительной вещественной частью.
Таким образом мы можем перегруппировать члены в 𝑋12 следующим образом:

𝑋12 = 𝑁2(2 |𝑎3|)−1 ∫︀
𝐷

𝑥
−1/2
3 (𝑁𝑥2)

𝛽−1.
∑︀
𝑟⩽𝑄

∑︀
𝜒( mod 𝑟)

* ∑︀
|𝛾|⩽𝑇

(︀
𝑁2𝑥3

)︀ 𝜌3−1
2

∑︀
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

1
𝜙3(𝑞)

×

×
𝑞∑︀

ℎ=1

′
𝑒𝑞 (−𝑏ℎ) 𝐶1 (𝜒0, 𝑎1ℎ)𝐶1 (�̃�𝜒0, 𝑎2ℎ)𝐶2 (�̃�3, 𝑎3ℎ) 𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

(60)
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Здесь
∑︀

𝜒( mod 𝑟)

*– означает суммирование по всем примитивным характерам по модулю 𝑟 и

𝜒0 (mod𝑞). Ввиду (38) внутренняя сумма
∑︀
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

в (60) равно

∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

1

𝜙3 (𝑞)
𝑍 (𝑞;𝜒0, �̃�𝜒0, �̃�3𝜒0) .

Следовательно, в силу леммы 10 (b) равен

𝜙(𝜎𝑟)−3𝑌 (𝜎𝑟)
∏︁
𝑝∤𝑟

𝑠(𝑝) +𝑂
(︁
𝑄−1𝐵5/2ln11𝑄

)︁
.

Используя тривиальную оценку |𝑌 (𝜎𝑟)| ⩽ 𝜎𝑟𝑁 (𝜎𝑟) (см.(40)) и ввиду (56) заключаем, что⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒∑︁
𝑞⩽𝑄
𝑟∖𝑞

1

𝜙3 (𝑞)
𝑍 (𝑞;𝜒0, �̃�𝜒0, �̃�3𝜒0)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ⩽ 𝜎𝑟

𝜙(𝜎𝑟)3
𝑁 (𝜎𝑟)

∏︁
𝑝∤𝑟

𝑠(𝑝) +𝑂
(︁
𝑄−1𝐵5/2ln11𝑄

)︁
=

=
∏︁
𝑝∤𝑟

𝑠(𝑝) +𝑂
(︁
𝑄−1𝐵5/2ln11𝑄

)︁
.

Подставляя это в (60) получим

|𝑋12| ⩽

(︃∏︁
𝑝

𝑠(𝑝) +𝑂
(︁
𝑄−1𝐵5/2ln11𝑄

)︁
𝑁2(2 |𝑎3|)−1

)︃
×

×
∫︁
𝐷

𝑥
−1/2
3 (𝑁𝑥2)

𝛽−1
∑︁
𝑟⩽𝑄

∑︁
𝜒( mod 𝑟)

* ∑︁
|𝛾|⩽𝑇

(︀
𝑁2𝑥3

)︀ 𝜌3−1
2 𝑑𝑥1𝑑𝑥2. (61)

В лемме 6.2 работы [9] доказана, что для некоторого подходящего 𝑐5 и для любого веще-
ственного 𝑦 ⩾

√
𝑁 справедлива оценка∑︁

𝑞⩽𝑇

∑︁
𝜒( mod 𝑟)

*
∑︁
|𝛾|⩽𝑇

𝑦𝛽−1 ≪ Ω3 exp

(︂
−𝑐5√
𝛿

)︂
.

Применяя это кратным суммам в (61) и замечая, что
(︀
𝑁2𝑥3

)︀1/2
⩾ 𝐿 ⩾

√
𝑁 и 𝑁𝑥 >

√
𝑁 для

(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷 получим

|𝑋12| ⩽
(︂
Ω3 exp

(︂
−𝑐5√
𝛿

)︂)︂2
(︃∏︁

𝑝

𝑠(𝑝) +𝑂
(︁
𝑄−1𝐵5/2ln11𝑄

)︁)︃
𝒫0.

Ввиду (53), для 𝑋12 и следовательно для𝑀2 справедливы указанные в лемме 15 ограничения,
т.е.

𝑀2 ≪ Ω3 exp

(︂
−𝑐5√
𝛿

)︂
𝒫0

∏︁
𝑝

𝑠(𝑝) +𝑂
(︁
𝑁2𝑄−1𝐵7/2ln11𝑄

)︁
.

2

Теперь, комбинируя все наши оценки можем получить необходимое нужное ограничение
для 𝐼1 (𝑁). Рассмотрим два случая: 1) Пусть не существует исключительный нуль 𝛽 или
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существует и 𝑟 модуль исключительного характера �̃� удовлетворяет неравенству 𝑟 > 𝑄0,7.
Тогда согласно (48), леммам 12 и 13 b) и 15 при достаточно малом 𝛿 имеем:

𝐼1 (𝑁) =𝑀1+𝑀2+𝑀3+𝑂
(︀
𝑁2𝑄−1

)︀
= 𝒫0

∏︁
𝑝

𝑠(𝑝)+𝑂
(︁
𝑁2𝑄−1𝐵

𝑐3
ln ln𝐵 ln10𝑄

)︁
+𝑂

(︁
𝑟−1𝑁2𝐵5/2

)︁
+

+𝑂

(︃
Ω3 exp

(︂
−𝑐5√
𝛿

)︂
𝒫0

∏︁
𝑝

𝑠(𝑝)

)︃
+𝑂

(︁
𝑁2𝑄−1𝐵7/2ln11𝑄

)︁
⩾

1

2
𝒫0

∏︁
𝑝

𝑠(𝑝) +𝑂
(︁
𝑁2𝑄−0,1𝐵5/2

)︁
.

Отсюда в силу 4.7 (b), формулы (3.18) работе [12] и (52) находим

𝐼1(𝑁) ≫ 𝒫0𝐵
−6 +𝑂

(︁
𝑁2𝑄−0,1𝐵5/2

)︁
≫ 𝑁2𝐵−8(2 |𝑎3|)−1 +𝑂

(︁
𝑁2𝑄−0,1𝐵5/2

)︁
≫ 𝑁2𝐵−8. (62)

2) Пусть теперь существует исключительный нуль 𝛽 и 𝑟 модуль исключительного характера
�̃� удовлетворяет условию 𝑟 ⩽ 𝑄0,7. В этом случае мы используем равенство (48), леммы 14 и
15, тогда при достаточно малом 𝛿 получим:

𝐼1 (𝑁) =𝑀1 +𝑀2 +𝑀3 +𝑂
(︀
𝑁2𝑄−1

)︀
⩾ Ω3𝒫0

∏︀
𝑝
𝑠(𝑝) +𝑂

(︀
𝑁2𝐵7/2𝑄−2/5ln11𝑄

)︀
+𝑀2 ≫

≫ Ω3𝒫0
∏︀
𝑝
𝑠(𝑝)− Ω3 exp

(︁
−𝑐5√

𝛿

)︁
𝒫0
∏︀
𝑝
𝑠(𝑝) +𝑂

(︀
𝑁2𝐵7/2𝑄−2/5ln11𝑄

)︀
≫ 1

2Ω
3𝒫0

∏︀
𝑝
𝑠(𝑝)+

+𝑂
(︀
𝑁2𝑄−39/100

)︀
.

Согласно (55), (7) и (5) имеем

Ω ⩾
(︁
1− 𝛽

)︁
ln𝑇 ⩾ 𝑐2

(︁
𝑟1/2ln2𝑟

)︁−1
ln𝑇 ≫

(︁
𝑄7/20ln2𝑄

)︁−1
ln𝑇 ≫

(︁
𝑄7/20 ln𝑄

)︁−1
.

Подобно тому как в случае (1) отсюда выводим

𝐼1 (𝑁) ≫ 𝑄
−21
20 (ln𝑄)−3𝑁2𝐵−8(2 |𝑎3|)−1. (63)

Поэтому если не существует исключительный нуль 𝛽 или существует и модуль 𝑟 исключи-
тельного характера �̃� удовлетворяет неравенству 𝑟 > 𝑄

1
13 , тогда из (19) и (62) получим

𝑅 (𝑁) ⩾ 𝑐4
𝑁2

𝐵8ln3𝑁
− 𝑐5

𝑁2+
𝑐3

ln ln𝑁𝐵1/4

𝑄1/4ln2𝑁
=

𝑁2

𝐵8ln3𝑁

(︃
𝑐4 − 𝑐5

𝑁
𝑐3

ln ln𝑁𝐵33/4 ln𝑁

𝑄1/4

)︃
⩾

⩾
𝑁

𝐵8ln3𝑁

(︃
𝑐4 − 𝑐5

𝐵33/4 ln𝑁

𝑁0.15𝛿

)︃
⩾ 𝑐3

𝑁

𝐵8ln3𝑁
(64)

Во втором случае, т.е. если существует исключительный нуль 𝛽 и модуль 𝑟 исключитель-
ного характера �̃� удовлетворяет условию 𝑟 ⩽ 𝑄1/13, то из (19) и (63) получим:

𝑅 (𝑁) ⩾ 𝑐4
𝑁2

𝐵8𝑄
3
26 ln3𝑄ln3𝑁

− 𝑐5
𝑁2+

𝑐3
ln ln𝑁𝐵1/4

𝑄1/4ln2𝑁
⩾

𝑁2

𝐵8𝑄
3
26 ln6𝑁

(︃
𝑐7 − 𝑐5

𝑁
𝑐3

ln ln𝑁𝐵
33
4 ln4𝑁

𝑄
1
4
− 3

26

)︃
⩾

⩾
𝑁2

𝐵8𝑄
3
26 ln6𝑁

(︃
𝑐7 −

𝑐5

𝑄
1
13

)︃
⩾ 𝑐8

𝑁2

𝐵2𝑄
3
26 ln6𝑁

. (65)

Из (64) и (65) сразу следует, что 𝑅 (𝑁) > 0, то есть уравнение (1) имеет решение в простых
числах 𝑁

𝐿 ⩽ 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 ⩽ 𝑁. Теорема доказана.
Отметим, что оценка (65) является слабее чем оценка (64). Поэтому можно утверждать

что для всех 𝑁
𝐿 ⩽ 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 ⩽ 𝑁 справедлива оценка (65). Отсюда следует и справедливость

теоремы 2.
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