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Аннотация

В работе рассматриваются 𝐹–ряды 𝑓𝑖,𝑗(𝑧) =
∑︀∞

𝑛=0 (𝛼𝑖)𝑛(𝛽𝑗𝑧)
𝑛
, где 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 – некото-

рые рациональные числа. Эти ряды удовлетворяют системе линейных дифференциальных
уравнений первого порядка с коэффициентами из C(𝑧). Используя предыдущие резуль-
таты, полученные с помощью подхода, предложенного в одной из работ В.Х. Салихова,
устанавливается алгебраическая независимость этих рядов над C(𝑧). Применение общей
теоремы об арифметических свойствах 𝐹–рядов из работ В.Г. Чирского, позволяет утвер-
ждать бесконечную алгебраическую независимость значений этих рядов. Это означает, что
для любого многочлена 𝑃 (𝑥1,1, . . . , 𝑥𝑚,𝑛) с целыми коэффициентами, отличного от тожде-
ственного нуля и любого целого числа 𝜉 ̸= 0, существует бесконечное множество простых

чисел 𝑝 таких что в поле Q𝑝 выполняется неравенство
⃒⃒⃒
𝑃
(︁
𝑓
(𝑝)
1,1 (𝜉), . . . , 𝑓

(𝑝)
𝑚,𝑛(𝜉)

)︁⃒⃒⃒
𝑝
̸= 0. Здесь

символы 𝑓
(𝑝)
𝑖𝑗 (𝜉) обозначают суммы рядов

∑︀∞
𝑛=0 (𝛼𝑖)𝑛 (𝛽𝑗𝜉)

𝑛
в поле Q𝑝.
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Abstract

The paper considers 𝐹 -series 𝑓𝑖,𝑗(𝑧) =
∑︀∞

𝑛=0 (𝛼𝑖)𝑛(𝛽𝑗𝑧)
𝑛
, where 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 are some rational

numbers. These series satisfy a system of first-order linear differential equations with coefficients
from C(𝑧). Using previous results obtained using the approach proposed in one of the works of
V.Kh. Salikhov, the algebraic independence of these series over C(𝑧) is established. Application
of the general theorem on the arithmetic properties of 𝐹 -series from the works of V.G. Chirsky,
allows us to assert the infinite algebraic independence of the values of these series. This means
that for any polynomial 𝑃 (𝑥1,1, . . . , 𝑥𝑚,𝑛) with integer coefficients other than the identical zero
and any integer 𝜉 ̸= 0, there is an infinite set of prime numbers 𝑝 such that in the field Q𝑝

the inequality
⃒⃒⃒
𝑃
(︁
𝑓
(𝑝)
1,1 (𝜉), . . . , 𝑓

(𝑝)
𝑚,𝑛(𝜉)

)︁⃒⃒⃒
𝑝
̸= 0. Here the symbols 𝑓

(𝑝)
𝑖𝑗 (𝜉) denote the sums of the

series
∑︀∞

𝑛=0 (𝛼𝑖)𝑛 (𝛽𝑗𝜉)
𝑛
in the field Q𝑝.
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1. Введение

Работа посвящена применению обобщения метода Зигеля-Шидловского на полиадическую
область к конкретным рядам, обобщающим классический ряд Эйлера, расходящийся в поле
комплексных чисел. В направлении обобщения метода Зигеля-Шидловского на полиадиче-
скую область имеется достаточно много работ [17],[3]. В последнее время большое внимание
привлекают ряды – параметры которых – полиадические числа Лиувилля [5]–[16].

Дадим необходимые определения.
Элементы кольца целых полиадических чисел a ∈ G𝑡 имеют каноническое представление

в виде ряда

a =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 · 𝑛! (1)

где 𝑎𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}.
Кольцо G𝜏 является прямым произведением колец Z𝑝𝑖 по всем простым числам 𝑝𝑖, при этом
ряд a сходится в любом Z𝑝𝑖 и его сумма в этом кольце обозначается 𝑎(𝑝𝑖).

В работе [3] предложена следующая классификация полиадических чисел.
Назовем полиадическое число a алгебраическим, если существует отличный от нуля мно-

гочлен 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами такой, что полиадическое число 𝑃 (a) равно нулю, т.е.
для любого простого числа 𝑝 в кольце Z𝑝 выполнено равенство 𝑃 (𝑎(𝑝)) = 0.

Полиадическое число, которое не является алгебраическим, естественно называть транс-
цендентным полиадическим числом. В этом случае для любого отличного от нуля многочлена
𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами существует хотя бы одно простое число 𝑝 такое, что в кольце
Z𝑝 выполнено неравенство 𝑃 (𝑎(𝑝)) ̸= 0.

Термин почти полиадическое число использован для обозначения того случая, когда рас-
сматриваемый ряд сходится во всех полях Q𝑝, кроме, быть может, конечного их числа.

Назовем почти полиадическое число a алгебраическим, если существует отличный от ну-
ля многочлен 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами такой, что почти полиадическое число 𝑃 (a)
равно нулю, т.е. для любого простого числа 𝑝 кроме конечного числа простых, для которых
рассматриваемый ряд расходится в Q𝑝, в кольце Z𝑝 выполнено равенство 𝑃 (𝑎(𝑝)) = 0.

Почти полиадическое число, которое не является алгебраическим, естественно называть
трансцендентным почти полиадическим числом. В этом случае для любого отличного от
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нуля многочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами существует хотя бы одно простое число 𝑝
такое, что в кольце Z𝑝 выполнено неравенство 𝑃 (𝑎(𝑝)) ̸= 0.

Будем называть почти полиадическое число бесконечно трансцендентным, если для лю-
бого отличного от нуля многочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами существует бесконечное
множество простых чисел 𝑝 таких, что в кольце Z𝑝 выполнено неравенство 𝑃 (𝑎(𝑝)) ̸= 0.

Наконец, будем называть почти полиадическое число глобально трансцендентным, если
для любого отличного от нуля многочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами и любого простого
числа 𝑝 в кольце Z𝑝 выполнено неравенство 𝑃 (𝑎(𝑝)) ̸= 0.

Отметим, что из бесконечной трансцендентности a не следует трансцендентность 𝑎(𝑝) хотя
бы для одного простого числа 𝑝.

Почти полиадические числа a1, . . . , a𝑚 называются алгебраически независимыми, если для
любого отличного от нуля многочлена 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) с целыми коэффициентами существует хо-

тя бы одно простое число 𝑝 такое, что в кольце Z𝑝 выполнено неравенство 𝑃 (𝑎
(𝑝)
1 , . . . , 𝑎

(𝑝)
𝑚 ) ̸= 0.

Будем называть почти полиадические числа бесконечно алгебраически независимыми, ес-
ли для любого отличного от нуля многочлена 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) с целыми коэффициентами суще-
ствует бесконечное множество простых чисел 𝑝 таких, что в кольце Z𝑝 выполнено неравенство
𝑃 (𝑎

(𝑝)
1 , . . . , 𝑎

(𝑝)
𝑚 ) ̸= 0.

2. Основные результаты

Рассмотрим ряды 𝑓𝑖𝑗 =
∑︀∞

𝑛=0 (𝛼𝑖)𝑛(𝛽𝑗𝑧)
𝑛.

В работе доказываются теоремы.

Теорема 1. Пусть 𝛼𝑖, 𝛽𝑗, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑙 рациональные числа, удовлетворяю-
щие уровнениям

при 𝑗 ̸= 𝑠 𝛽𝑗 ̸= 𝛽𝑠,

при 𝑖 ̸= 𝑟 𝛼𝑖 − 𝛼𝑟 /∈ Z

Пусть 𝜉 ∈ Z, 𝜉 ̸= 0. Тогда полиадические числа 𝑓1,1(𝜉), . . . , 𝑓𝑚,𝑛(𝜉) – бесконечно алгебраически
независимы.

Доказательство. Сначала требуется доказать алгебраическую независимость рядов (1) над
полем C(𝑧). Для этого мы применим теорему из [1], доказанную методом, предложенным В.Х.
Салиховым в работе [2], для 𝐸–функций. Сформулируем эту теорему из [1].

Ряд
∞∑︁
𝑛=0

(𝛼)𝑛(𝛽𝑧)
𝑛 = 𝑦

удовлетворяет уравнению

𝑦′ =
1− 𝛼𝛽𝑧

𝛽𝑧2
𝑦 − 1

𝛽𝑧2

Поэтому 𝑓𝑖𝑗(𝑧) удовлетворяют системе уравнений

𝑦𝑖𝑗
′ =

1− 𝛼𝑖𝛽𝑗𝑧

𝛽𝑗𝑧2
𝑦𝑖𝑗 −

1

𝛽𝑗𝑧2
; 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑙 (2)

Эта система после умножения на 𝛽𝑗𝑧2 каждого из уравнений примет вид

𝛽𝑗𝑧
2𝑦𝑖𝑗

′ − (1− 𝛼𝑖𝛽𝑗𝑧) 𝑦𝑖𝑗 = −1

Обозначим 𝛽𝑗𝑧
2 = 𝑃1,𝑖𝑗 , −(1− 𝛼𝑖𝛽𝑗𝑧) = 𝑃0,𝑖𝑗 , 𝑄𝑖𝑗 = −1 тогда уравнения (2) примут вид
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𝑃1,𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗
′ + 𝑃0,𝑖𝑗𝑦𝑖 = 𝑄𝑖𝑗 .

Пусть

𝑃1,𝑖𝑦
′
𝑖 + 𝑃0,𝑖𝑦𝑖 = 𝑄𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚

где 𝑃0,𝑖, 𝑃1,𝑖, 𝑄𝑖 ∈ Q(𝑧).
(3)

exp

(︂∫︁ (︂
𝑃0,𝑖(𝑧)

𝑃1,𝑖(𝑧)
− 𝑃0,𝑗(𝑧)

𝑃1,𝑗(𝑧)

)︂
𝑑𝑧

)︂
̸∈ C(𝑧), 𝑖 ̸= 𝑗. (4)

Тогда 𝑓1(𝑧), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 алгебраически независимы над C(𝑧) Рассмотрим

𝑃0,𝑖,𝑗

𝑃1,𝑖,𝑗
− 𝑃0,𝑟,𝑠

𝑃1,𝑟,𝑠
=

− (1− 𝛼𝑖𝛽𝑗𝑧)

𝛽𝑗𝑧2
+

(1− 𝛼𝑟𝛽𝑠𝑧)

𝛽𝑠𝑧2
=(︂

1

𝛽𝑠
− 1

𝛽𝑗

)︂
· 1

𝑧2
+
𝛼𝑖
𝑧

− 𝛼𝑟
𝑧

=(︂
1

𝛽𝑠
− 1

𝛽𝑗

)︂
· 1

𝑧2
+

(𝛼𝑖 − 𝛼𝑟)

𝑧
=∫︁ (︂

𝑃0,𝑖,𝑗

𝑃1,𝑖,𝑗
− 𝑃0,𝑟,𝑠

𝑃1,𝑟,𝑠

)︂
𝑑𝑧 =

(𝛼𝑖 − 𝛼𝑟) · ln 𝑧 +
(︂

1

𝛽𝑗
− 1

𝛽𝑠

)︂
· 1
𝑧
;

exp

∫︁ (︂
𝑃0,𝑖,𝑗

𝑃1,𝑖,𝑗
− 𝑃0,𝑟,𝑠

𝑃1,𝑟,𝑠

)︂
𝑑𝑧 = 𝑧𝛼𝑖−𝛼𝑟 · 𝑒

(︂
1
𝛽𝑗

− 1
𝛽𝑠

)︂
· 1
𝑧
.

если 𝛽𝑖 ̸= 𝛽𝑠, то эта величина не входит в C(𝑧), какими бы ни были 𝛼𝑖 и 𝛼𝑟. Если 𝛽𝑗 = 𝛽𝑠, то
эта величина становится равной 𝑧𝛼𝑖−𝛼𝑟 и она не принадлежит C(𝑧), если 𝛼𝑖 − 𝛼𝑟 ̸∈ Z для всех
𝑖, 𝑟, 𝑖 ̸= 𝑟.

В работе В.Г Чирского [3] сформулирована и доказана следующая теорема:

Теорема 2. Пусть 𝑓1(𝑧), . . . , 𝑓𝑚(𝑧) входят в класс 𝐹–рядов
∑︀∞

𝑛=0 𝑎𝑛 · 𝑛!𝜉𝑛, 𝑎𝑛 ∈ Q со-
ставляют решение системы линейных дифференциальных уравнений

𝑌𝑖
′ =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐵𝑖,𝑗(𝑧)𝑌𝑖 +𝐵𝑖,0(𝑧), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, (5)

где 𝐵𝑖,𝑗 ∈ Q(𝑧). Пусть 𝑇0(𝑧) ∈ Z[𝑧] и 𝑇0(𝑧) · 𝐵𝑖,𝑗(𝑧) ∈ Z[𝑧], 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 0, . . . ,𝑚 при-
чем степень 𝑇0(𝑧)– наименьшая возможная, а коэффициенты 𝑇0(𝑧)–взаимно простые целые
числа и алгебраически независимы над Q(𝑧). Пусть число 𝜉 ∈ Z, 𝜉 ̸= 0 и отлично от осо-
бых точек системы (5). Тогда почти полиадические числа ai =

∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑖,𝑛 · 𝑛!𝜉𝑛, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝑎𝑖,𝑛 ∈ Z бесконечно алгебраически независимы.

Так как 𝑓𝑖,𝑗(𝑧) ходят в класс 𝐹– рядов, все условия этой теоремы выполнены и теорема 1
доказана. 2

Пусть

𝜉 =
∞∑︁
𝑘=0

𝜃𝑘, (6)
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Θ𝑛 =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝜃𝑘. (7)

Пусть Ξ – ряд (4), где 𝜃𝑘 – целые числа из поля K, сходящийся во всех полях K𝑣, 𝑣 ∈ 𝑉0. Пусть
𝜖 > 0, 0 < 𝛿 < 1 и существует бесконечное множество номеров 𝑛 таких, что для всех простых
чисел 𝑝 удовлетворяющих неравенству

𝑝 ≤ 𝑚 exp
(︀
ln1+2𝜖

⃒⃒
Θ𝑛

⃒⃒)︀
(8)

и любого нормирования 𝑣, продолжающего 𝑝 – адическое нормирование в поле K, выполняется
неравенство

|Ξ−Θ𝑛|𝑣 < exp
(︀
−
(︀
exp

(︀
ln1+𝜖

⃒⃒
Θ𝑛

⃒⃒)︀
ln1+2𝜖

⃒⃒
Θ𝑛

⃒⃒)︀)︀
> exp

(︀
ln2+𝜖

⃒⃒
Θ𝑛

⃒⃒)︀
(9)

Теорема 3. Пусть 𝛼𝑖, 𝛽𝑗, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑙 рациональные числа, удовлетворяю-
щие уравнениям

при 𝑗 ̸= 𝑠 𝛽𝑗 ̸= 𝛽𝑠,

при 𝑖 ̸= 𝑟 𝛼𝑖 − 𝛼𝑟 /∈ Z

Пусть Ξ ∈ Z, Ξ ̸= 0. Тогда полиадические числа 𝑓1,1(Ξ), . . . , 𝑓𝑚,𝑛(Ξ) – бесконечно алгебраиче-
ски независимы.

Доказательства теоремы 3 следуют из приведенных выше рассуждений и теоремы 2 статьи
[4].

3. Заключение

Работа продолжает исследования автора (ссылку на статью). Планируется исследовать
статистические свойства этих рядов.
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