
Мера трансцендентности числа Лиувилля в 𝑝-адической области 359

ЧЕБЫШЕВСКИЙ СБОРНИК

Том 25. Выпуск 3.

УДК 517 DOI 10.22405/2226-8383-2024-25-3-359-364

Мера трансцендентности числа Лиувилля в 𝑝-адической
области

Е. С. Крупицын

Крупицын Евгений Станиславович — кандидат физико-математических наук, Институтт
математики и информатики МПГУ (г. Москва).
e-mail: krupitsin@gmail.com

Аннотация

В статье установлены оценки многочлена от полиадического Лиувиллева числа в 𝑝-
адической области.

Ключевые слова: полиадическое число Лиувилля, трансцендентность.

Библиография: 14 названий.

Для цитирования:
Крупицын, Е. С. Мера трансцендентности числа Лиувилля в 𝑝-адической области // Чебы-
шевcкий сборник, 2024, т. 25, вып. 3, с. 359–364.

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 25. No. 3.

UDC 517 DOI 10.22405/2226-8383-2024-25-3-359-364

A measure of the transcendence of the Liouville number in the
𝑝-adic domain

E. S. Krupitsyn

Krupitsyn Evgeny Stanislavovich — candidate of physical and mathematical sciences, Institute
of Mathematics and Computer Science of MSPU (Moscow).
e-mail: krupitsin@gmail.com

Abstract

The paper presents a lover estimate for the 𝑝-adic value of a polynomial evaluated at polyadic
Liouville number.

Keywords: polyadic Liouville numbers, transcendence

Bibliography: 14 titles.

For citation:
Krupitsyn, E. S. 2024, “A measure of the transcendence of the Liouville number in the 𝑝-adic
domain” , Chebyshevskii sbornik, vol. 25, no. 3, pp. 359–364.



360 E. C. Крупицын

1. Введение

В ряде работ [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14] существенно исполь-
зуется понятие полиадического Лиувиллева числа.

В работах [2], [3], [4], [5] устанавливается бесконечная линейная независимость значений
гипергеометрических рядв с праметрами — полиадическими числами Лиувилля. В работе [1]
установлено, что при определенных условиях на параметры рядов вида

𝐹0(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1))𝑛 . . . (𝛼𝑟)𝑛
(𝛽1))𝑛 . . . (𝛽𝑠)𝑛

𝑧𝑛,

𝐹1(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝛼1 + 1))𝑛 . . . (𝛼𝑟 + 1)𝑛
(𝛽1 + 1))𝑛 . . . (𝛽𝑠 + 1)𝑛

𝑧𝑛

хотя бы одно из чисел 𝐹0(𝜉), 𝐹1(𝜉), где 𝜉 — натуральное число или полиадическое число Ли-
увилля, трансцендентное в бесконечном множестве полей 𝑝-адических чисел.

Перейдем к точным формулировкам. Полиадическим числом называется элемент прямого
произведения колец целых 𝑝-адических чисел, взятого по всем простым числам 𝑝. Его кано-
нический вид

a =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 · 𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ N ∪ {0}, 𝑎𝑛 ⩽ 𝑛.

Этот ряд сходится во всех полях 𝑝-адических чисел и его сумму в поле 𝑝-адических чисел
обозначим a(𝑝).

Полиадическое число a назовем полиадическим числом Лиувилля, если для любых чисел
𝑃 и 𝑛 существует такое целое число 𝐴, что для всех простых чисел 𝑝 ⩽ 𝑃 выполняется
неравенство

|a(𝑝) −𝐴| < |𝐴|−𝑛.

Разумеется, полиадическое число Лиувилля является трансцендентным элементом любого
поля 𝑝-адических чисел [6], [7].

В работах [12], [13] устанавлены оценки многочленов и линейных форм от полиадических
чисел Лиувилля. В этих оценках содержатся величины, точные значения которых не указаны.
Цель этой работы — получение явных оценок меры трансцендентности в 𝑝-адическом поле для
полиадических чисел указанного ниже вида.

2. Основной результат

Пусть 𝜆0 = 1 и для любого простого числа 𝑝 такого, что 𝑝 ⩽
[︀
𝑒𝜆0
]︀
+ 1 выполнено

𝑜𝑟𝑑𝑝𝜇0 =
[︀
𝑒𝜆0
]︀
+ 1.

Пусть далее 𝜆1 = 𝜆0+𝜇0 и для любого простого числа 𝑝 такого, что 𝑝 ⩽
[︀
𝑒𝜆1
]︀
+1 выполнено

𝑜𝑟𝑑𝑝𝜇1 =
[︀
𝑒𝜆1
]︀
+ 1.

На 𝑘-м шаге имеем
𝜆𝑘 = 𝜆𝑘−1 + 𝜇𝑘−1 (1)

и для любого простого числа 𝑝 такого, что

𝑝 ⩽
[︁
𝑒𝜆𝑘
]︁
+ 1 (2)

выполнено
𝑜𝑟𝑑𝑝𝜇𝑘 =

[︁
𝑒𝜆𝑘
]︁
+ 1. (3)
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Обозначим

𝜆 = 𝜆0 +
∞∑︁
𝑘=0

𝜇𝑘. (4)

Из (1) – (4) следует, что 𝜆 является полиадическим числом Лиувилля.

Теорема 1. Для любого натурального числа 𝑑 существует постоянная 𝐻0 такая, что
для любого ненулевого многочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами степени не выше 𝑑 и
высоты 𝐻 ⩾ 𝐻0 и любого простого числа 𝑝, удовлетворяющего неравенству

𝑝 ⩽
[︀
exp

(︀
𝐶1𝑒

2𝐻
)︀]︀

+ 1 (5)

выполнено неравенство
|𝑃 (𝜆)|𝑝 ⩾ 𝑒−𝑑𝐶3𝑒2𝐻 , (6)

где 𝐶3 > 𝐶1 > 𝐶0 = 2 ln 2.

Доказательство. Для любого натурального числа 𝑘 имеет место равенство

𝑃 (𝜆) = 𝑃 (𝜆𝑘) + 𝑃 ′(𝜆𝑘)(𝜆− 𝜆𝑘) +
𝑃 ′′(𝜆𝑘)

2
(𝜆− 𝜆𝑘)

2 + . . .+
𝑃 (𝑑)(𝜆𝑘)

𝑑!
(𝜆− 𝜆𝑘)

𝑑. (7)

Так как 𝑃 (𝑥) имеет целые коэффициенты, а числа 𝜆𝑘 — натуральные, все числа

𝑃 ′(𝜆𝑘),
𝑃 ′′(𝜆𝑘)

2
, . . . ,

𝑃 (𝑑)(𝜆𝑘)

𝑑!

являются целыми. Кроме того, согдасно (1) – (4)

𝜆− 𝜆𝑘 =
∞∑︁
𝑙=𝑘

𝜇𝑙

и

|𝜆− 𝜆𝑘|𝑝| = 𝜇𝑘|𝑝, (8)⃒⃒⃒⃒
⃒𝑃 ′(𝜆𝑘)(𝜆− 𝜆𝑘) +

𝑃 ′′(𝜆𝑘)

2
(𝜆− 𝜆𝑘)

2 + . . .+
𝑃 (𝑑)(𝜆𝑘)

𝑑!
(𝜆− 𝜆𝑘)

𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝

⩽ |𝜇𝑘|𝑝 (9)

для всех простых чисел 𝑝, удовлетворяющих неравенству (2).
По лемме о модуле старшего члена [14], если

𝜆𝑘 > 𝐻 + 1, (10)

то 𝑃 (𝜆𝑘) ̸= 0 и, следовательно,

|𝑃 (𝜆𝑘)|𝑝 ⩾
1

|𝑃 (𝜆𝑘)|
⩾

1

𝑑𝐻𝜆𝑑𝑘
= 𝑒− ln𝐻−ln 𝑑−𝑑 ln𝜆𝑘 . (11)

Если выполнено неравенство

|𝜇𝑘|𝑝 < 𝑒− ln𝐻−ln 𝑑−𝑑 ln𝜆𝑘 , (12)

то из (7), (9), (11) и (12) следует оценка

|𝑃 (𝜆)|𝑝 = |𝑃 (𝜆𝑘)|𝑝 ⩾ 𝑒− ln𝐻−ln 𝑑−𝑑 ln𝜆𝑘 . (13)
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Так как

𝜇𝑘−1 =
∏︁

𝑝⩽[𝑒𝜆𝑘−1 ]+1

𝑝[𝑒
𝜆𝑘−1 ]+1 =

∏︁
𝑝⩽[𝑒𝜆𝑘−1 ]+1

𝑒ln 𝑝([𝑒
𝜆𝑘−1 ]+1) =

= exp
(︁[︁
𝑒𝜆𝑘−1

]︁
+ 1
)︁ ∑︁
𝑝⩽[𝑒𝜆𝑘−1 ]+1

ln 𝑝 ⩽ exp

(︂
𝐶0

(︁[︁
𝑒𝜆𝑘−1

]︁
+ 1
)︁2)︂

. (14)

Здесь использована известная оценка
∑︀
𝑝⩽𝑥

⩽ 𝐶0𝑥, причем при 𝑥 ⩾ 2 можно положить

𝐶0 = 2 ln 2.
Если число 𝐻 достаточно велико для того, чтобы выполняется неравенство

𝜆𝑘−1 ⩽ 𝐻 + 1, (15)

т.е. 𝐻 ⩾ 𝐻1, тогда из (14) и (15) получим

𝜆𝑘 = 𝜆𝑘−1 + 𝜇𝑘−1 ⩽ 𝐻 + 1 + exp
(︁(︀
𝐶0

[︀
𝑒𝐻+1 + 1

]︀)︀2)︁
⩽ exp

(︀
𝐶1𝑒

2𝐻
)︀

(16)

при 𝐻 ⩾ 𝐻2 для любого 𝐶1 > 𝐶0.
Тогда

|𝜇𝑘|𝑝 = 𝑝−([𝑒
𝜆𝑘 ]+1) = 𝑒−([𝑒

𝜆𝑘 ]+1) ln 𝑝 < 𝑒−([𝑒
𝜆𝑘 ]+1) ln 2 <

< 𝑒
−
(︂[︂
𝑒
exp(𝐶1𝑒

2𝐻)
]︂
+1

)︂
ln 2

(17)

и условие (12), согласно (16), следует из неравенства(︁[︁
𝑒exp(𝐶1𝑒2𝐻)

]︁
+ 1
)︁
ln 2 > ln𝐻 + ln 𝑑+ 𝑑𝐶1𝑒

2𝐻 . (18)

Это неравенство выполнено для всех 𝐻 ⩾ 𝐻3, где 𝐻3 зависит от числа 𝑑.
При этом, согласно (13), (16)

|𝑃 (𝜆)|𝑝 ⩾ 𝑒− ln𝐻−ln 𝑑−𝑑 ln𝜆𝑘 ⩾ 𝑒− ln𝐻−ln 𝑑−𝑑𝐶1𝑒2𝐻 ⩾ 𝑒−𝑑𝐶3𝑒2𝐻

при 𝐻 ⩾ 𝐻4.
Выбирая 𝐻0 = max (𝐻1, 𝐻2, 𝐻3, 𝐻4) получим утверждение теоремы. 2

3. Заключение

Получение оценок снизу многочленов и линейных форм от 𝑝-адических чисел Лиувилля
оказывается несколько более простой задачей, чем оценка многочлена от комплексных чисел
Лиувилля.
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