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1. Введение

Пусть 𝐹 — поле, Br(𝐹 ) — его группа Брауэра. Из конструкции Амицура ([3]) общего по-
ля разложения центральной простой алгебры следует, что подгруппа в группе Брауэра, по-
рожденная классом алгебры, однозначно определяется множеством полей разложения этой
алгебры. Однако если рассматривать только конечномерные поля разложения, то ситуация
перестает быть столь тривиальной. В последнее время активно исследуется вариант этой про-
блемы, связанный с рассмотрением только семейств максимальных подполей алгебр.

Определение 1. (см. [5]). Род gen(𝒟) конечномерной центральной алгебры с делением
𝒟 над полем 𝐹 определяется как набор классов [𝒟′] ∈ Br(ℱ), где 𝒟′ — центральная 𝐹 -алгебра
с делением, имеющая такие же максимальные подполя, что и алгебра 𝒟.

Если [𝒟′] ∈ gen(𝒟), то это означает, что алгебры 𝒟 и 𝒟′ имеют одинаковую степень 𝑛, и
расширение 𝐾/𝐹 степени 𝑛 допускает 𝐹 -вложение 𝐾 ˓ // 𝒟 тогда и только тогда, когда оно
допускает 𝐹 -вложение 𝐾 ˓ // 𝒟′. Различные варианты понятия рода центральных простых
алгебр рассмотрены в [1] и [15].

Из теоремы Алберта-Брауэра-Хассе-Нётер следует, что в случае числового поля 𝐹 алгебра
кватернионов над полем 𝐹 имеет тривиальный род (т.е. род состоит из одного элемента), а род
любой центральной 𝐹 -алгебры с делением конечен (см. [1]). В [16] показано, что существуют
кватернионные алгебры с бесконечным родом. Более того, доказано, что найдется поле 𝐹 ,
над которым имеется бесконечно много попарно неизоморфных кватернионных алгебр, и лю-
бые две кватернионные 𝐹 -алгебры с делением имеют одинаковый род. В [2] эти результаты
обобщены на случай алгебр с делением любой простой степени. В [7] и [10] показано, что род
алгебры с делением над конечно порожденным полем является конечным. Кроме того, суще-
ствует гипотеза, что род алгебры кватернионов над конечно порожденным полем является
тривиальным ([20, §8]).

Похожим образом можно определить род абсолютно почти простой алгебраической груп-
пы. Говорят, что две абсолютно почти простые алгебраические группы 𝐺1 и 𝐺2 над полем
𝐹 имеют одинаковые классы 𝐹 -изоморфности максимальных 𝐹 -торов, если каждый макси-
мальный 𝐹 -тор группы 𝐺1 𝐹 -изоморфен некоторому максимальному 𝐹 -тору группы 𝐺2, и
наоборот. Алгебраическая 𝐹 -группа 𝐺′ называется 𝐹 -формой алгебраической 𝐹 -группы 𝐺,
если 𝐺 и 𝐺′ изоморфны над сепарабельным замыканием 𝐹 𝑠𝑒𝑝 поля 𝐹 .

Определение 2. [1, Определение 6.1] Пусть 𝐺 — абсолютно почти простая алгебра-
ическая группа над полем 𝐹 . Род gen𝐹 (𝐺) группы 𝐺 определяется как множество классов
𝐹 -изоморфности 𝐹 -форм 𝐺′ группы 𝐺, имеющих те же классы 𝐹 -изоморфности максималь-
ных 𝐹 -торов, что и 𝐺.

Род абсолютно почти простой алгебраической группы является тривиальным в некото-
рых специальных случаях и предполагается конечным, если 𝐹 — конечно порожденное поле
"хорошей" характеристики (см. [20, §8]). Известно, что для центральной 𝐹 -алгебры с деле-
нием 𝒟 максимальные сепарабельные подполя алгебры 𝒟 определяют максимальные 𝐹 -торы
соответствующей алгебраической группы SL1,𝒟. Таким образом, результаты о бесконечности
рода алгебр с делением можно сформулировать в терминах родов подходящих алгебраических
групп: для всякого простого 𝑝 существуют примеры внутренних форм типа 𝐴𝑝−1, имеющих
бесконечный род. Отметим, что пример алгебраической группы типа 𝐺2 с бесконечным родом
получен в [4, Rem. 3.6(b)]. Заметим, что если 𝒟 — центральная алгебра с делением с унитар-
ной инволюцией 𝜏 , то только 𝜏 -инвариантные сепарабельные максимальные подполя алгебры
𝒟 порождают максимальные торы соответствующей специальной унитарной группы SU(𝒟, 𝜏)
([18, Предложение 2.3]). В [27] построен пример такой алгебры с делением 𝒟 степени 3 с уни-
тарной инволюцией 𝜏 , что специальная унитарная группа SU(𝒟, 𝜏) имеет бесконечный род.
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В [15] рассматривается вопрос, насколько свойства алгебры с инволюциями обуславливаются
инвариантными относительно инволюций этальными подалгебрами.

В настоящее время имеется большое число публикаций, посвященных изучению рода цен-
тральных простых алгебр и рода алгебраических групп, см., например, [6], [8], [9], [11], [12],
[14], [17], [19], [20], [21], [22], [26], [27]. Последние результаты о роде алгебр и алгебраических
групп представлены в обзоре [20] (см. также [1]).

В данной работе содержится дальнейшее развитие идей из [16] и [2]. Мы строим поле, над
которым имется бесконечно много попарно неизоморфных кватернионных алгебр с унитар-
ными инволюциями, имеющих одинаковые подполя.

Пусть 𝐹/𝐾 — квадратичное расширение полей. Унитарная инволюция на центральной
простой 𝐹 -алгебре 𝒜 называется 𝐹/𝐾-инволюцией, если ее ограничение на 𝐹 является нетри-
виальным 𝐾-автоморфизмом. Основной результат работы — следующая

Теорема 1. Существуют такое поле 𝐸 и подполе 𝑇 ⊂ 𝐸, что [𝐸 : 𝑇 ] = 2 и имеется
бесконечно много неизоморфных кватернионных 𝐸-алгебр с делением с 𝐸/𝑇 -инволюцией и
все такие алгебры расщепляются любым квадратичным расширением поля 𝐸.

Этот результат может найти применение при изучении родов унитарных алгебраических
групп.

Ниже используются следующие обозначения: 𝐴𝑙𝑔2(𝐹 ) — множество классов изоморфности
кватернионных алгебр с делением над полем 𝐹 ; 𝐸𝑥𝑡2(𝐹 ) — множество классов изоморфности
квадратичных расширений поля 𝐹 . Для расширения полей E/F и центральной простой 𝐹 -
алгебры 𝒜 через 𝒜E обозначается тензорное произведение 𝒜⊗F E, res𝐸/𝐹 : Br(𝐹 ) − // Br(𝐸)
обозначает гомоморфизм ограничения. Противоположная алгебра обозначается через 𝒜op,
𝒜m обозначает 𝒜⊗𝐹 · · · ⊗𝐹 𝒜 (𝑚 раз). Для сепарабельного квадратичного расширения 𝐹/𝐾
через cor𝐹/𝐾 обозначается гомоморфизм коограничения из Br(𝐹 ) в Br(𝐾). Известно, что
cor𝐹/𝐾([𝒜𝐹 ]) = [𝒜2] для центральной простой 𝐾-алгебры 𝒜 ([13, Proposition 3.13 (5)]). Напом-
ним, что центральная простая 𝐹 -алгебра 𝒜 обладает 𝐹/𝐾-инволюцией тогда и только тогда,
когда cor𝐹/𝐾([𝒜]) = 0 ([13, Theorem 3.1 (2)]). Расширение полей 𝐸/𝐹 называется регулярным,
если 𝐸/𝐹 сепарабельно и 𝐹 алгебраически замкнуто в 𝐸.

2. Вспомогательные результаты

Следующая лемма немного в других обозначениях доказана в [27]. Для удобства читателя
приведем доказательство здесь.

Лемма 1. Пусть 𝑛 — натуральное число, 𝐹 — поле характеристики, не делящей
2𝑛, 𝐹/𝐾 — квадратичное расширение полей, 𝜎 — нетривиальный 𝐾-автоморфизм поля 𝐹 ,
𝒜 — центральная простая 𝐹 -алгебра степени 𝑛 и 𝐿/𝐹 — циклическое расширение полей
степени 𝑛. Тогда существуют такие регулярное расширение полей 𝐹(𝐾,𝐿,𝒜)/𝐹 и подполе
𝐾(𝐿,𝒜) ⊂ 𝐹(𝐾,𝐿,𝒜), что [𝐹(𝐾,𝐿,𝒜) : 𝐾(𝐿,𝒜)] = 2 и

(1) 𝐹(𝐾,𝐿,𝒜) = 𝐾(𝐿,𝒜)𝐹 и нетривиальный 𝐾(𝐿,𝒜)-автоморфизм 𝜎̄ поля 𝐹(𝐾,𝐿,𝒜) продолжает
автоморфизм 𝜎;

(2) композит полей 𝐹(𝐾,𝐿,𝒜)𝐿 расщепляет алгебру 𝒜F(K,L,𝒜)
;

(3) гомоморфизм ограничения res𝐹(𝐾,𝐿,𝒜)/𝐹 : Br(𝐹 ) − // Br(𝐹(𝐾,𝐿,𝒜)) инъективен;

Доказательство. Пусть 𝐹 (𝑥) — чисто трансцендентное расширение поля 𝐹 степени
трансцендентности 1. Пусть также 𝜑 — образующая группы Галуа Gal(𝐿(𝑥)/𝐹 (𝑥)) и

𝒞 := 𝒜op
ℱ(x) ⊗ℱ(x) (ℒ(x)/ℱ(x), 𝜑, x),
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где (𝐿(𝑥)/𝐹 (𝑥), 𝜑, 𝑥) — циклическая 𝐹 (𝑥)-алгебра степени 𝑛. Пусть также𝑀 — поле функций
многообразия Севери-Брауэра алгебры 𝒞. Заметим, что ядро гомоморфизма

res𝑀/𝐹 (𝑥) : Br(𝐹 (𝑥)) − // Br(𝑀)

порождается классом [𝒞] (см, например, [25, Cor. 13.16]).
Пусть ℬ — центральная простая 𝐹 -алгебра экспоненты 𝑚 > 1. Предположим, что алгебра

ℬ расщепляется полем 𝑀 . Тогда [ℬℱ(x)] = [𝒞i] для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛. Если 𝑖 < 𝑛, то
𝐹 (𝑥)-алгебра 𝒞𝑖 ветвится в дискретном нормировании (тривиальном на 𝐹 ) поля 𝐹 (𝑥), опреде-
ляемом многочленом 𝑥, но алгебра ℬ𝐹 (𝑥) неразветвлена в этом нормировании. Следовательно,
[ℬ𝐹 (𝑥)] ̸= [𝒞𝑖]. Так как экспонента алгебры ℬ𝐹 (𝑥) есть 𝑚 > 1, то [ℬ𝐹 (𝑥)] ̸= [𝒞𝑛] = [𝐹 (𝑥)]. Таким
образом, алгебра ℬ𝐹 (𝑥) не расщепляется полем 𝑀 . Откуда получаем инъективность гомомор-
физма res𝑀/𝐹 : Br(𝐹 ) − // Br(𝑀).

Так как поле 𝑀 расщепляет алгебру 𝒞, то

[𝒜𝑀 ] = [(𝐿(𝑥)/𝐹 (𝑥), 𝜑, 𝑥)𝑀 ] = [(𝑀𝐿/𝑀,𝜑′, 𝑥)],

где 𝜑′ — образующая группы Галуа Gal(𝑀𝐿/𝑀). Таким образом, композит полей 𝑀𝐿 рас-
щепляет алгебру 𝒜𝑀 .

Заметим, что 𝑀/𝐹 — регулярное расширение поля 𝐹 (𝑥). Следующая конструкция транс-
фера регулярного расширения описана в [24, p. 220]).

Пусть 𝜎 также обозначает 𝐾(𝑥)-автоморфизм поля 𝐹 (𝑥), продолжающий автоморфизм 𝜎
поля 𝐹 . Автоморфизм 𝜎 поля 𝐹 (𝑥) может быть продолжен до изоморфизма (который также
будем обозначать через 𝜎) поля 𝑀 и другого регулярного расширения поля 𝐹 (𝑥), обозначае-
мого через 𝑀𝜎. Таким образом, имеем следующую коммутативную диаграмму:

𝐹 �
� //

𝜎

��

𝐹 (𝑥) �
� //

𝜎

��

𝑀

𝜎

��
𝐹 �
� // 𝐹 (𝑥) �

� //𝑀𝜎 .

(1)

Пусть 𝐹(𝐾,𝐿,𝒜) = 𝑀𝑀𝜎 — свободный композит над 𝐹 полей 𝑀 и 𝑀𝜎. Этот композит 𝐹 -
изоморфен полю функций многообразия Севери-Брауэра 𝑀𝜎(𝑦)-алгебры

𝒜𝑜𝑝
𝑀𝜎(𝑦)

⊗𝑀𝜎(𝑦) (𝑀𝜎𝐿(𝑦)/𝑀𝜎(𝑦), 𝜓
′, 𝑦),

где 𝑦 — трансцендентный над 𝑀𝜎 элемент (мы заменили в алгебре 𝑥 на 𝑦, посколь-
ку композит полей свободный) и 𝜓′ — образующая группы Галуа Gal(𝑀𝜎𝐿(𝑦)/𝑀𝜎(𝑦)). По-
ле 𝐹(𝐾,𝐿,𝒜) является регулярным расширением поля 𝐹 . Изоморфизмы 𝜎 : 𝑀 − // 𝑀𝜎 и
𝜎−1 : 𝑀𝜎 − // 𝑀 имеют единственное продолжение до автоморфизма 𝜎̄ порядка 2 поля
𝐹(𝐾,𝐿,𝒜). Пусть 𝐾(𝐿,𝒜) := 𝑇𝐾/𝐹 (𝑀) — трансфер поля 𝑀 относительно расширения полей
𝐹 ⊃ 𝐾, т.е. 𝐾(𝐿,𝒜) — подполе поля 𝐹(𝐾,𝐿,𝒜), состоящее из элементов, неподвижных при дей-
ствии автоморфизма 𝜎̄. Заметим, что композит полей 𝐾(𝐿,𝒜)𝐹 совпадает с полем 𝐹(𝐾,𝐿,𝒜),
[𝐹(𝐾,𝐿,𝒜) : 𝐾(𝐿,𝒜)] = 2, a автоморфизм 𝜎̄ продолжает 𝜎.

Алгебра 𝒜𝐹(𝐾,𝐿,𝒜)
расщепляется полем 𝐹(𝐾,𝐿,𝒜)𝐿, так как алгебра 𝒜𝑀 расщепляется полем

𝑀𝐿.
Наконец, диаграмма (1) индуцирует следующую коммутативную диаграмму для соответ-

ствующих групп Брауэра:

Br(𝐹 ) res //

∼=
��

Br(𝐹 (𝑥)) res //

∼=
��

Br(𝑀)

∼=
��

Br(𝐹 ) res // Br(𝐹 (𝑥)) res // Br(𝑀𝜎)
res // Br(𝐹(𝐾,𝐿,𝒜)) .
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Инъективность гомоморфизма res𝑀/𝐹 влечет инъективность гомоморфизма res𝑀𝜎/𝐹 . Более
того, гомоморфизм res𝐹(𝐾,𝐿,𝒜)/𝑀𝜎

инъективен ввиду тех же аргументов, что и для гомомор-
физма res𝑀/𝐹 , только основное поле 𝐹 заменяется полем 𝑀𝜎. Следовательно, гомоморфизм
res𝐹(𝐾,𝐿,𝒜)/𝐹 также инъективен.

Замечание 8. Пусть 𝐹(𝐾,𝐿,𝒜) — поле, построенное в лемме 1. Если ℬ — центральная
простая 𝐹 -алгебра с 𝐹/𝐾-инволюцией 𝜃, то формула

𝜃𝐹(𝐾,𝐿,𝒜)
(𝑎⊗ 𝑒) := 𝜃(𝑎)⊗ 𝜎̄(𝑒), 𝑎 ∈ ℬ, 𝑒 ∈ 𝐹(𝐾,𝐿,𝒜),

определяет 𝐹(𝐾,𝐿,𝒜)/𝐾(𝐿,𝒜)-инволюцию, продолжающую 𝜃, на алгебре ℬ𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)
.

Далее доказательства из [2] адаптированы для кватернионных алгебр с унитарными инво-
люциями.

Предложение 1. Пусть 𝐹 — поле характеристики не 2, 𝐹/𝐾 — квадратичное расши-
рение полей, 𝜎 — нетривиальный 𝐾-автоморфизм поля 𝐹 , 𝐴 ⊂ 𝐴𝑙𝑔2(𝐹 ) и 𝑆 ⊂ 𝐸𝑥𝑡2(𝐹 ). Тогда
существут такие регулярное расширение полей 𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)/𝐹 и подполе 𝐾(𝑆,𝐴) ⊂ 𝐹(𝐾,𝑆,𝐴), что
[𝐹(𝐾,𝐿,𝐴) : 𝐾(𝑆,𝐴)] = 2 и

(1) 𝐹(𝐾,𝑆,𝐴) = 𝐾(𝑆,𝐴)𝐹 и нетривиальный 𝐾(𝑆,𝐴)-автоморфизм поля 𝐹(𝐾,𝑆,𝐴) продолжает
автоморфизм 𝜎;

(2) всякая алгебра из образа res𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)/𝐹 (𝐴) расщепляется композитом полей 𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)𝐿
для всех 𝐿 ∈ 𝑆;

(3) гомоморфизм res𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)/𝐹 : Br(𝐹 ) − // Br(𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)) инъективен;

(4) для всякой центральной простой 𝐹 -алгебры ℬ с 𝐹/𝐾-инволюцией 𝜃 алгебра ℬ𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)

имеет 𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)/𝐾(𝑆,𝐴)-инволюцию 𝜃𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)
, продолжающую 𝜃.

Доказательство. Пусть 𝒫 := {(𝐿,𝒟)|𝐿 ∈ 𝑆 и 𝒟 ∈ 𝐴} — множество пар. Пусть также
< — полный порядок на множестве 𝒫 и пусть 𝑡0 = (𝐿0,𝒟0) обозначает наименьший элемент
множества 𝒫. Выберем представителей (обозначаемых теми же символами) классов изоморф-
ности в обоих множествах 𝑆 и 𝐴. Положим 𝐸𝑡0 := 𝐹(𝐾,𝐿0,𝒟0) и 𝑇𝑡0 := 𝐾(𝐿0,𝒟0), где поля
𝐹(𝐾,𝐿0,𝒟0) и 𝐾(𝐿0,𝒟0) построены в лемме 1. Для 𝑡 = (𝐿,𝒟) ∈ 𝒫 положим

𝐸<𝑡 :=
⋃︁
𝑡′<𝑡

𝐸𝑡′ , 𝑇
<𝑡 :=

⋃︁
𝑡′<𝑡

𝑇𝑡′ и 𝐸𝑡 := 𝐸<𝑡(𝑇<𝑡,𝐸<𝑡𝐿,𝒟𝐸<𝑡 ), 𝑇𝑡 := 𝑇<𝑡(𝐸<𝑡𝐿,𝒟𝐸<𝑡 ),

где поля 𝐸𝑡 и 𝑇𝑡 получены применением леммы 1 к квадратичному расширению полей
𝐸<𝑡/𝑇<𝑡, циклическому расширению 𝐸<𝑡𝐿/𝐸<𝑡 и 𝐸<𝑡-алгебре 𝒟𝐸<𝑡 . Также определим

𝐹(𝐾,𝑆,𝐴) :=
⋃︁
𝑡∈𝒫

𝐸𝑡 и 𝐾(𝑆,𝐴) :=
⋃︁
𝑡∈𝒫

𝑇𝑡.

Тогда 𝐹(𝐾,𝑆,𝐴) — квадратичное расширение поля 𝐾(𝑆,𝐴) и 𝐹(𝐾,𝑆,𝐴) = 𝐾(𝑆,𝐴)𝐹 . Таким обра-
зом, поле 𝐹(𝐾,𝑆,𝐴) имеет 𝐾(𝑆,𝐴)-автоморфизм порядка 2, который продолжает 𝜎. Тогда для
𝐹 -алгебры ℬ с 𝐹/𝐾-инволюцией 𝜃 определим 𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)/𝐾(𝑆,𝐴)-инволюцию на алгебре ℬ𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)

,
как в формуле из замечания 8.

Из леммы 1 и трансфинитной индукции гомоморфизм res𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)/𝐹 : Br(𝐹 ) − // Br(𝐹(𝐾,𝑆,𝐴))

инъективен и 𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)/𝐹 — регулярное расширение полей.
Наконец, пусть 𝒟 ∈ 𝐴, 𝐿 ∈ 𝑆 и 𝑡 = (𝐿,𝒟). Из леммы 1 композит полей 𝐸𝑡𝐿 расщепляет

алгебру 𝒟𝐸𝑡 , следовательно, алгебра 𝒟𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)
расщепляется полем 𝐹(𝐾,𝑆,𝐴)𝐿.



Алгебры кватернионов с унитарными инволюциями. . . 231

3. Основная теорема

Теорема 2. Пусть 𝐹 — поле характеристики не 2, 𝐹/𝐾 — квадратичное расширение
полей, 𝜎 — нетривиальный 𝐾-автоморфизм поля 𝐹 и 𝐴 ⊂ 𝐴𝑙𝑔2(𝐹 ). Тогда существуют такие
расширение полей 𝐹𝐴/𝐹 и подполе 𝐾𝐴 ⊂ 𝐹𝐴, что [𝐹𝐴 : 𝐾𝐴] = 2 и

(1) 𝐹𝐴 = 𝐾𝐴𝐹 и нетривиальный 𝐾𝐴-автоморфизм поля 𝐹𝐴 продолжает автоморфизм 𝜎;
(2) алгебры в образе res𝐹𝐴/𝐹 (𝐴) имеют одинаковые наборы максимальных подполей;
(3) гомоморфиз res𝐹𝐴/𝐹 : Br(𝐹 ) − // Br(𝐹𝐴) инъективен;
(4) для всякой центральной простой 𝐹 -алгебры ℬ с 𝐹/𝐾-инволюцией 𝜃 алгебра ℬ𝐹𝐴 имеет

𝐹𝐴/𝐾𝐴-инволюцию 𝜃𝐹𝐴, продолжающую 𝜃.

Доказательство. Пусть 𝑀0 := 𝐹 и 𝑁0 := 𝐾. Определим рекурсивно поля

𝑀𝑖 :=𝑀𝑖−1(𝑁𝑖−1,𝑆𝑖−1,res𝑀𝑖−1/𝐹
(𝐴)) и 𝑁𝑖 := 𝑁𝑖−1(𝑆𝑖−1,res𝑀𝑖−1/𝐹

(𝐴)),

𝑖 ∈ Z>0, применяя предложение 1 к квадратичному расширению 𝑀𝑖−1/𝑁𝑖−1, множе-
ству res𝑀𝑖−1/𝐹 (𝐴) ⊂ 𝐴𝑙𝑔2(𝑀𝑖−1) и множеству 𝑆𝑖−1 всех максимальных подполей алгебр из
res𝑀𝑖−1/𝐹 (𝐴).

Пусть 𝐹𝐴 :=
⋃︀
𝑖⩾0𝑀𝑖 и 𝐾𝐴 :=

⋃︀
𝑖⩾0𝑁𝑖. С помощью математической индукции и предло-

жения 1 получаем, что гомоморфизм res𝐹𝐴/𝐹 : Br(𝐹 ) − // Br(𝐹𝐴) инъективен. Более того,
𝐹𝐴 = 𝐾𝐴𝐹 , [𝐹𝐴 : 𝐾𝐴] = 2 и нетривиальный 𝐾𝐴-автоморфизм поля 𝐹𝐴 продолжает автомор-
физм 𝜎. Если ℬ — центральная простая 𝐹 -алгебра с 𝐹/𝐾-инволюцией, определим 𝐹𝐴/𝐾𝐴-
инволюцию на алгебре ℬ𝐹𝐴 , как в формуле из замечания 8.

Предположим, что 𝒜,ℬ ∈ 𝐴 и 𝐿 — максимальное подполе алгебры 𝒜𝐹𝐴 . Тогда найдется
такое 𝑖 ⩾ 0, что 𝐿 = 𝐹𝐴𝐿

′, где 𝐿′ — квадратичное расширение поля𝑀𝑖, расщепляющее алгебру
𝒜𝑀𝑖 . Так как 𝒜𝑀𝑖 ∈ res𝑀𝑖/𝐹 (𝐴), тогда 𝐿

′ ∈ 𝑆𝑖. Из предложения 1 поле 𝑀𝑖+1𝐿
′ расщепляет

алгебру ℬ𝑀𝑖+1 . Следовательно, 𝐿 расщепляет ℬ𝐹𝐴 . Аналогично всякое максимальное подполе
алгебры ℬ𝐹𝐴 расщепляет 𝒜𝐹𝐴 . Таким образом, алгебры 𝒜𝐹𝐴 и ℬ𝐹𝐴 имеют одинаковы наборы
подполей.

Замечание 9. Если рассмотреть такие поле 𝐹 и подполе 𝐾 ⊂ 𝑇 , что найдется бес-
конечно много неизморфных кватернионных 𝐹 -алгебр с 𝐹/𝐾-инволюциями, то, применяя
предыдущую теорему, получим поле, над которым есть бесконечно много неизомоморфных
кватернионных алгебр с унитарными инволюциями, имеющих одинаковые подполя. Напри-
мер, в качестве 𝐾 можно взять поле Q(𝑥), чисто трансцендентное расширение поля раци-
ональных чисел, а в качетстве поля 𝐹 — поле 𝐾(

√
2). Тогда для всех 𝛼 ∈ Q кватернионные

𝐹 -алгебры (−1, 𝑥+𝛼) попарно неизоморфны и имеют 𝐹/𝐾-инволюции. Действительно, эти
алгебры ветвятся в различных дискретных нормированиях (тривиальных на Q(

√
2)) поля

𝐹 , определяемых многочленами 𝑥 + 𝛼. Кроме того, эти алгебры имеют тривиальное ко-
ограничение до 𝐾, поскольку cor𝐹/𝐾([(−1, 𝑥 + 𝛼)]) = [(−1, 𝑥 + 𝛼)2] = 0. Однако теорема 1,
сформулированная во введении, говорит больше: все кватернионные алгебры с инволюциями
должны расщепляться любым квадратичным расширением центра.

Доказательство теоремы 1. Пусть 𝐹 и 𝐾 — такие поля, что [𝐹 : 𝐾] = 2 и существует
бесконечно много неизоморфных кватернионных 𝐹 -алгебр с делением с 𝐹/𝐾-инволюцией.
Пусть также 𝐴0 ⊂ 𝐴𝑙𝑔2(𝐹 ) — помножество, состоящее из алгебр с 𝐹/𝐾-инволюцией.

Положим 𝐸0 := 𝐹 и 𝑇0 := 𝐾. Для 𝑖 ⩾ 0 рекурсивно определим

𝐸𝑖+1 := 𝐸𝑖(𝑇𝑖,𝐸𝑥𝑡2(𝐸𝑖),𝐴𝑖) и 𝑇𝑖+1 := 𝑇𝑖(𝐸𝑥𝑡2(𝐸𝑖),𝐴𝑖),

где 𝐴𝑖 ⊂ 𝐴𝑙𝑔2(𝐸𝑖) — подмножество, состоящее из алгебр с 𝐹𝑖/𝐾𝑖-инволюцией. Пусть
𝐸 :=

⋃︀
𝑖⩾0𝐸𝑖 и 𝑇 :=

⋃︀
𝑖⩾0 𝑇𝑖.
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Как при доказательстве теоремы 2 заключаем, что гомоморфизм res𝐸/𝐹 : Br(𝐹 ) − // Br(𝐸)
инъективен.

Пусть 𝐿/𝐸 — квадратичное расширение,𝒜— кватернионная 𝐸-алгебра с 𝐸/𝑇 -инволюцией.
Тогда найдется такое 𝑖 ⩾ 0, что 𝒜 = 𝒜′

𝐸 для некоторой кватернионной 𝐸𝑖-алгебры 𝒜′. Более
того, поскольку 𝒜 имеет 𝐸/𝑇 -инволюцию, то cor𝐸𝑘/𝑇𝑘([𝒜

′
𝐸𝑘

]) = 0.
Так как диаграмма

Br(𝐸𝑖)
res //

cor

��

Br(𝐸)

cor

��
Br(𝑇𝑖)

res // Br(𝑇 )

коммутативна (см, например, [25, Theorem 8.1 d]), то cor𝐸𝑘/𝑇𝑘([𝒜
′
𝐸𝑘

]) = 0 для некоторого 𝑘 ⩾ 𝑖,
следовательно, 𝒜′

𝐸𝑘
имеет 𝐸𝑘/𝑇𝑘-инволюцию.

Также найдется такое 𝑗 ⩾ 0, что 𝐿 = 𝐸𝑗𝐿
′ для некоторого квадратичного расширения

𝐿′ поля 𝐸𝑗 . Из конструкции поля 𝐸 следует, что для 𝑛, большего чем 𝑗 и 𝑘, алгебра 𝒜′
𝐸𝑛

расщепляется полем 𝐸𝑛𝐿
′. Следовательно, 𝐿 расщепляет 𝒜.

Наконец, как и в доказательстве теоремы 2 получаем, что всякая алгебра из res𝐸/𝐹 (𝐴0)
имеет 𝐸/𝑇 -инволюцию. Более того, так как множество 𝐴0 бесконечно и гомоморфизм

res𝐸/𝐹 : Br(𝐹 ) − // Br(𝐸)

инъективен, то имеется бесконечно много неизоморфных кватернионных 𝐸-алгебр с делением
с 𝐸/𝑇 -инволюцией.

4. Заключение

В статье строится такое поле 𝐸, что существует бесконечно много неизоморфных кватер-
нионных 𝐸-алгебр с унитарными инволюциями и все такие алгебры расщепляются любым
квадратичным расширением поля 𝐸. Полученные результаты могут найти применение при
изучении родов унитарных алгебраических групп.
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