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Abstract

In this paper, we propose an algorithm for constructing isospectral and partially isospectral
Dirac operators on a finite interval. This algorithm is applied to the process of finding solutions
to mixed problems posed for a system of partial differential equations of hyperbolic type with
variable coefficients.
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1. Введение

Определение 1.1. Краевые задачи для систем уравнений Дирака

𝐷0𝑦 ≡ 𝐵𝑦′ = 𝜆𝑦, (0 < 𝑥 < 𝜋), 𝑦 =

(︂
𝑦1(𝑥)
𝑦2(𝑥)

)︂
, (1)

𝑦1(0) = 0, 𝑦1(𝜋) = 0 (2)

и

𝐷(𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥),∞,∞)𝑦 ≡ 𝐵𝑦′ +𝑄(𝑥)𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑦 =

(︂
𝑦1(𝑥)
𝑦2(𝑥)

)︂
, (3)

𝑦1(0) = 0, 𝑦1(𝜋) = 0 (4)

называются изоспектральными, если имеют одинаковые собственные значения, т.е.
𝜎(𝐷(𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥),∞,∞) = 𝜎(𝐷0) = {𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍}.

Определение 1.2. Краевые задачи (1)-(2) и (3)-(4) называются
частично-изоспектральными, если собственные значения удовлетворяют условиям

𝜆0 ̸= 𝜆00; 𝜆𝑛 = 𝜆0𝑛 при 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}.

Здесь

𝐵 =

(︂
0 1

−1 0

)︂
, 𝑄(𝑥) =

(︂
𝑝(𝑥) 𝑞(𝑥)
𝑞(𝑥) − 𝑝(𝑥)

)︂
,

а 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶1[0, 𝜋] - вещественные непрерывно дифференцируемые функции, 𝜆 – комплекс-
ный параметр, 𝜆0𝑛 - собственные значения краевой задачи (1)-(2).

Настоящая работа посвящена обратной спектральной задаче об описании всех краевых
задач системы дифференциальных уравнений Дирака на конечном отрезке с одним и тем же
спектром. Такие краевые задачи называются изоспектральными и были изучены в работах
[1-5]. М.Г.Гасымов, Т.Т.Джабиев (см.[6]) показали, что оператор Дирака на конечном отрезке
определяется однозначно по его собственным значениям и последовательности нормирующих
констант, а также ими найдены необходимые и достаточные условия восстановления краевых
задач. М.Г.Гасымовом и Б.М.Левитаном (см.[7]) были найдены необходимые и достаточные
условия восстановления оператора Дирака на полуоси по их спектральным функциям. При
построении изоспектральных операторов Дирака на конечном отрезке с заданным спектром
𝜎(𝐷(𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥),∞,∞)) = {𝜆𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍} нами использован метод Гасымова-Левитана (см.[7]).
Этот метод основан на восстановлении коэффициента оператора Дирака по спектральным
данным с помощью интегрального уравнения Фредгольма второго рода с параметром.
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Следует отметить, что изоспектральные операторы Штурма-Лиувилля на конечном от-
резке изучались в работах [8-16]. Частично-изоспектральные операторы Штурма-Лиувилля
на конечном отрезке изучались в работах [17-18]. Теория обратных спектральных задач для
оператора Штурма-Лиувилля и их приложения более подробно изложена в работах [19-25].

Основным результатом настоящей работы является алгоритм восстановления семейства
операторов Дирака 𝐷 = 𝐷(𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥),∞,∞) и 𝐷 = 𝐷(𝑎) на конечном отрезке, спектры кото-
рых удовлетворяют соостветсвенно условиями:

𝜎(𝐷(𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥),∞,∞)) = {𝜆𝑛 = 𝑛,∈ 𝑍} и 𝜎(𝐷(𝑎)) = {𝜆0 = 𝑎, |𝑎| < 1, 𝜆𝑛 = 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}}.

2. Некоторые сведения об обратной задаче для оператора Дирака
на конечном отрезке

Обозначим через 𝜙(𝑥, 𝜆) = (𝜙1(𝑥, 𝜆), 𝜙2(𝑥, 𝜆))
𝑇 решение уравнения (3), удовлетворяющее

начальным условиям:
𝜙1(0, 𝜆) = 0, 𝜙2(0, 𝜆) = −1. (5)

Известно [22], что решение 𝜙(𝑥, 𝜆) задачи (3) с условиями (5) существует, единственно и
для каждого фиксированного 𝑥 ∈ [0, 𝜋] является целой вектор-функцией по 𝜆. Кроме того,
имеет место интегральное представление

𝜙(𝑥, 𝜆) =

(︂
sin𝜆𝑥

− cos𝜆𝑥

)︂
+

∫︁ 𝑥

0
𝐾(𝑥, 𝑡)

(︂
sin𝜆𝑡

− cos𝜆𝑡

)︂
𝑑𝑡, (6)

притом матрица-функция 𝐾(𝑥, 𝑡) = ‖𝐾𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)‖𝑖,𝑗=1,2 является решением задачи

𝐵𝐾 ′
𝑥(𝑥, 𝑡) +𝐾 ′

𝑡(𝑥, 𝑡)𝐵 = −𝑄(𝑥)𝐾(𝑥, 𝑡), (7)

𝐵𝐾(𝑥, 𝑥)−𝐾(𝑥, 𝑥)𝐵 = −𝑄(𝑥) (8)

𝐾11(𝑥, 0) = 𝐾21(𝑥, 0) = 0. (9)

Очевидно, что вектор-функция 𝜙(𝑥, 𝜆) = (𝜙1(𝑥, 𝜆), 𝜙2(𝑥, 𝜆))
𝑇 при любом 𝜆 удовлетворяет

граничному условию 𝜙1(0, 𝜆) = 0. Поэтому собственные значения 𝜆𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 задачи (3) с
условиями (4) суть корни уравнения

Δ(𝜆) ≡ 𝜙1(𝜋, 𝜆) = 0. (10)

Тогда 𝜙(𝑥, 𝜆𝑛) = (𝜙1(𝑥, 𝜆𝑛), 𝜙2(𝑥, 𝜆𝑛))
𝑇 , 𝑛 ∈ 𝑍 является собственной вектор-функцией задачи

(3) с условиями (4).
Положим

𝛼𝑛 =

∫︁ 𝜋

0
[𝜙2

1(𝑥, 𝜆𝑛) + 𝜙2
2(𝑥, 𝜆𝑛)]𝑑𝑥, 𝑛 ∈ 𝑍. (11)

Числа 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 называются нормировочными числами краевой задачи (3)-(4). Набор
чисел {𝜆𝑛, 𝛼𝑛}∞𝑛=−∞ будем называть в дальнейшем спектральными данными задачи (3)-(4).

Теорема 2.1. ([6]). Если 𝑝(𝑥) и 𝑞(𝑥) имеют производные 𝑘-порядка из 𝐿2[0, 𝜋], то для
спектральных данных {𝜆𝑛, 𝛼𝑛}∞𝑛=−∞ задачи (3)-(4) справедливы равенства

𝜆𝑛 = 𝑛+
𝛽1
𝑛

+ ...+
𝛽𝑘−1

𝑛𝑘−1
+
𝛽𝑘,𝑛
𝑛𝑘

, (12)

𝛼𝑛 = 𝜋 +
𝑐1
𝑛

+ ...+
𝑐𝑘−1

𝑛𝑘−1
+
𝑐𝑘,𝑛
𝑛𝑘

. (13)
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где ряды
∞∑︁

𝑛=−∞
|𝛽𝑘,𝑛|2 <∞,

∞∑︁
𝑛=−∞

|𝑐𝑘,𝑛|2 <∞

сходятся.
Следует отметить, что собственные вектор-функции 𝜙(𝑥, 𝜆𝑛) = (𝜙1(𝑥, 𝜆𝑛), 𝜙2(𝑥, 𝜆𝑛))

𝑇 ,
𝑛 ∈ 𝑍 задачи (3)-(4), соответствующие различным собственным значениям ортогональны в
гильбертовом пространстве квадратично суммируемых двух компонентных вектор-функций
𝐿2
2(0, 𝜋) и для произвольных вектор-функций 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥))

𝑇 ∈ 𝐿2
2[0, 𝜋] имеет место

𝑓(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝜙(𝑥, 𝜆𝑛){
1

𝛼𝑛

∫︁ 𝜋

0
𝜙𝑇 (𝑡, 𝜆𝑛)𝑓(𝑡)𝑑𝑡}.

Отсюда получим символическое равенство:

∞∑︁
𝑛=−∞

1

𝛼𝑛
𝜙(𝑥, 𝜆𝑛)𝜙

𝑇 (𝑡, 𝜆𝑛) = 𝐼𝛿(𝑥− 𝑡), (14)

где 𝐼-единичная матрица, 𝛿(𝑥) - дельта функция Дирака. В частности, при 𝑝(𝑥) ≡ 0, 𝑞(𝑥) ≡ 0,
имеем

∞∑︁
𝑛=−∞

1

𝜋

(︂
sin𝑛𝑥

− cos𝑛𝑥

)︂
(sin𝑛𝑡,− cos𝑛𝑡) = 𝐼𝛿(𝑥− 𝑡). (15)

Теорема 2.2. ([6]). Коэффициенты 𝑝(𝑥) и 𝑞(𝑥) краевой задачи (3)-(4) определяются одно-
значно по спектральным данным {𝜆𝑛, 𝛼𝑛}∞𝑛=−∞.

Лемма 2.1. Имеет место тождество

∞∑︁
𝑛=−∞

1

𝛼𝑛
𝜙(𝑥, 𝜆𝑛)(sin𝜆𝑛𝑡,− cos𝜆𝑛𝑡) = 0, 0 < 𝑡 < 𝑥 < 𝜋. (16)

Теорема 2.3. ([6]). Ядро 𝐾(𝑥, 𝑡) = ‖𝐾𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)‖𝑖,𝑗=1,2 оператора преобразования (6), удовле-
творяет линейному интегральному уравнению

𝐾(𝑥, 𝑡) + 𝐹 (𝑥, 𝑡) +

∫︁ 𝑥

0
𝐾(𝑥, 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑡)𝑑𝑠 = 0, (0 < 𝑡 ⩽ 𝑥 < 𝜋), (17)

где

𝐹 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁

𝑛=−∞

{︂
1

𝛼𝑛

(︂
sin𝜆𝑛𝑥

− cos𝜆𝑛𝑥

)︂
(sin𝜆𝑛𝑡,− cos𝜆𝑛𝑡)−

1

𝜋

(︂
sin𝑛𝑥

− cos𝑛𝑥

)︂
(sin𝑛𝑡,− cos𝑛𝑡)

}︂
.

(18)
Теорема 2.4. ([6]). Для того чтобы последовательность вещественных чисел{𝜆𝑛, 𝛼𝑛}∞𝑛=−∞,

𝛼𝑛 > 0, 𝑛 ∈ 𝑍 была спектральными данными некоторой краевой задачи вида (3)-(4) с мат-
ричной функцией вида

𝑄(𝑥) =

(︂
𝑝(𝑥) 𝑞(𝑥)
𝑞(𝑥) − 𝑝(𝑥)

)︂
,

необходимо и достаточно, чтобы для 𝜆𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 и 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍 выполнялись асимптотические
формулы (12) и (13), где 𝑝(𝑥) и 𝑞(𝑥) имеют производные 𝑘-го порядка из 𝐿2(0, 𝜋).

Итак, пусть {𝜆𝑛, 𝑎𝑛}∞𝑛=−∞, 𝑎𝑛 > 0, 𝑛 ∈ 𝑍 удовлетворяет условиям (12) и (13). Постро-
им матричную функцию 𝐹 (𝑥, 𝑡) по формуле (18) и рассмотрим интегральное уравнение (17)
относительно 𝐾(𝑥, 𝑡) = ‖𝐾𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)‖𝑖,𝑗=1,2. Тогда имеет место следующая теорема.
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Теорема 2.5. ([6]). При каждом фиксированном 𝑥 ∈ (0, 𝜋) интегральное уравнение (17)
имеет единственное решение 𝐾(𝑥, 𝑡) = ‖𝐾𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)‖𝑖,𝑗=1,2.

Теперь, решая интегральное уравнение (17), находим матрицу-функций 𝐾(𝑥, 𝑡) =
= ‖𝐾𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)‖𝑖,𝑗=1,2. Далее определим вектор-функцию 𝜙(𝑥, 𝜆) = (𝜙1(𝑥, 𝜆), 𝜙2(𝑥, 𝜆))

𝑇 по фор-

муле (6). Тогда нетрудно показать, что вектор-функция 𝜙(𝑥, 𝜆) = (𝜙1(𝑥, 𝜆), 𝜙2(𝑥, 𝜆))
𝑇 удовле-

творяет уравнению

𝐵𝜙′ +𝑄(𝑥)𝜙 = 𝜆𝜙, 𝑄(𝑥) = 𝐾(𝑥, 𝑥)𝐵 −𝐵𝐾(𝑥, 𝑥)

и начальным условиям 𝜙1(0, 𝜆) = 0, 𝜙2(0, 𝜆) = −1.

3. Алгоритм восстановления изоспектральных и
частично-изоспектральных краевых задач

Основной результат настоящей работы содержится в следующей теореме.
Теорема 3.1. Пусть пара {𝜆𝑛, 𝛼𝑛}∞𝑛=−∞, 𝛼𝑛 > 0, 𝑛 ∈ 𝑍 последовательностей действитель-

ных чисел удовлетворяет следующим условиям

𝜆𝑛 = 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍,
1

𝛼𝑛
=

1

𝜋
+

𝛾𝑛
𝑛2 + 1

,

∞∑︁
𝑛=−∞

𝛾𝑛
𝑛2 + 1

<∞, 𝛾𝑛 > 0, 𝑛 ∈ 𝑍. (19)

Тогда эта пара является спектральными данными граничной задачи, поставленной для опе-
ратора Дирака вида 𝐷(𝑝(𝑥, ..., 𝛾−𝑛, ..., 𝛾0, ..., 𝛾𝑛, ...), 𝑞(𝑥, ..., 𝛾−𝑛, ..., 𝛾0, ..., 𝛾𝑛, ...),∞,∞) =
= 𝐷(..., 𝛾−𝑛, ..., 𝛾0, ..., 𝛾𝑛, ...).

Доказательство. Легко заметить, что последовательность {𝜆𝑛, 𝛼𝑛}∞𝑛=−∞, 𝛼𝑛 > 0, 𝑛 ∈ 𝑍,
определенная формулами (19), удовлетворяет условиями (12)-(13).

Для этого определим матрицу-функций 𝐹 (𝑥, 𝑡) по формулам (18) и (19):

𝐹 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁

𝑛=−∞

{︂
𝛾𝑛

𝑛2 + 1

(︂
sin𝑛𝑥

− cos𝑛𝑥

)︂
(sin𝑛𝑡,− cos𝑛𝑡)

}︂
. (20)

Подставляя (20) в интегральное уравнение (17) получим

𝐾(𝑥, 𝑡) = −
∞∑︁

𝑛=−∞

𝛾𝑛
𝑛2 + 1

𝜙(𝑥, 𝑛)(sin𝑛𝑡,− cos𝑛𝑡), (21)

где

𝜙(𝑥, 𝑛) =

(︂
sin𝑛𝑥

− cos𝑛𝑥

)︂
+

∫︁ 𝑥

0
𝐾(𝑥, 𝑠)

(︂
sin𝑛𝑠

− cos𝑛𝑠

)︂
𝑑𝑠. (22)

Известно ([6], [22]), что вектор-функция 𝜙(𝑥, 𝜆) определенная по формуле (6) удовлетво-
ряет дифференциальному уравнению (3), и начальным условиям 𝜙1(0, 𝜆) = 0, 𝜙2(0, 𝜆) = −1,
где коэффициенты определяются по формулами

𝑝(𝑥, ..., 𝛾−𝑛, ..., 𝛾0, .., 𝛾𝑛, ...) =
∑︀∞

𝑛=−∞
𝛾𝑛
𝑛2+1

[𝜙2(𝑥, 𝑛) sin𝑛𝑡− 𝜙1(𝑥, 𝑛) cos𝑛𝑡],

𝑞(𝑥, ..., 𝛾−𝑛, ..., 𝛾0, ..., 𝛾𝑛, ...) = −
∑︀∞

𝑛=−∞
𝛾𝑛
𝑛2+1

[𝜙1(𝑥, 𝑛) sin𝑛𝑡+ 𝜙2(𝑥, 𝑛) cos𝑛𝑡].
(23)

Далее подставляя выражение (21) в формулу (22), имеем

𝜙(𝑥, 𝑛) =

(︂
sin𝑛𝑥

− cos𝑛𝑥

)︂
−

∞∑︁
𝑝=−∞

𝛾𝑝
𝑝2 + 1

𝜙(𝑥, 𝑝)

∫︁ 𝑥

0
(sin 𝑝𝑠,− cos 𝑝𝑠)

(︂
sin𝑛𝑠
− cos𝑛𝑠

)︂
𝑑𝑠. (24)
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Отсюда, получим собственную вектор-функцию

𝜙(𝑥, 𝑛) =

⎛⎝ sin𝑛𝑥
1+ 𝛾𝑛

𝑛2+1
𝑥

− cos𝑛𝑥
1+ 𝛾𝑛

𝑛2+1
𝑥

⎞⎠ , 𝑛 ∈ 𝑍,

соответствующую собственным значениям 𝜆𝑛 = 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍, т.к.∫︁ 𝑥

0
(sin 𝑝𝑠,− cos 𝑝𝑠)

(︂
sin𝑛𝑠

− cos𝑛𝑠

)︂
𝑑𝑠 =

{︂
𝑥, 𝑝 = 𝑛,
0, 𝑝 ̸= 𝑛.

Легко проверяются выполнение граничных условий (4), т.е. 𝜙1(0, 𝜆𝑛) = 0, 𝜙1(𝜋, 𝜆𝑛) = 0,
𝜆𝑛 = 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍.

Таким образом, удалось найти все коэффициенты семейства изоспектрального оператора
Дирака вида 𝐷(..., 𝛾−𝑛, ..., 𝛾0, ..., 𝛾𝑛, ...). В частности, если 𝛾0 > 0, 𝛾𝑛 = 0, 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}, то имеем
следующую изоспектральную краевую задачу:

𝐷 (𝛾0) 𝑦 ≡
(︂

0 1
−1 0

)︂
𝑦′ +

(︃
0 𝛾0

1+𝛾0𝑥
𝛾0

1+𝛾0𝑥
0

)︃
𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑦 (𝑥) =

(︂
𝑦1 (𝑥)
𝑦2 (𝑥)

)︂
, 0 < 𝑥 < 𝜋,

𝑦1 (0) = 0, 𝑦1 (𝜋) = 0.

(25)

Все собственные значения краевой задачи 𝐷(𝛾0) состоят из заданных чисел 𝜆𝑛 = 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍,
а соответствующие им собственные функции находятся по формулам

𝜙1(𝑥, 0) = 0, 𝜙2(𝑥, 0) = −1 + ln (1 + 𝛾0𝑥) ,

𝜙1(𝑥, 𝑛) = sin𝑛𝑥, 𝜙2(𝑥, 𝑛) = − cos𝑛𝑥+
𝛾0 sin𝑛𝑥

𝑛 (1 + 𝛾0𝑥)
, 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}.

Теперь с помощью изоспектральных граничных задач (25) построим семейство смешанной
задачи:

𝑖𝑢𝑡 =

(︂
0 1
−1 0

)︂
𝑢𝑥 +

(︃
0 𝛾0

1+𝛾0𝑥
𝛾0

1+𝛾0𝑥
0

)︃
𝑢, 0 < 𝑥 < 𝜋, 𝛾0 > 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥))
𝑇 , 𝑢1 (0, 𝑡) = 0, 𝑢1 (𝜋, 𝑡) = 0, 𝑢 (𝑥, 𝑡) =

(︂
𝑢1 (𝑥, 𝑡)
𝑢2 (𝑥, 𝑡)

)︂
.

(26)
Используя теорему 3.1, получим:
Следствие 3.1. Решение смешанной задачи, поставленной для системы уравнения гипер-

болического типа с переменными коэффициентами (26), выглядит следующим образом:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐵0

(︂
0

−1 + ln (1 + 𝛾0𝑥)

)︂
+

∞∑︁
𝑛 = −∞, 𝑛 ̸= 0

𝐵𝑛𝑒
−𝑖𝑛𝑡

(︃
sin𝑛𝑥

− cos𝑛𝑥+ 𝛾0 sin𝑛𝑥
𝑛(1+𝛾0𝑥)

)︃
,

здесь 𝐵0 =
∫︀ 𝜋
0 (−1 + ln(1 + 𝛾0𝑥))𝑓2(𝑥)𝑑𝑥, 𝐵𝑛 =

∫︀ 𝜋
0 (𝑦1𝑛(𝑥)𝑓1(𝑥) + 𝑦2𝑛(𝑥)𝑓2(𝑥))𝑑𝑥, 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}.

Теорема 3.2. Пусть пара {𝜆𝑛, 𝛼𝑛}∞𝑛=−∞, 𝛼𝑛 > 0, 𝑛 ∈ 𝑍 последовательностей действитель-
ных чисел удовлетворяет следующим условиям

𝜆0 = 𝑎, |𝑎| < 1, 𝜆𝑛 = 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍∖ {0} , 𝛼𝑛 = 𝜋, 𝑛 ∈ 𝑍 . (27)

Тогда эта пара является спектральными данными граничной задачи, поставленный для опе-
ратора Дирака вида 𝐷(𝑝(𝑥, 𝑎), 𝑞(𝑥, 𝑎),∞,∞) = 𝐷(𝑎).
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Доказательство. Легко заметить, что последовательность {𝜆𝑛, 𝛼𝑛}∞𝑛=−∞, 𝛼𝑛 > 0, 𝑛 ∈ 𝑍,
определенная формулами (19), удовлетворяет условиями (12)-(13).

Для этого определим матричную функцию 𝐹 (𝑥, 𝑡) по формулам (18) и (27):

𝐹 (𝑥, 𝑡) =
1

𝜋

(︂
sin 𝑎𝑥

− cos 𝑎𝑥

)︂
(sin 𝑎𝑡,− cos 𝑎𝑡)− 1

𝜋

(︂
0
−1

)︂
(0,−1). (28)

Подставляя (28) в интегральное уравнение (17) получим

𝐾(𝑥, 𝑡) = − 1

𝜋
𝑔 (𝑥) (sin 𝑎𝑡,− cos 𝑎𝑡) +

1

𝜋
𝑓 (𝑥) (0,−1), (29)

где

𝑓(𝑥) =

(︂
0

−1

)︂
+

∫︁ 𝑥

0
𝐾(𝑥, 𝑠)

(︂
0

−1

)︂
𝑑𝑠, (30)

𝑔(𝑥) =

(︂
sin 𝑎𝑥

− cos 𝑎𝑥

)︂
+

∫︁ 𝑥

0
𝐾(𝑥, 𝑠)

(︂
sin 𝑎𝑠
− cos 𝑎𝑠

)︂
𝑑𝑠. (31)

Подставляя выражение (28) в формулы (30) и (31), имеем

𝑓(𝑥) =

(︂
0

−1

)︂
− sin 𝑎𝑥

𝑎𝜋
𝑔 (𝑥) +

𝑥

𝜋
𝑓 (𝑥) , (32)

𝑔(𝑥) =

(︂
sin 𝑎𝑥

− cos 𝑎𝑥

)︂
− 𝑥

𝜋
𝑔 (𝑥) +

sin 𝑎𝑥

𝑎𝜋
𝑓 (𝑥) , (33)

и

𝑔 (𝑥) =

⎛⎝ 𝑎2𝜋(𝜋−𝑥) sin 𝑎𝑥
𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥

−𝑎𝜋[𝑎(𝜋−𝑥) cos 𝑎𝑥+sin 𝑎𝑥]

𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥

⎞⎠ , 𝑓 (𝑥) =

⎛⎝ 𝑎𝜋 sin2 𝑎𝑥
𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥

−𝑎𝜋[𝑎(𝜋−𝑥)− sin 2𝑎𝑥
2 ]

𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥

⎞⎠ . (34)

Далее, учитывая формулы (29), (34) и (35), находим

𝐾(𝑥, 𝑡) =

⎛⎝ −𝑎2(𝜋−𝑥) sin 𝑎𝑥 sin 𝑎𝑡
𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥

𝑎2(𝜋−𝑥) sin 𝑎𝑥 cos 𝑎𝑡−𝑎 sin2 𝑎𝑥
𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥

𝑎[𝑎(𝜋−𝑥) cos 𝑎𝑥+sin 𝑎𝑥] sin 𝑎𝑡

𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥

−𝑎[𝑎(𝜋−𝑥) cos 𝑎𝑥+sin 𝑎𝑥] cos 𝑎𝑡+𝑎2(𝜋−𝑥)−𝑎 sin 2𝑎𝑥
2

𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥

⎞⎠
𝐾11(𝑥, 𝑥) = − 𝑎2 (𝜋 − 𝑥) sin2 𝑎𝑥

𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥
, (35)

𝐾12(𝑥, 𝑥) =
𝑎2 (𝜋 − 𝑥) sin 2𝑎𝑥

2 − 𝑎 sin2 𝑎𝑥

𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥
, (36)

𝐾21(𝑥, 𝑥) =
𝑎2 (𝜋 − 𝑥) sin 2𝑎𝑥

2 + 𝑎 sin2 𝑎𝑥

𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥
, (37)

𝐾22(𝑥, 𝑥) =
𝑎2 (𝜋 − 𝑥) sin2 𝑎𝑥− 𝑎 sin 2𝑎𝑥

𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥
. (38)

Далее, учитывая формулы (8), (35), (36), (37) и (38) , находим

𝑝 (𝑥, 𝑎) = − (𝐾12 +𝐾21) =
𝑎2 (𝜋 − 𝑥) sin 2𝑎𝑥

𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥
,

𝑞 (𝑥, 𝑎) = 𝐾11 −𝐾22 =
2𝑎2 (𝜋 − 𝑥) sin2 𝑎𝑥+ 𝑎 sin 2𝑎𝑥

𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥
.
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Таким образом, удалось найти все коэффициенты семейства частично-изоспектрального
оператора Дирака вида 𝐷(𝑎):

𝐷 (𝑎) 𝑦 ≡
(︂

0 1
−1 0

)︂
𝑦′ +

⎛⎝ 𝑎2(𝜋−𝑥) sin 2𝑎𝑥

𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥

2𝑎2(𝜋−𝑥) sin2 𝑎𝑥+𝑎 sin 2𝑎𝑥

𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥
2𝑎2(𝜋−𝑥) sin2 𝑎𝑥+𝑎 sin 2𝑎𝑥

𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥
− 𝑎2(𝜋−𝑥) sin 2𝑎𝑥

𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥

⎞⎠ 𝑦 = 𝜆𝑦, 0 < 𝑥 < 𝜋,

𝑦1 (0) = 0, 𝑦1 (𝜋) = 0, 𝑦 (𝑥) =

(︂
𝑦1 (𝑥)
𝑦2 (𝑥)

)︂
.

(39)
Все собственные значения краевой задачи 𝐷(𝑎) состоят из заданных чисел 𝜆0 = 𝑎,

|𝑎| < 1, 𝜆𝑛 = 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}, а соответствующие им собственные функции находятся по форму-
лам

𝜙1(𝑥, 𝜆0) =
𝑎2
(︀
𝜋2 − 𝑥2

)︀
sin 𝑎𝑥− 𝑎2𝑥 (𝜋 − 𝑥) sin 𝑎𝑥+ 2 sin3 𝑎𝑥

𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥
,

𝜙2(𝑥, 𝜆0) =
𝑎𝑥 sin 𝑎𝑥− 𝑎2

(︀
𝜋2 − 𝑥2

)︀
cos 𝑎𝑥+ 𝑎 (𝜋 − 𝑥) [𝑎𝑥+ sin 𝑎𝑥]

𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥
,

𝜙1(𝑥, 𝜆𝑛) =
4(𝑎− 𝑛)2 sin2 𝑎𝑥 sin𝑛𝑥− 4𝑎2𝑛 (𝜋 − 𝑥) sin 𝑎𝑥 sin(𝑎− 𝑛)𝑥

𝑛(𝑎− 𝑛)
[︀
𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥

]︀ , 𝑛 ∈ 𝑍∖{0},

𝜙2(𝑥, 𝜆𝑛) = − cos𝑛𝑥− 𝑎 sin(𝑎− 𝑛)𝑥 [𝑎 (𝑥− 𝜋) cos 𝑎𝑥+ sin 𝑎𝑥]

(𝑎− 𝑛)
[︀
𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥

]︀ +

+
sin𝑛𝑥

[︀
−𝑎 (𝑥− 𝜋) cos 𝑎𝑥+ sin 𝑎𝑥

2

]︀
𝑛
[︀
𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥

]︀ , 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}.

Теперь посмотрим следующие смешанную задачу:

𝑖𝑢𝑡 =

(︂
0 1
−1 0

)︂
𝑢𝑥 +

⎛⎝ 𝑎2(𝜋−𝑥) sin 2𝑎𝑥

𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥

2𝑎2(𝜋−𝑥) sin2 𝑎𝑥+𝑎 sin 2𝑎𝑥

𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥
2𝑎2(𝜋−𝑥) sin2 𝑎𝑥+𝑎 sin 2𝑎𝑥

𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥
− 𝑎2(𝜋−𝑥) sin 2𝑎𝑥

𝑎2(𝜋2−𝑥2)+sin2 𝑎𝑥

⎞⎠𝑢, 0 < 𝑥 < 𝜋, |𝑎| < 1,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥))
𝑇 , 𝑢1 (0, 𝑡) = 0, 𝑢1 (𝜋, 𝑡) = 0, 𝑢 (𝑥, 𝑡) =

(︂
𝑢1 (𝑥, 𝑡)
𝑢2 (𝑥, 𝑡)

)︂
.

(40)
Используя теорему 3.2, получим:
Следствие 3.2. Решение смешанной задачи поставленной для системы уравнения гипер-

болического типа с переменными коэффициентами (40) выглядит следующим образом:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐵0𝑒
−𝑖𝑎𝑡𝑦0(𝑥) +

∞∑︁
𝑛 = −∞, 𝑛 ̸= 0

𝐵𝑛𝑒
−𝑖𝑛𝑡𝑦𝑛(𝑥).

Здесь,

𝑦10(𝑥) =
𝑎2
(︀
𝜋2 − 𝑥2

)︀
sin 𝑎𝑥− 𝑎2𝑥 (𝜋 − 𝑥) sin 𝑎𝑥+ 2 sin3 𝑎𝑥

𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥
,

𝑦20(𝑥) =
𝑎𝑥 sin 𝑎𝑥− 𝑎2

(︀
𝜋2 − 𝑥2

)︀
cos 𝑎𝑥+ 𝑎 (𝜋 − 𝑥) [𝑎𝑥+ sin 𝑎𝑥]

𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥
,

𝑦1𝑛(𝑥) = sin𝑛𝑥− 𝑎 sin 𝑎𝑥

𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥

[︂
𝑎 (𝜋 − 𝑥) sin(𝑎− 𝑛)𝑥

(𝑎− 𝑛)
− sin𝑛𝑥 sin 𝑎𝑥

𝑛

]︂
, 𝑛 ∈ 𝑍∖{0},

𝑦2𝑛(𝑥) = − cos𝑛𝑥− 𝑎 sin(𝑎− 𝑛)𝑥 [𝑎 (𝑥− 𝜋) cos 𝑎𝑥+ sin 𝑎𝑥]

(𝑎− 𝑛)
[︀
𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥

]︀ +
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+
sin𝑛𝑥

[︀
−𝑎 (𝑥− 𝜋) cos 𝑎𝑥+ sin 𝑎𝑥

2

]︀
𝑛
[︀
𝑎2 (𝜋2 − 𝑥2) + sin2 𝑎𝑥

]︀ , 𝑛 ∈ 𝑍∖{0},

𝐵0 =

∫︁ 𝜋

0
𝑦20(𝑥)𝑓2(𝑥)𝑑𝑥, 𝐵𝑛 =

∫︁ 𝜋

0
(𝑦1𝑛(𝑥)𝑓1(𝑥) + 𝑦2𝑛(𝑥)𝑓2(𝑥))𝑑𝑥, 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}.

Таким образом, в этой статье построено семейство изоспектрального и частично-изоспект-
рального оператора Дирака, 𝐷(..., 𝛾−𝑛, ..., 𝛾0, ..., 𝛾𝑛, ...) и 𝐷(𝑎) собственные значения которых
совпадают соостветсвенно с заданными числами:

𝜎(𝐷(..., 𝛾−𝑛, ..., 𝛾0, .., 𝛾𝑛, ...)) = {𝜆𝑛 = 𝑛,∈ 𝑍}

и
𝜎(𝐷(𝑎)) = {𝜆0 = 𝑎, |𝑎| < 1, 𝜆𝑛 = 𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍∖{0}} .

С помощью изоспектрального и частично-изоспектрального оператора Дирака найдено
решение смешанных задач, поставленных для системы дифференциальных уравнений с част-
ными производными гиперболического типа с переменными коэффициентами.
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