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Аннотация
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Abstract

In approximation theory, the problems of finding an estimate of the best approximation
through the structural properties of the approximated function are well known. The work is
devoted to such problems in spaces with an asymmetric norm and sign-sensitive weights.
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1. Введение и основной результат

Работа посвящена вопросам наилучшего приближения тригонометрическими полиномами
2𝜋-периодических действительнозначных функций в пространствах с несимметричной нор-
мой. Напомним классические результаты С.Б.Стечкина [1], [2] и М.Ф. Тимана [3] об оценке
наилучших приближений функций в «стандартных» пространствах 𝐶 и 𝐿𝑝 через значения
модуля гладкости произвольного порядка.

Пусть T — одномерный тор, реализованный как отрезок [−𝜋;𝜋] с отождествлёнными точ-
ками −𝜋 и 𝜋. Через 𝐿𝑝(T), 1 ⩽ 𝑝 < +∞ обозначим пространство действительнозначных на T
функций, суммируемых в 𝑝-ой степени, с нормой

‖𝑓(·)‖𝑝 =
(︂

1

2𝜋

∫︁
T
|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

)︂ 1
𝑝

.

В случае 𝑝 = +∞ предполагается, что 𝑓 ∈ 𝐶(T) и ‖𝑓‖∞ = max𝑥∈T |𝑓(𝑥)|.
Обозначим

Δ𝑟
𝑡𝑓(𝑥) =

𝑟∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑟

𝑘

)︂
𝑓(𝑥+ 𝑘𝑡) (1)

разность порядка 𝑟 ∈ N функции 𝑓 в точке 𝑥 с шагом 𝑡 и положим

𝜔𝑟(𝑓 ;ℎ) = sup
|𝑡|⩽ℎ

‖Δ𝑟
𝑡𝑓‖𝑝. (2)

В [2] была приведена следующая конструкция оценки сверху приближения функций триго-
нометрическими полиномами через значения модуля непрерывности произвольного порядка.
Приближающие полиномы получались в виде линейной комбинации свёрток функции с неот-
рицательными чётными полиномами по системе косинусов.

Пусть заданы натуральное число 𝑟 и {𝜆𝑛}𝑛∈N — возрастающая последовательность поло-
жительных чисел, lim𝑛 //+∞ 𝜆𝑛 = +∞, {𝑎𝑘,𝑛| 𝑘, 𝑛 ∈ N, 𝑛 ⩾ 2, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 − 1} — множество
действительных чисел, определяющие ядра

𝐾1(𝑡) ≡ 1, 𝐾𝑛(𝑡) =
1

2
+
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝑛 cos(𝑘𝑡),

обладающие двумя свойствами:

� 𝐾𝑛(𝑡) ⩾ 0 ∀𝑡 ∈ [−𝜋;𝜋],
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� 𝐶𝑚 = sup𝑛∈N

(︁
2(𝜆𝑛)𝑚

𝜋

∫︀ 𝜋
0 𝑡

𝑚𝐾𝑛(𝑡) 𝑑𝑡
)︁
< +∞, 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑟.

Заметим, что определённая выше константа 𝐶𝑚 при 𝑚 = 0 равна 1. Тогда для 𝑝-нормы (при
любом 𝑝 ∈ [1; +∞] и 𝑛 ∈ N) разность между функцией 𝑓 и тригонометрическим полиномом

𝑇𝑛(𝑓 ;𝑥) =
1

𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

(︃
𝑟∑︁

𝑚=1

(−1)𝑚
(︂
𝑟

𝑚

)︂
𝑓(𝑥+𝑚𝑡)

)︃
𝐾𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

(было доказано С.Б. Стечкиным и М.Ф. Тиманом), что 𝑇𝑛(𝑓 ;𝑥) — тригонометрический поли-
ном степени ⩽ 𝑛− 1 и справедлива оценка

‖𝑓 − 𝑇𝑛(𝑓)‖𝑝 ⩽ 𝐶𝜔𝑟

(︂
𝑓 ;

1

𝜆𝑛

)︂
𝑝

, (3)

где

𝐶 =
𝑟∑︁

𝑚=0

(︂
𝑟

𝑚

)︂
𝐶𝑚. (4)

Замечание 1. В качестве 𝜆𝑛−1 обычно берут 𝜏
𝑛 или 𝜏

𝑛+𝛾 , 𝜏 > 0, 𝛾 > 0. В [2] рассмотрено

𝜆𝑛
−1 = 1

𝑛 , но в ряде других работ изучались другие методы приближения, где аргументы
модуля непрерывности брались в виде 𝜏/(𝑛 + 𝛾). Например, в [4] брались 𝜆𝑛−1 = 2𝜋

3(𝑛+1/2) .
Особый интерес изучения различных 𝜆𝑛 вызван в связи с нахождением так называемой точки
Черныха, начиная с которой наилучшая константа в неравенстве (3) выходит на глобальный
минимум см. [5]. Поясним на примере: для наилучшей константы 𝐶 = 𝐶(𝜆𝑛, 𝑝, 𝑟) в неравен-
стве (3) для 𝑝 = 2 и 𝑟 = 1 см. [6], [7] справедливо 𝐶(𝜆𝑛, 2, 1) = 1/

√
2, 0 < 𝜆𝑛 ⩽ 𝑛/𝜋 и

𝐶(𝜆𝑛, 2, 1) > 1/
√
2, 𝜆𝑛 > 𝑛/𝜋, т.е. для 𝑝 = 2 и 𝑟 = 1 точка Черныха равна 𝜆𝑛 = 𝑛/𝜋. Задача о

нахождении точки Черныха сложная, но тем не менее такого сорта результаты все же были
получены при некоторых значениях параметров (найденные 𝜆𝑛 зависит от 𝑟, 𝑝, 𝑛). В конце
работы процитируем ещё несколько результатов.

В данной работе рассматриваются более общие разности, чем (1) и достаточно широкий
класс несимметричных норм. В соответствии с этим определяются модули непрерывности
функций в несимметричных пространствах. Ставится вопрос: какова оценка сверху нормы
разности 𝑓 − 𝑇𝑛(𝑓) в этих пространствах через модули непрерывности порядка 𝑟. Насколько
она хуже оценки (3)? Доказано, что оценка (3) в изучаемом общем случае заменяется на
следующую:

‖𝑓 − 𝑇𝑛(𝑓)‖ ⩽ 𝐴 · 𝐶 · Ω𝑎,𝑟
(︂
𝑓 ;

1

𝜆𝑛

)︂
‖·‖
. (5)

В (5) постоянная та же, что и в (4), ‖ ·‖ - произвольная норма рассматриваемого класса, а для
постоянной 𝐴 > 1, определяемой рассматриваемой несимметричной нормой с ограниченными
знакочувствительными весами, получено явное выражение. В следующем параграфе будут
изложены необходимые сведения из теории несимметричных норм со знакочувствительными
весами и определена величина 𝐴, а также Ω𝑎,𝑟.

Определение 1. Для 𝑟 ∈ N, 𝑎 > 0, ℎ ∈ R определим обобщённый разностный оператор
порядка 𝑟:

Δ𝑎,𝑟
ℎ (𝑓, 𝑥) = ΔℎΔ𝑎ℎ . . .Δ𝑎𝑟−1ℎ(𝑓, 𝑥), (6)

где Δℎ𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ ℎ).

Заметим, что "классический" разностный оператор Ньютона–Грегори

Δ1,𝑟
ℎ 𝑓(·) = Δ𝑟

ℎ𝑓(·) =
(︀
Δℎ

)︀𝑟
𝑓(·) =

𝑟∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘𝑟 𝑓(·+ 𝑘ℎ)
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и разность Туэ–Морса
Δ2,𝑟
ℎ (𝑓, 𝑥) = ΔℎΔ2ℎ . . .Δ2𝑟−1ℎ(𝑓, 𝑥) (7)

являются частными случаями обобщённого разностного оператора при 𝑎 = 1 и 𝑎 = 2 соответс-
венно. Основные свойства обобщённого разностного оператора порядка 𝑟 можно найти в [8],
[9]. Существенное отличие разности Туэ–Морса от разностного оператора Ньютона–Грегори
состоит в том, что все константы перед функцией 𝑓(· + 𝑘ℎ) по модулю равны единице. Т.е.,
например, для 𝑟 = 2 разность Туэ–Морса принимает вид:

Δ2,2
ℎ (𝑓, 𝑥) = ΔℎΔ2ℎ(𝑓, 𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥+ 2ℎ) + 𝑓(𝑥+ 3ℎ).

2. Несимметричные нормы и основной результат

Определение 2. Обозначим, через Ψ класс норм на плоскости, для которых выполнены
следующие пять свойств. Таким образом 𝜓 ∈ Ψ означает

𝑖) 𝜓(w) ⩾ 0, для любого w ∈ R2, причём 𝜓(w) = 0 ⇐⇒ w𝑤 = (0; 0) для w ∈ R2;

𝑖𝑖) 𝜓(𝛼w) = |𝛼|𝜓(w), w ∈ R2, 𝛼 ∈ R;
𝑖𝑖𝑖) 𝜓(w1 +w2) = 𝜓(𝑢1 + 𝑢2, 𝑣1 + 𝑣2) ⩽ 𝜓(w1) + 𝜓(w2) = 𝜓(𝑢1, 𝑣1) + 𝜓(𝑢2, 𝑣2),w1,w2 ∈ R2.

Будем говорить, что норма 𝜓 симметричная, если выполнены i)-iii) и свойство

𝑖𝑣) 𝜓(𝑢, 𝑣) = 𝜓(𝑣, 𝑢), ∀𝑢, 𝑣 ∈ R.

Будем говорить, что норма 𝜓 монотонная, если выполнены i)-iii) и свойство

𝑣) ∀𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2 ∈ R : |𝑢1| ≤ |𝑢2|, |𝑣1| ≤ |𝑣2| =⇒ 𝜓(𝑢1, 𝑣1) ⩽ 𝜓(𝑢2, 𝑣2).

Приведём примеры наиболее распространённых монотонных, симметричных норм на плос-
кости: 𝜓(𝑢, 𝑣) = |𝑢| + |𝑣|; 𝜓(𝑢, 𝑣) = (𝑢2 + 𝑣2)1/2 (Евклидова норма); 𝜓(𝑢, 𝑣) = max{|𝑢|, |𝑣|};
𝜓(𝑢, 𝑣) = (|𝑢|𝑝 + |𝑣|𝑝)1/𝑝, 𝑝 ∈ [1; +∞); 𝜓(𝑢, 𝑣) = |𝑢|+ |𝑣|+ |𝑢− 𝑣|.

Определение 3. Будем рассматривать несимметричную норму 𝜓𝜚,p и будем писать
𝜓𝜚,p ∈ Ψ𝜚,p, если несимметричная норма порождается функцией 𝜓 ∈ Ψ, обладающей свой-
ствами i)-v), парой p = (𝑝1, 𝑝2) элементов расширенной числовой прямой (1 ⩽ 𝑝1, 𝑝2 ⩽ +∞)
и знакочувствительным весом 𝜚 = (𝜚+(𝑥), 𝜚−(𝑥)) – парой произвольных неотрицательных
измеримых функций 𝜚+ и 𝜚−, которые могут, вообще говоря, принимать и бесконечные зна-
чения. Эта "норма" задается формулой

𝜓𝜚,p(𝑓) = 𝜓𝜚,p(𝑓
+, 𝑓−) = 𝜓

(︃(︂
1

2𝜋

∫︁
T
𝜚+(𝑥)(𝑓

+(𝑥))𝑝1 𝑑𝑥

)︂ 1
𝑝1

,

(︂
1

2𝜋

∫︁
T
𝜚−(𝑥)(𝑓

−(𝑥))𝑝2 𝑑𝑥

)︂ 1
𝑝2

)︃
=

= 𝜓
(︀
‖𝑓+(·)‖𝜚+,𝑝1 , ‖𝑓−(·)‖𝜚−,𝑝2

)︀
. (8)

Различным задачам теории приближения в несимметричных пространствах посвящено
много работ см. [10]–[14] и список цитируемой литературы там. Но, здесь мы ограничемся
лишь определением.

Модуль гладкости в случае несимметричной нормы 𝜓𝜚,p ∈ Ψ𝜚,p определим в виде:

Ω𝑎,𝑟(𝑓, 𝛿)𝜓𝜚,p = sup
|ℎ|⩽𝛿

𝜓𝜚,p
(︀
Δ𝑎,𝑟
ℎ (𝑓, ·)

)︀
.
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Поскольку все нормы на плоскости эквиваленты между собой, то для нормы 𝜓 ∈ Ψ и нормы
|𝑢|+ |𝑣| ∈ Ψ существуют такие положительные константы 𝐶𝜓, 𝐶*

𝜓 (0 < 𝐶𝜓 < 𝐶*
𝜓 < +∞), что

𝐶𝜓 · (|𝑢|+ |𝑣|) ⩽ 𝜓(𝑢, 𝑣) ⩽ 𝐶*
𝜓 · (|𝑢|+ |𝑣|)

для всех (𝑢, 𝑣) ∈ R2. Например, эти константы можно определить следующим образом:

𝐶𝜓 = inf
(𝑢,𝑣)∈R2

𝜓(𝑢, 𝑣)

|𝑢|+ |𝑣|
= inf

(𝑢*,𝑣*)∈𝑆2

𝜓(𝑢*, 𝑣*)

|𝑢*|+ |𝑣*|
> 0, (9)

и

𝐶*
𝜓 = sup

(𝑢,𝑣)∈R2

𝜓(𝑢, 𝑣)

|𝑢|+ |𝑣|
= sup

(𝑢*,𝑣*)∈𝑆2

𝜓(𝑢*, 𝑣*)

|𝑢*|+ |𝑣*|
< +∞,

здесь 𝑆2 — сфера на плоскости.
Если предположить, что знакочувствительные веса почти всюду ограничены сверху и сни-

зу положительными константами, то оказывается, что всё-таки можно получить прямой ана-
лог теоремы Джексона-Стечкина об оценке наилучшего приближения через соответствующий
модуль гладкости в несимметричном пространстве со знакочувствительными весами. Сфор-
мулируем результат.

Теорема 1. Пусть 𝑛, 𝑎, 𝑟 ∈ N, {𝜆𝑛}𝑛∈N — возрастающая последовательность поло-
жительных чисел, lim𝑛 //+∞ 𝜆𝑛 = +∞ и задана несимметричная норма 𝜓𝜚,p ∈ Ψ𝜚,p, 𝑝1,
𝑝2 ∈ [1; +∞] такая, что для знакочувствительных весов почти всюду выполняются нера-
венства 0 < 𝛼 ⩽ 𝜚±(𝑥) ⩽ 𝛽 < +∞. Тогда для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿𝜓𝜚,p, 𝑝1, 𝑝2 ∈ [1; +∞]
справедливо

𝐸𝑛(𝑓)𝐿𝜓𝜚,p ⩽
𝛽

𝛼
· 𝐶 ·

𝐶*
𝜓

𝐶𝜓
· Ω𝑎,𝑟

(︂
𝑓,

1

𝜆𝑛

)︂
𝐿𝜓𝜚,p

,

где положительные константы 𝐶, 𝐶𝜓, 𝐶
*
𝜓 определены выше см. (4), (9).

Доказательство. Справедливо тождество

Δ𝑎,𝑟
𝑛ℎ (𝑓, 𝑥) =

𝑛−1∑︁
𝑘1=0

𝑛−1∑︁
𝑘2=0

· · ·
𝑛−1∑︁
𝑘𝑟=0

Δ𝑎,𝑟
ℎ (𝑓, 𝑥+ 𝑘1ℎ+ 𝑎𝑘2ℎ+ · · ·+ 𝑎𝑟−1𝑘𝑟ℎ),

которое для 𝑟 = 1 очевидно, а для 𝑟 ∈ N, 𝑟 ⩾ 2 доказывается индукцией по 𝑟 c примене-
нием равенства Δ𝑎,𝑟

ℎ (𝑓, 𝑥) = Δ𝑎,𝑟−1
ℎ (𝑓, 𝑥) − Δ𝑎,𝑟−1

ℎ (𝑓, 𝑥 + 𝑎𝑟−1ℎ). Данное тождество вместе с
неравенством 𝜓𝜚,p(𝐹 +𝐺) ⩽ 𝜓𝜚,p(𝐹 ) + 𝜓𝜚,p(𝐺) позволяет получить:

𝜓𝜚(·),p(Δ
𝑎,𝑟
𝑛ℎ (𝑓, 𝑥)) ⩽ 𝛽𝜓1,p(Δ

𝑎,𝑟
𝑛ℎ (𝑓, 𝑥)) ⩽

⩽
𝑛−1∑︁
𝑘1=0

𝑛−1∑︁
𝑘2=0

· · ·
𝑛−1∑︁
𝑘𝑟=0

𝜓1,p(Δ
𝑎,𝑟
ℎ (𝑓, 𝑥+ 𝑘1ℎ+ 𝑎𝑘2ℎ+ · · ·+ 𝑎𝑟−1𝑘𝑟ℎ)) ⩽

⩽ 𝛽

𝑛−1∑︁
𝑘1=0

𝑛−1∑︁
𝑘2=0

· · ·
𝑛−1∑︁
𝑘𝑟=0

𝜓1,p(Δ
𝑎,𝑟
ℎ (𝑓, 𝑥)) ⩽

𝛽

𝛼

𝑛−1∑︁
𝑘1=0

𝑛−1∑︁
𝑘2=0

· · ·
𝑛−1∑︁
𝑘𝑟=0

𝜓𝜚(·),p(Δ
𝑎,𝑟
ℎ (𝑓, 𝑥)).

Здесь под обозначением 𝜓1,p понимается, что весовая функция отсутствует, т.е. 𝜚+ = 𝜚− ≡ 1.
Таким образом, для всякой функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(T), 𝑝 ∈ (0;+∞] выполнено неравенство

Ω𝑎,𝑟(𝑓, 𝑛𝛿)𝐿𝜓𝜚,p ⩽
𝛽

𝛼
· 𝑛𝑟Ω𝑎,𝑟(𝑓, 𝛿)𝐿𝜓𝜚,p
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при любых 𝑛 ∈ N, 𝛿 ⩾ 0. Из последнего неравенства и оценки 𝑡 ⩽ 1
𝜆𝑛

([𝜆𝑛 𝑡] + 1), получаем

Ω𝑎,𝑟(𝑓, 𝑡)𝐿𝜓𝜚,p ⩽
𝛽

𝛼
· (𝜆𝑛𝑡+ 1)𝑟Ω𝑎,𝑟(𝑓, 𝜆

−1
𝑛 )𝐿𝜓𝜚,p . (10)

Из неравенства на положительную часть(︂∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡

)︂+

=

(︂∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓+(𝑥, 𝑡)− 𝑓−(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡

)︂+

⩽
∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓+(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡

и обощенного неравенства Минковского ‖
∫︀ 𝜋
−𝜋 𝑓(·, 𝑡) 𝑑𝑡‖𝑝 ⩽

∫︀ 𝜋
−𝜋 ‖𝑓(·, 𝑡)‖𝑝 𝑑𝑡 для 𝐿𝑝 – норм

(1 ⩽ 𝑝 ⩽ +∞), получаем⃦⃦⃦(︂∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(·, 𝑡) 𝑑𝑡

)︂+

𝜚+(·)
⃦⃦⃦
𝑝
⩽
⃦⃦⃦∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓+(·, 𝑡)𝜚+(·) 𝑑𝑡

⃦⃦⃦
𝑝
⩽
∫︁ 𝜋

−𝜋
‖𝑓+(·, 𝑡)𝜚+(·)‖𝑝 𝑑𝑡.

Аналогичное неравенство выполнено и для отрицательной части функции с весом 𝜚−(𝑥). От-
куда получаем:

𝜓𝜚,p

(︁∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(·, 𝑡) 𝑑𝑡

)︁
= 𝜓

(︂⃦⃦⃦(︁∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(·, 𝑡) 𝑑𝑡

)︁+
𝜚+(·)

⃦⃦⃦
𝑝1
,
⃦⃦⃦(︁∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(·, 𝑡) 𝑑𝑡

)︁−
𝜚−(·)

⃦⃦⃦
𝑝2

)︂
⩽

⩽ 𝐶*
𝜓

(︂⃦⃦⃦(︁∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(·, 𝑡) 𝑑𝑡

)︁+
𝜚+(·)

⃦⃦⃦
𝑝1
+
⃦⃦⃦(︁∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓(·, 𝑡) 𝑑𝑡

)︁−
𝜚−(·)

⃦⃦⃦
𝑝2

)︂
⩽

⩽ 𝐶*
𝜓

∫︁ 𝜋

−𝜋

(︀
‖𝑓(·, 𝑡)+‖𝜚+,𝑝1 + ‖𝑓(·, 𝑡)−‖𝜚−,𝑝2

)︀
𝑑𝑡 ⩽

𝐶*
𝜓

𝐶𝜓

∫︁ 𝜋

−𝜋
‖𝑓(·, 𝑡)‖𝜓𝜚,p 𝑑𝑡. (11)

Оценим разность функции 𝑓(𝑥) с тригонометрическим полиномом 𝑇𝑛(𝑓) в несимметричной
норме со знакочувствительным весом.

𝐸𝑛(𝑓)𝐿𝜓𝜚,p ⩽ 𝜓𝜚,p(𝑓(·)− 𝑇𝑛(𝑓, ·)) = 𝜓𝜚,p

(︁∫︁
T
(Δ𝑎,𝑟

𝑡 (𝑓, 𝑥))𝐾𝑛,𝑟(𝑡) 𝑑𝑡
)︁
⩽

⩽
𝐶*
𝜓

𝐶𝜓

∫︁
T

(︁
𝜓𝜚,p

(︁
Δ𝑎,𝑟
𝑡 (𝑓, ·)

)︁)︁
𝐾𝑛,𝑟(𝑡) 𝑑𝑡 ⩽

𝐶*
𝜓

𝐶𝜓

∫︁
T
Ω𝑎,𝑟(𝑓, |𝑡|)𝐿𝜓𝜚,p ·𝐾𝑛,𝑟(𝑡) 𝑑𝑡 ⩽

⩽
𝛽

𝛼
·
𝐶*
𝜓

𝐶𝜓
· Ω𝑎,𝑟(𝑓, 𝜆−1

𝑛 )𝐿𝜓𝜚,p ·
∫︁
T
(𝜆𝑛𝑡+ 1)𝑟𝐾𝑛,𝑟(𝑡) 𝑑𝑡 ⩽

𝛽

𝛼
·
𝐶*
𝜓

𝐶𝜓
· 𝐶 · Ω𝑎,𝑟(𝑓, 𝜆−1

𝑛 )𝐿𝜓𝜚,p . (12)

Теорема доказана.
Для 𝑎 = 1, 𝑟 = 1, 𝜆𝑛 = 1/𝑛 в случае классического разностного оператора 1-го порядка

при 𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝 c нормой на плоскости 𝜓(𝑢, 𝑣) = (|𝑢|𝑝 + |𝑣|𝑝)1/𝑝 в пространствах 𝐿𝜚,𝑝(T) в
работе [15] была получена следующая оценка 𝐸𝑛(𝑓)𝐿𝑝(T) ⩽ 12 · Ω1,1(𝑓, 1/𝑛)𝐿𝜓𝜚,p , 1 ⩽ 𝑝 ⩽ +∞.
Для получения этого результата авторы использовали ядро Джексона 𝐾𝑛(𝑡) = 𝑡(𝑥)/𝛾𝑛, где

𝑡(𝑥) =
(︁
sin((𝑛+1)𝑡/4)

sin(𝑡/2)

)︁4
, 𝛾𝑛 = (1/𝜋)

∫︀ 𝜋
−𝜋 𝑡(𝑥) 𝑑𝑥.

Приведём следствие из теоремы 1 при отсутствии знакочувствиельных весов 𝜚+(𝑥) =
= 𝜚−(𝑥) ≡ 1, при 𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝 ∈ [1; +∞] и для нормы на плоскости 𝜓(𝑢, 𝑣) = (|𝑢|𝑝 + |𝑣|𝑝)1/𝑝.
Т.е. для случая, когда обощенный модуль гладкости переходит в модуль гладкости 𝑟-го поряд-
ка в 𝐿𝑝(T) пространствах. Легко заметить, что в этом случае в неравенстве (11) отношение

констант
𝐶*
𝜓

𝐶𝜓
можно заменить константой 1. Поэтому имеет место следующее утверждение:

Теорема 2. Следствие 1. Для любого 𝑟, 𝑛, 𝑎 ∈ N, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝, 𝑝 ∈ [1; +∞] справедливо

𝐸𝑛(𝑓)𝐿𝑝(T) ⩽ 𝐶𝜔𝑎,𝑟(𝑓, 𝜆
−1
𝑛 )𝑝, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ +∞. (13)

c положительной константой 𝐶, определённой в (4).
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Условие 𝐾𝑛(𝑡) ⩾ 0, ∀𝑡 ∈ [−𝜋;𝜋] было принципиально важно для получения результата
теоремы для пространств с несимметричными нормами. Для обычных норм данное условие
неотрицательности ядра 𝐾𝑛(𝑡) необязательно, и поэтому в следствие 1, если доказывать его
напрямую (не используя теорему 1), условие не нужно. А следовательно, при получении нера-
венств вида (13) можно использовать ядра, которые не обладают свойством знакопостоянства.

Для 𝑎 = 1, т.е. для классического модуля непрерывности 𝑟-го порядка в обычных 𝐿𝑝(T)
пространствах, следствие 1 было получено С.Б. Стечкиным в 1949 г. [1] и опубликовано с
полным доказательством в [2] в 1951 г. Он интересовался случаем 𝑝 = +∞, хотя его методы
дают возможность без труда получить это утверждение при любом 𝑝 ∈ [1; +∞]. В то же время
появились публикации М.Ф. Тимана [3], где такое же утверждение (для классического модуля
непрерывности в 𝐿𝑝(T) пространствах) было доказано для 1 < 𝑝 < +∞. С.Б. Стечкин в своей

работе для 𝑟 ∈ N использовал ядра вида 𝐾𝑛(𝑡) = 𝑏𝑝𝐽𝑛(𝑡), где 𝐽𝑛(𝑡) =
(︁
sin(𝑝𝑡/2)
sin(𝑡/2)

)︁2𝑘0
, где 𝑘0 —

целое, не зависит от 𝑛, 2𝑘0 ⩾ 𝑟+2, натуральное 𝑝 определяется из неравенств 𝑛
2𝑘0

< 𝑝 ⩽ 𝑛
2𝑘0

+1,
а 𝑏𝑝 выбирается из условия

∫︀ 𝜋
−𝜋𝐾𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 = 1.

Для 𝑎 = 1 и 𝑟 = 1, в пространствах 𝐶(T) = 𝐿∞(T) следствие 1 см. [16] было получено Д.
Джексоном в следущем виде 𝐸𝑛(𝑓)𝐿∞(T) ⩽ 12𝜔1,1(𝑓, 𝑛

−1)∞. Константа 12 была получена на
ядре Джексона 𝐾𝑛(𝑡) = 𝑡(𝑥)/𝛾𝑛, где 𝑡(𝑥) и 𝛾𝑛 были определены выше. Более точно Д.Джексон
получил 𝐸𝑛(𝑓)𝐿∞(T) ⩽ 6𝜔1,1(𝑓,

2
𝑛+1)∞ для нечетных 𝑛 и 𝐸𝑛(𝑓)𝐿∞(T) ⩽ 6𝜔1,1(𝑓,

2
𝑛)∞ для четных

𝑛.
Отметим ещё несколько случаев оценок вида (13), которые были получены другими мето-

дами, отличным от изложенного нами.
Случай 𝑎 = 1 и 𝑟 = 1 в пространствах 𝐶(T) = 𝐿∞(T) с 𝜆𝑛 = 2𝑛𝑘, 𝑘 ∈ N был изучен в

работах Н.П. Корнейчука [17], [18], в которых он доказал, что точная константа 𝐶1,𝑘 в неравен-
стве 𝐸𝑛(𝑓)𝐿∞(T) ⩽ 𝐶1,𝑘𝜔1,1(𝑓,

1
2𝑘𝑛)∞ удовлетворяет

(︀
1− 1

2𝑛

)︀
𝑘+1
2 ⩽ 𝐶1,𝑘 ⩽ 𝑘+1

2 . Оценка сверху
в данном результате можно получить как при помощи теорем сравнения, так и при помощи
приближения вспомогательным классом функций. Оценка снизу получена Н.П. Корнейчуком
на специальной последовательности функций.

Случай 𝑎 = 1 и 𝑟 = 2 в пространствах 𝐶(T) = 𝐿∞(T) с 𝜆𝑛 = 4𝑛 был получен в ра-
боте В.В. Жука и В.А. Шалаева (см. [19], гл. 8, §3, теорема 3 и комментарий к гл. 8, §3]).
𝐸𝑛(𝑓)𝐿∞(T) ⩽ 𝐶1𝜔1,2(𝑓,

1
4𝑛)∞, причём они доказали, что точная константа 𝐶1 удовлетворяет

неравенству 1− 1/2𝑛 ⩽ 𝐶1 ⩽ 1.
Для случая 𝑎 ∈ N нечётно, 𝑎 ⩾ 3 и 𝑝 = 2 оценка на наилучшую константу в неравенстве

(13) 𝐶 = 𝐶(𝑎, 𝑟, 2, 𝜆𝑛) для 𝜆𝑛 = 𝑛
𝛾𝜋 , 𝛾 ⩾ 1 получена в работе [9]:

1√
2𝑟

⩽ 𝐶(𝑎, 𝑟, 2, 𝜆𝑛) ⩽

√︃
1 +

1

[𝛾]

1√
2𝑟
.

Утверждение следствия 1 для произвольного 𝑎 ∈ N, 𝑟 ∈ N, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ +∞, по-видимому,
публикуется впервые.
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