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Аннотация

Как известно, классическая задача (проблема) Аполлония о построении с помощью
циркуля и линейки окружности, касающейся трёх данных, обладает конечным числом
решений, либо не имеет решений, если заданные окружности концентрические. При этом
допускаются так называемые вырожденные случаи: любая из данных окружностей может
являться точкой, то есть окружностью нулевого радиуса, или прямой, то есть окружностью
бесконечного радиуса.

Настоящая работа посвящена исследованию задачи Аполлония не для трёх окружно-
стей, а для двух, включая вырожденные случаи. Представлена классификация всех случа-
ев рассматриваемой задачи в зависимости от вида заданных объектов (точки, прямой или
окружности) и от их взаимного расположения на вещественной координатной плоскости.
В каждом из приведённых случаев были не только найдены все решения, но и указаны
некоторые их взаимосвязи.

Подходы к решению полученных в классификации случаев основаны на понятии гео-
метрического места точек, равноудалённых от заданных объектов задачи, и на условиях
равенств расстояний от предполагаемого центра искомой касательной окружности до каж-
дого из заданных объектов.

Отметим, что в отличие от классической задачи Аполлония решение всегда существует,
более того, число решений бесконечно.
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Abstract

It is well known that the classical Apollonius’s problem to construct a circle tangent to
three given circles using a compass and straightedge has finite number of solutions or has no
solutions if the given circles are concentric. The so called degenerate cases are also included in
the consideration: any of the circles may be a point (a zero-radius circle) or a straght line (a
circle of infinite radius).

In this paper we consider the Apollonius problem not for three circles but for only two, with
the degenerate cases also considered. We classify all cases of the problem for all possible objects
(points, lines or circles) and for all cases of their mutual arragements on the real coordinate
plane. For every case not only all solutions are provided but also some of their interdependencies
are shown.

The approaches for solutions of the classified cases are based on the notion of locus of the
points being equidistant from the given objects and on the equity of distances from the center
of the sought tangent circle to each of the given objects.

Unlike the classical Apollonius’s problem the solution always exists, moreover, the number
of solutions is infinite.
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1. Введение

Одним из главных вопросов задач на построение является вопрос о возможности постро-
ения циркулем и линейкой. С точки зрения алгебры этот вопрос звучит следующим образом,
см., например, в [1], [2]: можно ли найти решение алгебраического уравнения, используя
только рациональные алгебраические операции и операции извлечения корня? Связь меж-
ду геометрическими построениями и алгебраическими операциями определяется следующим
критерием.

Теорема 1 (критерий построения точки, [3]). На числовой прямой можно построить
циркулем и линейкой точку, соответствующую действительному числу 𝑎, тогда и только
тогда, когда это число принадлежит некоторому квадратичному расширению поля рацио-
нальных чисел.
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Одной из задач на построение циркулем и линейкой является проблема (задача) Аполло-
ния: даны три объекта, каждый из которых может быть точкой, прямой или окружностью;
требуется провести окружность, которая проходила бы через каждую из данных точек и ка-
салась бы каждой из данных прямых или окружностей.

Стоит отметить, что задача Аполлония для трёх окружностей (кроме случаев, когда хотя
бы одна из окружностей находится внутри другой) и её частные случаи обладают конечным
количеством решений, [4]. Алгебраические обоснования данного факта достаточно объёмные,
поэтому приведём геометрическое обоснование.

Рассмотрим на примере классической задачи Аполлония о построении окружности, каса-
ющейся трёх данных окружностей. Введём следующее определение.

Определение 1. Говорят, что две окружности, имеющие общую точку, касаются в
этой точке, если они имеют в этой точке общую касательную. При этом касание окруж-
ностей называется внутренним, если центры окружностей лежат по одну сторону от
их общей касательной, и внешним касанием, если центры окружностей лежат по разные
стороны от их общей касательной.

Из этого определения следует, что существуют три точки, являющиеся точками касания
искомой окружности с каждой из данных. Эти три точки не лежат на одной прямой, следо-
вательно, задают плоскость.

Предложение 1 (см. [5], [6]). Множество всех точек пространства, равноудалённых
от трёх данных точек, не лежащих на одной прямой, есть прямая, перпендикулярная плос-
кости этих точек и проходящая через центр окружности, описанной около треугольника с
вершинами в данных точках.

Рассматривая проекцию перпендикулярной прямой из предложения 1 на плоскость, опре-
делённую тремя точками касания, получаем одну единственную точку. Эта точка будет яв-
ляться центром окружности, описанной около треугольника, определённого точками касания.
Следовательно, эта окружность – искомая, и она единственная. Учитывая возможность внут-
реннего или внешнего касания для каждой из трёх окружностей, получим всего 8 решений
классической задачи, [7]. Аналогичным образом можно доказать конечность числа решений
задачи Аполлония и для её частных случаев. Кроме того, в современной математике были
рассмотрены типы задачи Аполлония, число заданных объектов которых больше трёх, и так-
же доказана конечность числа решений этих задач, [8]. Намного ранее же в одной из статей [9]
были сформулированы и доказаны теоремы и их следствия для следующего обобщения задачи
Аполлония: построить окружность, пересекающую три данные окружности под углами 𝐴, 𝐴′

и 𝐴′′ соответственно.
В данной работе будут рассмотрены задачи Аполлония для двух объектов, каждый из

которых является точкой, прямой или окружностью. Также для каждого из частных случаев
будут даны ответы на вопросы: возможно ли построить окружность, касающуюся двух данных
объектов циркулем и линейкой, и является ли количество решений этих задач конечным?

2. Задача Аполлония для двух объектов

В зависимости от количества заданных объектов и от их взаимного расположения на веще-
ственной координатной плоскости можно разделить исследуемую задачу на следующие груп-
пы.

1. Две точки.

2. Две прямые:
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� параллельны;

� пересекаются.

3. Прямая и точка:

� точка лежит на прямой;

� точка не лежит на прямой.

4. Точка и окружность:

� точка лежит на окружности;

� точка лежит внутри окружности;

� точка лежит вне окружности.

5. Прямая и окружность:

� окружность и прямая не имеют общих точек;

� прямая касается окружности;

� прямая пересекает окружность.

6. Две окружности:

� окружности не имеют общих точек и ни одна из них не находится внутри другой;

� окружности касаются внешним образом;

� окружности пересекаются;

� окружности касаются внутренним образом;

� одна окружность находится внутри другой.

Введём следующие обозначения на действительной координатной плоскости:
1) 𝐴(𝑥1, 𝑦1), 𝐵(𝑥2, 𝑦2) – данные точки;

2) 𝑙 : 𝐴1𝑥+𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0, 𝑚 : 𝐴2𝑥+𝐵2𝑦 + 𝐶2 = 0 – уравнения заданных прямых 𝑙 и 𝑚;

3) 𝜔1, 𝜔2 – данные окружности с центрами 𝑀(𝑚1,𝑚2), 𝐾(𝑘1, 𝑘2) и радиусами 𝑟1, 𝑟2;

4) 𝑂(𝑥0, 𝑦0) – искомые центры касательных окружностей;

5) 𝑟0 – радиусы искомых касательных окружностей.
Также отметим, что уравнение вида 𝑎11𝑥2 + 2𝑎12𝑥𝑦 + 𝑎22𝑦

2 + 2𝑎10𝑥+ 2𝑎20𝑦 + 𝑎00 = 0, где
𝑎𝑖𝑗 ∈ R, 𝑖, 𝑗 ∈ {0, 1, 2}, есть общее уравнение линии второго порядка, [10].

Далее рассмотрим каждую из групп приведённой классификации и выведем формулы для
центров и радиусов множества касательных окружностей.

2.1. Задача о двух прямых

В задаче для двух прямых на вещественной координатной плоскости возможны два случая их
взаимного расположения: данные прямые параллельны или пересекаются. Для этих случаев,
как хорошо известно из [11] и [5], справедливы следующие утверждения.

Предложение 2. Пусть даны две параллельные прямые на координатной плоскости
𝑂𝑥𝑦. Тогда множество центров семейства окружностей, касающихся данных прямых, есть
прямая, параллельная данным и равноудалённая от них. При этом радиус будет постоянен
и равен расстоянию от прямой центров до одной из данных прямых.
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Предложение 3. Пусть даны две пересекающиеся прямые на координатной плоскости
𝑂𝑥𝑦. Тогда множество центров семейства окружностей, касающихся данных прямых, есть
пара взаимно перпендикулярных прямых, являющихся биссектрисами углов, образованных
данными прямыми, без одной точки – точки пересечения этих биссектрис.

2.2. Задача об окружности и прямой и её следствие

Теорема 2. Пусть даны окружность и прямая на координатной плоскости 𝑂𝑥𝑦. Тогда
а) если окружность и прямая не имеют общих точек либо имеют ровно две общие точки,

то множество центров семейства окружностей, касающихся данной окружности и данной
прямой, есть пара парабол (см. рис. 1) .

б) если прямая касается заданной окружности, то множество центров семейства
окружностей, касающихся данной окружности и данной прямой, есть парабола без точ-
ки – её вершины – и прямая, проходящая через центр данной окружности и точку касания
окружности и прямой, без двух точек – центра данной окружности и точки касания за-
данной окружности и данной прямой.

Доказательство. Пусть 𝜔1 – данная окружность с центром 𝑀(𝑚1,𝑚2) и радиусом 𝑟1.
𝑙 : 𝐴1𝑥+𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0 – заданная прямая.

Искомые центры окружностей должны быть равноудалены от данной прямой 𝑙 и от данной
окружности. Тогда должно выполняться равенство:

𝑂𝑀 ± 𝑟1 = 𝜌((𝑥0, 𝑦0), 𝑙). (*)

Запишем это равенство через формулы расстояния между точками и расстояния от точки
до прямой: √︀

(𝑥0 −𝑚1)2 + (𝑦0 −𝑚2)2 ± 𝑟1 =
|𝐴1𝑥0 +𝐵1𝑦0 + 𝐶1|√︀

𝐴2
1 +𝐵2

1

.

Раскрыв модуль в числителе правой части равенства по определению, получаем:

±
√︀

(𝑥0 −𝑚1)2 + (𝑦0 −𝑚2)2 ∓ 𝑟1 =
𝐴1𝑥0 +𝐵1𝑦0 + 𝐶1√︀

𝐴2
1 +𝐵2

1

.

Перенесём значение радиуса в правую часть равенства и возведём обе части равенства в квад-
рат:

(𝑥0 −𝑚1)
2 + (𝑦0 −𝑚2)

2 =

(︃
𝐴1𝑥0 +𝐵1𝑦0 + 𝐶1√︀

𝐴2
1 +𝐵2

1

± 𝑟1

)︃2

. (1)

Введем обозначения

𝐴1√︀
𝐴2

1 +𝐵2
1

= 𝑃,
𝐵1√︀

𝐴2
1 +𝐵2

1

= 𝑄,
𝐶1√︀

𝐴2
1 +𝐵2

1

= 𝑇 (2)

и заметим, что 𝑃 2 +𝑄2 = 1.
Раскроем квадрат в правой части равенства (1) и сгруппируем слагаемые относительно

переменных 𝑥0, 𝑦0:

𝑥20(𝑃
2 − 1) + 2𝑃𝑄𝑥0𝑦0 + 𝑦20(𝑄

2 − 1) + 2𝑥0(𝑚1 + 𝑃 (𝑇 ± 𝑟1)) + 2𝑦0(𝑚2 +𝑄(𝑇 ± 𝑟1))+

+(𝑇 ± 𝑟1)
2 − (𝑚2

1 +𝑚2
2) = 0. (3)

Полученные уравнения (3) задают множество всех центров касательных окружностей и яв-
ляются общими уравнениями линий второго порядка. Определим вид полученных линий, см.
например [12], [13].
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1.

⃒⃒⃒⃒
𝑃 2 − 1 𝑃𝑄
𝑃𝑄 𝑄2 − 1

⃒⃒⃒⃒
= 𝑃 2𝑄2 − (𝑃 2 +𝑄2) + 1− 𝑃 2𝑄2 = 0 ⇒ параболический тип линии;

2. {︃
(𝑃 2 − 1)𝑥+ 𝑃𝑄𝑦 + (𝑚1 + 𝑃 (𝑇 ± 𝑟1)) = 0,

𝑃𝑄𝑥+ (𝑄2 − 1)𝑦 + (𝑚2 +𝑄(𝑇 ± 𝑟1)) = 0.

Выразим из второго уравнения переменную 𝑥 и подставим полученное выражение в первое
уравнение системы:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(𝑃 2 − 1)
(𝑄2 − 1)𝑦 + (𝑚2 +𝑄(𝑇 ± 𝑟1))

−𝑃𝑄
+ 𝑃𝑄𝑦 + (𝑚1 + 𝑃 (𝑇 ± 𝑟1)) = 0,

𝑥 =
(𝑄2 − 1)𝑦 + (𝑚2 +𝑄(𝑇 ± 𝑟1))

−𝑃𝑄
;⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑦

(︂
(𝑃 2 − 1)(1−𝑄2)

𝑃𝑄
+ 𝑃𝑄

)︂
+
𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + (𝑃 2 +𝑄2)(𝑇 ± 𝑟1)

𝑃
= 0,

𝑥 =
(𝑄2 − 1)𝑦 + (𝑚2 +𝑄(𝑇 ± 𝑟1))

−𝑃𝑄
;⎧⎪⎨⎪⎩

𝑦 · 0 + 𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + (𝑇 ± 𝑟1)

𝑃
= 0,

𝑥 =
(𝑄2 − 1)𝑦 + (𝑚2 +𝑄(𝑇 ± 𝑟1))

−𝑃𝑄
.

(**)

𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + (𝑇 ± 𝑟1) = 0 ⇔ 𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + 𝑇 = ∓𝑟1. Рассмотрим каждый из случаев.
Пусть 𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + 𝑇 = 𝑟1. Тогда⎧⎪⎨⎪⎩

𝑦 · 0 + 𝑟1 ± 𝑟1
𝑃

= 0,

𝑥 =
(𝑄2 − 1)𝑦 + (𝑚2 +𝑄(𝑇 ± 𝑟1))

−𝑃𝑄

⇒ 𝑟1 ± 𝑟1
𝑃

= 0 ⇔

[︃
2𝑟1 = 0,

𝑟1 − 𝑟1 = 0.

Второе равенство совокупности всегда верно, значит первое равенство системы (**) обра-
щается в тождество 0 = 0. Следовательно, система (**) будет иметь бесконечно много реше-
ний, то есть получаем прямую центров. Первое же равенство совокупности никогда не вы-
полнится, поскольку 𝑟1 > 0. Тогда система уравнений (**) не будет иметь решений, а значит
линия второго порядка не имеет центров. В этом случае множество центров будет являться
параболой.

Перейдем к случаю 𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + 𝑇 = −𝑟1. Тогда⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦 · 0 + −𝑟1 ± 𝑟1

𝑃
= 0,

𝑥 =
(𝑄2 − 1)𝑦 + (𝑚2 +𝑄(𝑇 ± 𝑟1))

−𝑃𝑄

⇒ −𝑟1 ± 𝑟1
𝑃

= 0 ⇔

[︃
−2𝑟1 = 0,

−𝑟1 + 𝑟1 = 0.

Второе равенство совокупности всегда верно, значит первое равенство системы (**) обра-
щается в тождество 0 = 0. Следовательно, система (**) будет иметь бесконечно много реше-
ний, то есть получаем прямую центров. Первое же равенство совокупности никогда не вы-
полнится, поскольку 𝑟1 > 0. Тогда система уравнений (**) не будет иметь решений, а значит
линия второго порядка не имеет центров. В этом случае множество центров будет являться
параболой.

Проверим принадлежность произвольной точки (𝑥, 𝑦) прямой центров полученным линиям
второго порядка. Пусть 𝑦 = 𝑚2, тогда

𝑥 =
𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + 𝑇 ± 𝑟1

−𝑃
+𝑚1.



164 А. С. Кашина, Л. М. Цыбуля

Подставим полученные координаты в уравнение (3):(︂
𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + 𝑇 ± 𝑟1

−𝑃
+𝑚1

)︂2

(𝑃 2 − 1) + 2𝑃𝑄

(︂
𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + 𝑇 ± 𝑟1

−𝑃
+𝑚1

)︂
𝑚2+

+𝑚2
2(𝑄

2 − 1) + 2

(︂
𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + 𝑇 ± 𝑟1

−𝑃
+𝑚1

)︂
(𝑚1 + 𝑃 (𝑇 ± 𝑟1))+

+ 2𝑚2(𝑚2 +𝑄(𝑇 ± 𝑟1)) + (𝑇 ± 𝑟1)
2 − (𝑚2

1 +𝑚2
2) = 0,

− 1

𝑃 2
(𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + 𝑇 ± 𝑟1) = 0.

В силу 𝑃𝑚1+𝑄𝑚2+𝑇 = ∓𝑟1 полученное равенство тождественно равно нулю. Следовательно,
выбранная произвольно точка линии центров принадлежит линии второго порядка. Получаем,
что эта линия есть две совпавшие прямые.

Поскольку рассмотрены все случаи, то теорема доказана.

Рис. 1: Случай пересечения прямой и окружности. Искомое множество центров есть пара
парабол.

Пусть теперь заданная окружность вырождается в точку, то есть в окружность нулевого
радиуса. Тогда справедливо следующее утверждение.

Следствие 1. Пусть даны точка и прямая на координатной плоскости 𝑂𝑥𝑦. Тогда
a) если точка не лежит на заданной прямой, то множество центров семейства окруж-

ностей, касающихся данной прямой и проходящих через эту точку, есть парабола, для ко-
торой данная точка является фокусом, а данная прямая – директрисой;

б) если точка лежит на заданной прямой, то множество центров семейства окруж-
ностей, касающихся данной прямой в этой точке, есть прямая, перпендикулярная данной
прямой, проходящая через данную точку и не включающая эту же точку.

Доказательство. Действительно, легко заметить, что все формулы, начиная с (*) по
(**), и сопутствующие рассуждения остаются верными для прямой и окружности нулевого
радиуса 𝑟1 = 0. Запишем соответствующую формуле (**) систему⎧⎪⎨⎪⎩

𝑦 · 0 + 𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + 𝑇

𝑃
= 0,

𝑥 =
(𝑄2 − 1)𝑦 + (𝑚2 +𝑄𝑇 )

−𝑃𝑄
.

Используя обозначения (2) и формулу расстояния от точки 𝑀 до прямой 𝑙

𝐴1𝑚1 +𝐵1𝑚2 + 𝐶1√︀
𝐴2

1 +𝐵2
1

,
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получаем

𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + 𝑇

𝑃
= 0 ⇔ 𝑃𝑚1 +𝑄𝑚2 + 𝑇 = 0 ⇔ 𝐴1𝑚1 +𝐵1𝑚2 + 𝐶1√︀

𝐴2
1 +𝐵2

1

= 0 ⇔𝑀 ∈ 𝑙.

Если𝑀 ̸∈ 𝑙, то система уравнений не имеет решений, и полученная линия не имеет центров.
Из пунктов 1 – 2 в доказательстве теоремы 2 получаем, что линия, заданная уравнением (3),
есть парабола. Если 𝑀 ∈ 𝑙, то система будет иметь бесконечно много решений, то есть полу-
чаем прямую центров.

Проверка принадлежности точки прямой центров полученной линии второго порядка осу-
ществляется точно также, как было сделано выше в теореме 2. Следствие доказано.

2.3. Задача о двух окружностях и её следствия

Пусть 𝜔1, 𝜔2 – данные окружности с центрами 𝑀(𝑚1,𝑚2), 𝐾(𝑘1, 𝑘2) и радиусами 𝑟1, 𝑟2
соответственно. Условимся, что радиусы заданных окружностей различны.

Пусть далее 𝑟1 > 𝑟2. Искомые центры касательных окружностей должны быть равноуда-
лены от каждой из заданных окружностей. Следовательно, должно выполняться равенство
отрезков 𝑂𝐾 ± 𝑟2 = 𝑂𝑀 ± 𝑟1, если искомые окружности касаются данных только внешним
или только внутренним образом, и 𝑂𝐾 ∓ 𝑟2 = 𝑂𝑀 ± 𝑟1, если искомые окружности касаются
одной из данных окружностей внешним образом, а второй – внутренним.

Запишем первое равенство через формулу расстояния между точками:√︀
(𝑥0 − 𝑘1)2 + (𝑦0 − 𝑘2)2 ± 𝑟2 =

√︀
(𝑚1 − 𝑥0)2 + (𝑚2 − 𝑦0)2 ± 𝑟1.

Уединим один из радикалов и возведём обе части равенства в квадрат:

(𝑥0 − 𝑘1)
2 + (𝑦0 − 𝑘2)

2 = (𝑚1 − 𝑥0)
2 + (𝑚2 − 𝑦0)

2±

±2(𝑟1 − 𝑟2)
√︀
(𝑚1 − 𝑥0)2 + (𝑚2 − 𝑦0)2 + (𝑟1 − 𝑟2)

2.

Повторно уединим радикал, возведём в квадрат обе части равенства и сгруппируем слагаемые
относительно переменных 𝑥0, 𝑦0:

(4(𝑚1 − 𝑘1)
2 − 4(𝑟1 − 𝑟2)

2)𝑥20 + 8(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)𝑥0𝑦0 + (4(𝑚2 − 𝑘2)
2−

−4(𝑟1 − 𝑟2)
2)𝑦20 + (4(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2

1 −𝑚2
2 − (𝑟1 − 𝑟2)

2)(𝑚1 − 𝑘1) + 8(𝑟1 − 𝑟2)
2𝑚1)𝑥0+

+(4(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − (𝑟1 − 𝑟2)
2)(𝑚2 − 𝑘2) + 8(𝑟1 − 𝑟2)

2𝑚2)𝑦0+

+(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − (𝑟1 − 𝑟2)
2)2 − 4(𝑟1 − 𝑟2)

2(𝑚2
1 +𝑚2

2) = 0. (4)

Аналогичным образом преобразуем второе равенство:

(4(𝑚1 − 𝑘1)
2 − 4(𝑟1 + 𝑟2)

2)𝑥20 + 8(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)𝑥0𝑦0 + (4(𝑚2 − 𝑘2)
2 − 4(𝑟1 + 𝑟2)

2)𝑦20+

+(4(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − (𝑟1 + 𝑟2)
2)(𝑚1 − 𝑘1) + 8(𝑟1 + 𝑟2)

2𝑚1)𝑥0+

+(4(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − (𝑟1 + 𝑟2)
2)(𝑚2 − 𝑘2) + 8(𝑟1 + 𝑟2)

2𝑚2)𝑦0 + (𝑘21 + 𝑘22−
−𝑚2

1 −𝑚2
2 − (𝑟1 + 𝑟2)

2)2 − 4(𝑟1 + 𝑟2)
2(𝑚2

1 +𝑚2
2) = 0. (5)

Полученные уравнения (4) и (5) задают множества всех центров касательных окружностей и
являются общими уравнениями линий второго порядка.
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Для определения типа полученных линий выпишем соответствующие им выражения вида
Δ = 𝑎11𝑎22 − 𝑎212:

Δ(4) =

⃒⃒⃒⃒
4(𝑚1 − 𝑘1)

2 − 4(𝑟1 − 𝑟2)
2 4(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)

4(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2) 4(𝑚2 − 𝑘2)
2 − 4(𝑟1 − 𝑟2)

2

⃒⃒⃒⃒
=

= 16(𝑟1 − 𝑟2)
2((𝑟1 − 𝑟2)

2 − ((𝑚1 − 𝑘1)
2 + (𝑚2 − 𝑘2)

2)),

Δ(5) =

⃒⃒⃒⃒
4(𝑚1 − 𝑘1)

2 − 4(𝑟1 + 𝑟2)
2 4(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)

4(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2) 4(𝑚2 − 𝑘2)
2 − 4(𝑟1 + 𝑟2)

2

⃒⃒⃒⃒
=

= 16(𝑟1 + 𝑟2)
2((𝑟1 + 𝑟2)

2 − ((𝑚1 − 𝑘1)
2 + (𝑚2 − 𝑘2)

2)).

Поскольку произведение 16(𝑟1 ± 𝑟2)
2 > 0, то за знак выражений Δ(4) и Δ(5) будет отвечать

только знак второго множителя:

(𝑟1 ± 𝑟2)
2 − ((𝑚1 − 𝑘1)

2 + (𝑚2 − 𝑘2)
2). (***)

Рассмотрим все возможные ситуации взаимного расположения окружностей на вещественной
координатной плоскости.

а) Если окружности не имеют общих точек и ни одна не находится внутри другой, то рас-
стояние между центрами заданных окружностей больше суммы радиусов этих окружностей
на некоторое положительное действительное число 𝑐, то есть 𝜌(𝑀,𝐾) = 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑐.

Рассмотрим знаки выражений Δ(4) и Δ(5) в зависимости от знака множителя (***):

1. (𝑟1−𝑟2)2−((𝑚1−𝑘1)2+(𝑚2−𝑘2)2) = (𝑟1−𝑟2)2−(𝑟1+𝑟2+𝑐)
2 = (2𝑟1+𝑐)·(−2𝑟2 − 𝑐) < 0 ⇒

⇒ Δ(4) < 0 – гиперболический тип линии;

2. (𝑟1+𝑟2)
2−((𝑚1−𝑘1)2+(𝑚2−𝑘2)2) = (𝑟1+𝑟2)

2−(𝑟1+𝑟2+𝑐)
2 = (2𝑟1+2𝑟2+𝑐) ·(−𝑐) < 0 ⇒

⇒ Δ(5) < 0 – гиперболический тип линии.

б) В случае касания заданных окружностей внешним образом расстояние между их цен-
трами есть сумма радиусов этих окружностей. Отсюда находим:

1. (𝑟1 − 𝑟2)
2 − ((𝑚1 − 𝑘1)

2 + (𝑚2 − 𝑘2)
2) = (𝑟1 − 𝑟2)

2 − (𝑟1 + 𝑟2)
2 = −4𝑟1𝑟2 < 0 ⇒ Δ(4) < 0 –

гиперболический тип линии;

2. (𝑟1+𝑟2)
2−((𝑚1−𝑘1)2+(𝑚2−𝑘2)2) = (𝑟1+𝑟2)

2−(𝑟1+𝑟2)
2 = 0 ⇒ Δ(5) = 0 – параболический

тип линии.

в) Если окружности пересекаются друг с другом, то расстояние между центрами заданных
окружностей меньше суммы радиусов данных окружностей на положительное действительное
число 𝑐, то есть 𝜌(𝑀,𝐾) = 𝑟1 + 𝑟2 − 𝑐. Снова получаем:

1. (𝑟1− 𝑟2)2− ((𝑚1−𝑘1)2+(𝑚2−𝑘2)2) = (𝑟1− 𝑟2)2− (𝑟1+ 𝑟2− 𝑐)2 = (2𝑟1 − 𝑐)(𝑐− 2𝑟2) < 0 ⇒
⇒ Δ(4) < 0 – гиперболический тип линии;

2. (𝑟1+ 𝑟2)
2− ((𝑚1−𝑘1)2+(𝑚2−𝑘2)2) = (𝑟1+ 𝑟2)

2− (𝑟1+ 𝑟2− 𝑐)2 = (2𝑟1 + 2𝑟2 − 𝑐) · 𝑐 > 0 ⇒
⇒ Δ(5) > 0 – эллиптический тип линии.

г) При касании заданных окружностей внутренним образом расстояние между их центра-
ми есть разность радиусов этих окружностей. В таком случае имеем:

1. (𝑟1−𝑟2)2−((𝑚1−𝑘1)2+(𝑚2−𝑘2)2) = (𝑟1−𝑟2)2−(𝑟1−𝑟2)2 = 0 ⇒ Δ(4) = 0 – параболический
тип линии;
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2. (𝑟1 + 𝑟2)
2 − ((𝑚1 − 𝑘1)

2 + (𝑚2 − 𝑘2)
2) = (𝑟1 + 𝑟2)

2 − (𝑟1 − 𝑟2)
2 = 4𝑟1𝑟2 > 0 ⇒ Δ(5) = 0 –

эллиптический тип линии.

д) Наконец рассмотрим случай, когда одна из окружностей находится внутри другой. При
этом он распадается на две возможные ситуации: заданные окружности не являются или
же являются концентрическими. В первой ситуации расстояние между центрами заданных
окружностей меньше разности радиусов этих окружностей на некоторое положительное дей-
ствительное число 𝑐, то есть 𝜌(𝑀,𝐾) = 𝑟1 − 𝑟2 − 𝑐. Тогда

1. (𝑟1− 𝑟2)2− ((𝑚1−𝑘1)2+(𝑚2−𝑘2)2) = (𝑟1− 𝑟2)2− (𝑟1− 𝑟2− 𝑐)2 = (2𝑟1 − 2𝑟2 − 𝑐) · 𝑐 > 0 ⇒
⇒ Δ(4) > 0 – эллиптический тип линии;

2. (𝑟1+ 𝑟2)
2− ((𝑚1−𝑘1)2+(𝑚2−𝑘2)2) = (𝑟1+ 𝑟2)

2− (𝑟1− 𝑟2− 𝑐)2 = (2𝑟1 − 𝑐)(2𝑟2 + 𝑐) > 0 ⇒
⇒ Δ(5) > 0 – эллиптический тип линии.

Во второй ситуации центры концентрических окружностей совпадают, то есть расстояние
между их центрами равно нулю. Здесь

1. (𝑟1− 𝑟2)
2− ((𝑚1− 𝑘1)

2+(𝑚2− 𝑘2)
2) = (𝑟1− 𝑟2)

2− 0 > 0 ⇒ Δ(4) > 0 – эллиптический тип
линии;

2. (𝑟1 + 𝑟2)
2 − ((𝑚1 − 𝑘1)

2 + (𝑚2 − 𝑘2)
2) = (𝑟1 + 𝑟2)

2 − 0 > 0 ⇒ Δ(5) – эллиптический тип
линии.

Перейдем к изучению центров полученных линий второго порядка, заданных уравнениями
(4) и (5).

Замечание 1. Решение системы вида:{︃
𝑎11𝑥+ 𝑎12𝑦 + 𝑎10 = 0,

𝑎12𝑥+ 𝑎22𝑦 + 𝑎20 = 0

есть пара (𝑥, 𝑦), имеющая следующие координаты (см., например, [14]):⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 =

𝑎22𝑎10 − 𝑎12𝑎20
𝑎212 − 𝑎11𝑎22

,

𝑦 =
𝑎11𝑎20 − 𝑎12𝑎10
𝑎212 − 𝑎11𝑎22

.

В соответствии с замечанием 1 центры линий будут задаваться системой:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥 =

(𝑟1 ± 𝑟2)
2(𝑚1 + 𝑘1)

(︀
(𝑚1 − 𝑘1)

2 + (𝑚2 − 𝑘2)
2 − (𝑟1 ± 𝑟2)

2
)︀

2(𝑟1 ± 𝑟2)2 ((𝑚1 − 𝑘1)2 + (𝑚2 − 𝑘2)2 − (𝑟1 ± 𝑟2)2)
,

𝑦 =
(𝑟1 ± 𝑟2)

2(𝑚2 + 𝑘2)
(︀
(𝑚1 − 𝑘1)

2 + (𝑚2 − 𝑘2)
2 − (𝑟1 ± 𝑟2)

2
)︀

2(𝑟1 ± 𝑟2)2 ((𝑚1 − 𝑘1)2 + (𝑚2 − 𝑘2)2 − (𝑟1 ± 𝑟2)2)
.

Соответствующие множители можем сократить, так как 𝑟1 ̸= 𝑟2. Однако, если заданные
окружности касаются внешним образом, то можем сократить только множитель вида
(𝑚1−𝑘1)2+(𝑚2−𝑘2)2− (𝑟1−𝑟2)2, а если данные окружности касаются внутренним образом –
только множитель вида (𝑚1−𝑘1)2+(𝑚2−𝑘2)2− (𝑟1+ 𝑟2)

2. Тогда во всех случаях, кроме двух
ситуаций при касании, решение системы примет следующий вид:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥 =
𝑚1 + 𝑘1

2
,

𝑦 =
𝑚2 + 𝑘2

2
.
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Получаем координаты точек, являющихся центрами линий второго порядка для гиперболи-
ческого и эллиптического типа линий. При этом данные точки не принадлежат полученным
линиям. Значит, линии этих типов являются гиперболами и эллипсами соответственно.

Рассмотрим отдельно решение системы для линий параболического типа:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
4((𝑚1 − 𝑘1)

2 − (𝑟1 ∓ 𝑟2)
2)𝑥+ 4(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)𝑦 + 2(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2

1 −𝑚2
2−

−(𝑟1 ∓ 𝑟2)
2)(𝑚1 − 𝑘1) + 4(𝑟1 ∓ 𝑟2)

2𝑚1 = 0,

4(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)𝑥+ 4((𝑚2 − 𝑘2)
2 − (𝑟1 ∓ 𝑟2)

2)𝑦 + 4(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)𝑦+

+2(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − (𝑟1 ∓ 𝑟2)
2)(𝑚2 − 𝑘2) + 4(𝑟1 ∓ 𝑟2)

2𝑚2 = 0.

Выразим из первого уравнения системы переменную 𝑥, подставим полученное выражение во
второе уравнение системы. Упростив, получим:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑥 =
2(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)(2𝑦 −𝑚2 − 𝑘2)

4(𝑟1 ∓ 𝑟2)2 − 4(𝑚1 − 𝑘1)2
+
𝑚1 + 𝑘1

2
,

16(𝑟1 ∓ 𝑟2)
2((𝑟1 ∓ 𝑟2)

2 − (𝑚1 − 𝑘1)
2 − (𝑚2 − 𝑘2)

2)𝑦+

+8(𝑟1 ∓ 𝑟2)
2(𝑚2 + 𝑘2)((𝑟1 ∓ 𝑟2)

2 − (𝑚1 − 𝑘1)
2 − (𝑚2 − 𝑘2)

2) = 0.

Второе уравнение системы тождественно равно нулю, так как для линий параболического
типа выражение

(𝑟1 ∓ 𝑟2)
2 − (𝑚1 − 𝑘1)

2 − (𝑚2 − 𝑘2)
2 (****)

равно нулю. Следовательно, имеем линию центров:

𝑥 =
2(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)(2𝑦 −𝑚2 − 𝑘2)

4(𝑟1 ∓ 𝑟2)2 − 4(𝑚1 − 𝑘1)2
+
𝑚1 + 𝑘1

2
.

Проверим принадлежность произвольной точки (𝑥, 𝑦) прямой центров полученным линиям
второго порядка. Пусть 𝑦 = (𝑚2 + 𝑘2)/2, тогда 𝑥 = (𝑚1 + 𝑘1)/2. Подставим полученные
координаты в уравнение линии второго порядка и упростим его:

(𝑟1 ∓ 𝑟2)
2((𝑟1 ∓ 𝑟2)

2 − (𝑚1 − 𝑘1)
2 − (𝑚2 − 𝑘2)

2) = 0.

Поскольку снова выражение (****) равно нулю, то полученное равенство тождественно рав-
но нулю. Следовательно, выбранная произвольно точка линии центров принадлежит линии
второго порядка. Получаем, что эта линия есть две совпавшие прямые.

Таким образом была доказана следующая теорема.

Теорема 3. Пусть на координатной плоскости 𝑂𝑥𝑦 даны две окружности. Тогда
а) если они не имеют общих точек, и ни одна из них не находится внутри другой, то

множество центров семейства окружностей, касающихся данных окружностей, есть пара
гипербол;

б) если они касаются внешним образом, то множество центров семейства окружно-
стей, касающихся данных окружностей, есть гипербола и прямая, проходящая через центры
данных окружностей, без трёх точек – центров данных окружностей и точки их касания;

в) если они пересекаются, то множество центров семейства окружностей, касающихся
данных окружностей, есть гипербола и эллипс (см. рис. 2);

г) если они касаются внутренним образом, то множество центров семейства окружно-
стей, касающихся данных окружностей, есть эллипс и прямая, проходящая через центры
данных окружностей, без трёх точек – центров данных окружностей и точки их касания;

д) если одна из данных окружностей находится внутри другой (или они являются
концентрическими), то множество центров семейства окружностей, касающихся данных
окружностей, есть пара эллипсов (или пара концентрических окружностей).
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Рис. 2: Случай пересечения двух окружностей различного радиуса. Искомое множество цен-
тров есть эллипс и гипербола.

Стоит отметить, что если одна из окружностей вырождается в точку, то задача для двух
не взаимодействующих, касающихся или расположенных одна внутри другой окружностей,
сводится к задаче для точки, лежащей вне, непосредственно на или внутри окружности, со-
ответственно.

Следствие 2. Пусть даны точка и окружность на координатной плоскости 𝑂𝑥𝑦, тогда
а) если точка расположена вне заданной окружности, то множество центров семей-

ства окружностей, касающихся данной окружности и проходящих через эту точку, есть
гипербола;

б) если точка лежит на заданной окружности, то множество центров семейства
окружностей, касающихся данной окружности в этой точке, есть прямая, соединяющая
центр данной окружности и данную точку, без двух точек – центра данной окружности и
заданной точки;

в) если точка лежит внутри заданной окружности и не совпадает с её центром, то
множество центров семейства окружностей, касающихся данной окружности и проходя-
щих через эту точку, есть эллипс. Причём центр данной окружности и данная точка будут
являться фокусами полученного эллипса. Если точка совпадает с центром данной окружно-
сти, то множество центров семейства окружностей есть окружность с центром в этой
точке и радиусом, равным половине радиуса данной окружности.

Доказательство. Действительно, при вырождении одной из окружностей в точку, урав-
нения (4) и (5) совпадут и примут вид:

(4(𝑚1 − 𝑘1)
2 − 4𝑟22)𝑥

2
0 + 8(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)𝑥0𝑦0 + (4(𝑚2 − 𝑘2)

2 − 4𝑟22)𝑦
2
0+

+(4(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − 𝑟22)(𝑚1 − 𝑘1) + 8𝑟22𝑚1)𝑥0+

+(4(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − 𝑟22)(𝑚2 − 𝑘2) + 8𝑟22𝑚2)𝑦0+

+(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − 𝑟22)
2 − 4𝑟22(𝑚

2
1 +𝑚2

2) = 0. (6)

При этом выражение для Δ(4) примет следующий вид:

Δ(6) = 16𝑟42 − 16𝑟22((𝑚1 − 𝑘1)
2 + (𝑚2 − 𝑘2)

2).

Легко видеть, что выражение (𝑚1 − 𝑘1)
2 + (𝑚2 − 𝑘2)

2 есть квадрат расстояния от точки с
координатами 𝑀(𝑚1,𝑚2) до центра окружности 𝜔2. В таком случае:
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а) если точка 𝑀 расположена вне окружности 𝜔2, то (𝑚1 − 𝑘1)
2 + (𝑚2 − 𝑘2)

2 > 𝑟22, то есть
Δ(6) = 16𝑟42 − 16𝑟22((𝑚1 − 𝑘1)

2 + (𝑚2 − 𝑘2)
2) < 0 – гиперболический тип линии;

б) если точка 𝑀 расположена на окружности 𝜔2, то (𝑚1 − 𝑘1)
2 + (𝑚2 − 𝑘2)

2 = 𝑟22, то есть
Δ(6) = 16𝑟42 − 16𝑟22((𝑚1 − 𝑘1)

2 + (𝑚2 − 𝑘2)
2) = 0 – параболический тип линии;

в) если точка 𝑀 расположена внутри окружности 𝜔2, то (𝑚1 − 𝑘1)
2 + (𝑚2 − 𝑘2)

2 < 𝑟22, то
есть Δ(6) = 16𝑟42 − 16𝑟22((𝑚1 − 𝑘1)

2 + (𝑚2 − 𝑘2)
2) > 0 – эллиптический тип линии.

Исследуем центры полученной линии второго порядка, заданной уравнением (6).
В соответствии с замечанием 1 центры линий эллиптического и гиперболического типов

будут задаваться системой:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 =

𝑟22(𝑚1 + 𝑘1)
(︀
(𝑚1 − 𝑘1)

2 + (𝑚2 − 𝑘2)
2 − 𝑟22

)︀
2𝑟22
(︀
(𝑚1 − 𝑘1)2 + (𝑚2 − 𝑘2)2 − 𝑟22

)︀ ,

𝑦 =
𝑟22(𝑚2 + 𝑘2)

(︀
(𝑚1 − 𝑘1)

2 + (𝑚2 − 𝑘2)
2 − 𝑟22

)︀
2𝑟22
(︀
(𝑚1 − 𝑘1)2 + (𝑚2 − 𝑘2)2 − 𝑟22

)︀ .

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 =

𝑚1 + 𝑘1
2

,

𝑦 =
𝑚2 + 𝑘2

2
.

Подставим полученные значения в уравнение (6):

((𝑚1 − 𝑘1)
2 − 𝑟22)(𝑚1 + 𝑘1)

2 + 2(𝑚2
1 − 𝑘21)(𝑚

2
2 − 𝑘22) + ((𝑚2 − 𝑘2)

2 − 𝑟22)(𝑚2 + 𝑘2)
2+

+(2(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − 𝑟22)(𝑚1 − 𝑘1) + 4𝑟22𝑚1)(𝑚1 + 𝑘1)+

+(2(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − 𝑟22)(𝑚2 − 𝑘2) + 4𝑟22𝑚2)(𝑚2 + 𝑘2)+

+(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − 𝑟22)
2 − 4𝑟22(𝑚

2
1 +𝑚2

2) = 0.

Получим выражение 𝑟42 − 𝑟22((𝑚1 − 𝑘1)
2 + (𝑚2 − 𝑘2)

2), которое не равно нулю для эллиптиче-
ского и гиперболического типа линий. Следовательно, центр не принадлежит линии второго
порядка. Для эллиптического типа искомая линия будет являться эллипсом, а для гипербо-
лического – гиперболой.

Отдельно исследуем центры линии параболического типа.⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
4((𝑚1 − 𝑘1)

2 − 𝑟22)𝑥+ 4(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)𝑦+

+2(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − 𝑟22)(𝑚1 − 𝑘1) + 4𝑟22𝑚1 = 0,

4(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)𝑥+ 4((𝑚2 − 𝑘2)
2 − 𝑟22)𝑦+

+2(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − 𝑟22)(𝑚2 − 𝑘2) + 4𝑟22𝑚2 = 0.

Выразим из первого уравнения системы переменную 𝑥, подставим полученное выражение во
второе уравнение системы и упростим:⎧⎨⎩𝑥 =

2(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)(2𝑦 −𝑚2 − 𝑘2)

4𝑟22 − 4(𝑚1 − 𝑘1)2
+
𝑚1 + 𝑘1

2
,

16𝑟22(𝑟
2
2 − (𝑚1 − 𝑘1)

2 − (𝑚2 − 𝑘2)
2)𝑦 + 8𝑟22(𝑚2 + 𝑘2)(𝑟

2
2 − (𝑚1 − 𝑘1)

2 − (𝑚2 − 𝑘2)
2) = 0.

Поскольку для линий параболического типа 𝑟22−(𝑚1−𝑘1)2−(𝑚2−𝑘2)2 = 0, то второе уравнение
системы тождественно равно нулю. Следовательно, имеем линию центров:

𝑥 =
2(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)(2𝑦 −𝑚2 − 𝑘2)

4𝑟22 − 4(𝑚1 − 𝑘1)2
+
𝑚1 + 𝑘1

2
.
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Проверим принадлежность произвольной точки (𝑥, 𝑦) прямой центров полученным линиям
второго порядка. Пусть 𝑦 = (𝑚2 + 𝑘2)/2, тогда 𝑥 = (𝑚1 + 𝑘1)/2. Подставим полученные
координаты в уравнение линии второго порядка и преобразуем его:

𝑟22(𝑟
2
2 − (𝑚1 − 𝑘1)

2 − (𝑚2 − 𝑘2)
2) = 0.

Так как второй множитель этого равенства есть ноль, то полученное равенство тождественно
равно нулю. Следовательно, выбранная произвольно точка линии центров принадлежит линии
второго порядка. Получаем, что эта линия есть две совпавшие прямые. Следствие доказано.

Кроме того, если обе заданные окружности вырождаются в точки, то естественным обра-
зом получаем решение задачи для двух точек на вещественной координатной плоскости.

Следствие 3. Пусть даны две точки на координатной плоскости 𝑂𝑥𝑦. Тогда множе-
ство центров семейства окружностей, проходящих через данные точки, есть прямая, яв-
ляющаяся серединным перпендикуляром к отрезку, соединяющему эти точки.

Доказательство. Действительно, в задаче для двух точек уравнение (6) примет вид:

4(𝑚1 − 𝑘1)
2𝑥20 + 8(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)𝑥0𝑦0+

+ 4(𝑚2 − 𝑘2)
2𝑦20 + 4(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2

1 −𝑚2
2)(𝑚1 − 𝑘1)𝑥0+

+ 4(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2)(𝑚2 − 𝑘2)𝑦0 + (𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2)
2 = 0. (7)

А значение Δ(4) станет равным нулю. Таким образом получим параболический тип линии.
Исследуем центры этой линии.{︃

4(𝑚1 − 𝑘1)
2𝑥+ 4(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)𝑦 + 2(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2

1 −𝑚2
2)(𝑚1 − 𝑘1) = 0,

4(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)𝑥+ 4(𝑚2 − 𝑘2)
2𝑦 + 2(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2

1 −𝑚2
2)(𝑚2 − 𝑘2) = 0.

Выразим из первого уравнения системы переменную 𝑥, подставим полученное выражение во
второе уравнение системы и упростим:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥 =
−(𝑚2 − 𝑘2)𝑦

𝑚1 − 𝑘1
− 𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2

1 −𝑚2
2

2(𝑚1 − 𝑘1)
,

−2(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)
2

𝑚1 − 𝑘1
− 2(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)(𝑘

2
1 + 𝑘22 −𝑚2

1 −𝑚2
2)

2(𝑚1 − 𝑘1)
+ 2(𝑚2 − 𝑘2)

2𝑦+

+(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2)(𝑚2 − 𝑘2) = 0.

Второе уравнение системы обращается в тождество 0 = 0. Следовательно, ордината искомых
центров 𝑦 ∈ R. А поскольку абсцисса 𝑥 зависит от ординаты 𝑦, то и она будет принимать
значения на всём множестве действительных чисел. Следовательно, имеем линию центров:

𝑥 =
−(𝑚2 − 𝑘2)𝑦

𝑚1 − 𝑘1
− 𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2

1 −𝑚2
2

2(𝑚1 − 𝑘1)
.

Проверим принадлежность произвольной точки (𝑥, 𝑦) прямой центров полученным линиям
второго порядка. Пусть 𝑦 = 0, тогда

𝑥 = −𝑘
2
1 + 𝑘22 −𝑚2

1 −𝑚2
2

2(𝑚1 − 𝑘1)
.

Подставим полученные координаты в уравнение линии второго порядка и упростим его:

4(𝑚1 − 𝑘1)
2 (𝑘

2
1 + 𝑘22 −𝑚2

1 −𝑚2
2)

2

4(𝑚1 − 𝑘1)2
+ 4(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2

1 −𝑚2
2)(𝑚1 − 𝑘1)

−(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2)

2(𝑚1 − 𝑘1)
+

+(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2)
2 = 0.



172 А. С. Кашина, Л. М. Цыбуля

Получаем тождество 0 = 0. Следовательно, выбранная произвольно точка линии центров
принадлежит линии второго порядка. Получаем, что эта линия есть две совпавшие прямые,
что и требовалось доказать.

Пусть теперь радиусы заданных окружностей совпадают, то есть 𝑟1 = 𝑟2 = 𝑟0. Тогда
возможны три варианта их взаимного расположения на плоскости: окружности не имеют
общих точек, касаются внешним образом или пересекаются. Сформулируем соответствующие
утверждения как следствия из утверждений а) – в) теоремы 3.

Следствие 4. Пусть даны две окружности с равными радиусами на координатной плос-
кости 𝑂𝑥𝑦. Тогда

а) если окружности не имеют общих точек, то множество центров семейства окруж-
ностей, касающихся данных окружностей, есть гипербола и прямая;

б) если окружности касаются внешним образом, то множество центров семейства
окружностей, касающихся данных окружностей, есть пара взаимно перпендикулярных пря-
мых, одна из которых проходит через центры данных окружностей. При этом исключаются
три точки этой прямой: центры данных окружностей и точка их касания;

в) если окружности пересекаются, то множество центров семейства окружностей,
касающихся данных окружностей, есть эллипс и прямая.

Доказательство. Действительно, легко заметить, что все рассуждения остаются верны-
ми и для окружностей одинакового радиуса 𝑟1 = 𝑟2 = 𝑟0.

Для этих задач уравнения (4) и (5) примут вид:

4(𝑚1 − 𝑘1)
2𝑥20 +8(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)𝑥0𝑦0 +4(𝑚2 − 𝑘2)

2𝑦20 +4(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2)(𝑚1 − 𝑘1)𝑥0+

+ 4(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2)(𝑚2 − 𝑘2)𝑦0 + (𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2)
2 = 0. (8)

(4(𝑚1 − 𝑘1)
2 − 16𝑟20)𝑥

2
0 +8(𝑚1 − 𝑘1)(𝑚2 − 𝑘2)𝑥0𝑦0 + (4(𝑚2 − 𝑘2)

2 − 16𝑟20)𝑦
2
0 + (4(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2

1−
−𝑚2

2 − 4𝑟20)(𝑚1 − 𝑘1) + 32𝑟20𝑚1)𝑥0 + (4(𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − 4𝑟20)(𝑚2 − 𝑘2) + 32𝑟20𝑚2)𝑦0+

+ (𝑘21 + 𝑘22 −𝑚2
1 −𝑚2

2 − 4𝑟20)
2 − 16𝑟20(𝑚

2
1 +𝑚2

2) = 0. (9)

Поскольку уравнение (8) полностью совпадает с уравнением (7), то полученная в уравнении (8)
линия есть две совпавшие прямые.

Отметим, что значение Δ(5) станет равным:

Δ(9) = (4(𝑚1 − 𝑘1)
2 − 16𝑟20)(4(𝑚2 − 𝑘2)

2 − 16𝑟20)− 16(𝑚1 − 𝑘1)
2(𝑚2 − 𝑘2)

2 =

= −64𝑟20((𝑚1 − 𝑘1)
2 + (𝑚2 − 𝑘2)

2) + 256𝑟40.

Для уравнения (9) исследование типа линии и её центров являются аналогичными иссле-
дованиям уравнения (5) в пунктах а) – в) доказательства теоремы 3. Таким образом, если
окружности не имеют общих точек, то искомое множество центров, заданное уравнением (9),
есть гипербола; если окружности касаются – две совпавшие прямые; если окружности пере-
секаются – эллипс. Следствие доказано.
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3. Заключение

При решении каждого из типов задачи были использованы базовые формулы аналитиче-
ской геометрии: уравнение прямой по точке и направляющему вектору, уравнение прямой по
двум точкам, уравнение биссектрис углов, образованных двумя пересекающимися прямыми,
формула расстояния от точки до прямой и т.д. Аналитическое решение задач заключалось
в решении систем уравнений и самих уравнений, степень каждого из которых не превыша-
ло двух. Следовательно, решения задач исследованных типов можно построить циркулем и
линейкой.

В каждой из решённых задач было определено множество центров окружностей: прямые,
окружности, эллипсы, гиперболы и параболы. В силу континуальности точек на прямых и
кривых, количество возможных центров искомых касательных окружностей бесконечно. По-
скольку окружность определяется своим центром и радиусом, то всевозможных окружностей,
касающихся двух объектов, каждый из которых является точкой, прямой или окружностью,
бесконечно много, [15]. Отобразим результаты исследования в таблице 1.

Таблица 1: Результаты исследования

Радиус 𝜔1 Радиус 𝜔2 Взаимное расположение
на плоскости

Множество искомых центров

∞ ∞ Параллельны Прямая, параллельная данным
и равноудалённая от них

Пересекаются Пара взаимно
перпендикулярных прямых без
точки их пересечения

𝑟1 ∞ Нет общих точек или
две общие точки

Пара парабол

Одна общая точка Парабола без вершины и прямая,
проходящая через центр окруж-
ности и точку касания, без само-
го центра и точки касания

0 ∞ Точка не лежит
на прямой

Парабола

Точка лежит на прямой Прямая, перпендикулярная
данной, проходящая через
данную точку и не включающая
её

𝑟1 𝑟2 Нет общих точек и ни
одна не находится
внутри другой

Пара гипербол

Касаются внешним
образом

Гипербола и прямая, проходящая
через центры окружностей, без
точки касания и самих центров

Пересекаются Гипербола и эллипс
Касаются внутренним
образом

Эллипс и прямая, проходящая
через центры окружностей,
без точки касания и самих
центров

Одна находится внутри
другой (концентрические)

Пара эллипсов (пара концентри-
ческих окружностей)
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0 𝑟2 Точка вне окружности Гипербола
Точка лежит на
окружности

Прямая, проходящая через дан-
ную точку и центр окружности,
без этих двух точек

Точка лежит внутри
окружности произвольно
(совпадает с центром)

Эллипс (окружность с центром в
этой же точке)

0 0 Не совпадающие точки Серединный перпендикуляр к от-
резку, соединяющему эти точки

𝑟0 𝑟0 Не имеют общих точек Гипербола и прямая
Касаются Пара взаимно

перпендикулярных прямых, одна
из которых проходит через цен-
тры окружностей, без самих цен-
тров и точки касания

Пересекаются Эллипс и прямая
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